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3. foglalkozas

Itt Gyenes Zoltan kolléga adott egy nagyon érdekes bizonyitast a Pitagorasz-
tételre differencidlszamitas segitségével.

A bizonyitashoz felhasznalta a Heron-képletet. Erre a tankonyvekben, fel-
adatgytjteményekben kétféle bizonyitas szerepel. Ezek koziil csak az egyik ala-
pul a Pitagorasz-tételen, a méasik a beirt és hozzairt kordk érintészakaszain,
a korok sugarainak hosszan és két derékszogli haromszog hasonlésagan mulik.
Most ebben a tekintetben csak az a fontos, hogy ez a masodik bizonyitas fiig-
getlen a Pitagorasz-tételtdl.

Rogzitsiik a haromszog két oldalat, a-t és b-t, és valtoztatva a harmadik
oldalt figyeljiik, hogy mikor lesz legnagyobb a haromszog teriilete. Tudjuk, hogy
akkor, ha a két megadott oldal, a és b merGlegesek lesznek egymasra. Milyen
feltételt ad a szélsGértékszamitas a harmadik oldalra?

A teriilet helyett, a sokkal kényelmesebben kezelhetd 1672 maximumat ke-
ressiik, hogy a tortektdl és a gyokoktsl megszabaduljunk. A fentiek szerint
Heron képletébdl:

flx)=16T? = (z+a+b)(z—a+b)(z+a—b)(—x+a+b).

Derivaljuk most ezt a négy tényezGs szorzatot x szerint. Minden lépésben egy té-
nyez6 derivaltja 1 vagy —1 a tobbi tényezsk valtozatlanok maradnak. Derivalas
utén célszerd az egész kifejezésbol kiemelni a 16T2-et.

f’(;v):16T2[ 1 1 1 1 }

x+a+b+$—a+b+x+a—b_—x+a+b

16T2[< L ! >+< L, 1 >}
r+a+b —x+4+a+d r—a+b xT+a-—->b
—2z 2x
(a—|—b)2—3:2+3:2—(a—b)2]

Ott lehet maximum, ahol ez nulla. Nyilvan nem az lesz a maximum, amikor
16T? = 0, igy elég az
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1 (x) —2x 2x

1672 (a+b)2 — a2 + 22 — (a —b)? (1)

fiiggvény zérushelyeit vizsgalni. A maximum természetesen nem az x = 0 eset-
ben lesz, igy egyszertsithetiink. Rendezés utan

(a+b)* —2? = 2% — (a — b)*.
(a4 )2+ (a—b)? = 222
2a% + 2b% = 222,

Tz =+Va?+ b2
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Meg kell még vizsgélni, hogy ez valoban maximumbhely. Ha az > va? + b2
és a haromszog-egyenl6tlenségnek megfelelGen még kisebb, mint (a+b), tovabba
(a+b)-hez tart, akkor a (1) derivalt vizsgalt részében (az elss rész mindig pozitiv)
az els6 tort minusz végtelenhez, a mésodik egy pozitiv értékhez kozeledik, tehat
a nagyobb x-ekre a derivalt negativ. A kisebb értékek esetén pedig kozeledjen
az ¢ az |a — b|-hez. Latjuk, hogy ekkor az els6 tort egy negativ konstanshoz,
mig a méasodik plusz végtelenhez kozeledik. Az 2% = a? + b? esetében tehat
valéban maximuma van a teriiletnek, derékszogi haromszognél éppen ekkora
lesz a harmadik oldal.
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