VIII. KAVICS KUPA
2012, marcius 14,

Kavics Kupa 2012

Vadaszom, Utambédl Kotrédj!

1. A rékakolykok versengenek egymadssal a barlangban, vajon melyikiik a legligyesebb és
legokosabb. Szeretnének olyan, minél kisebb szamot talalni, aminek a négyzete a 2012
szamsorozattal kezdodik. Természetesen Vuk taldlta meg a legkisebb ilyet. No de mi
ez a szam?

(20 pont)

2. Karak tanitja a kis Vukot vaddszni. Azt az utasitast adta neki, hogy figyelje az arra
jaré csuszokat, és amikor az x = k egyenesre érnek, akkor csapjon le rdjuk. Vuk két
csuszt fogott, egyméstdl 1/2 egység tavolsdgra. Szamitdsai szerint az egyik csusz az
y = logs z, a méasik pedig az y = logs(x + 4) gorbén haladt. Vajon, ha k = a + Vb
alkalmas a, b egész szamokkal, akkor mennyi a + b értéke?

(20 pont)

3. A térbeli koordinatarendszer (0,0,21/2) és (0,0, 1) pontjan egy-egy virdgon il egy-egy
pillang6. Meghallva a kozeledé Tord, a varju karogasat, felrebbennek, és gyorsan
egymashoz sietnek. Tudjuk, hogy az els§ pillangé legfeljebb 6, a masodik legfeljebb 9/2
tavolsdgot tett meg a taldlkozasig, tovabba azt is, hogy a taldlkozasi pont mindharom
koordindtaja egész. Hany helyen talalkozhattak a pillangdk?

(20 pont)

4.  Mit hozzak, ludat vagy kacsat?” ,Ludat, kacsat!” ,,Es kakast is!” Ezek a kis rokak
nagyon telhetetlenek. Ahhoz, hogy Kag sikerrel jarjon, jé alaposan szemiigyre Kkell,
hogy vegye a tyikdlat. Egy kocka alaki takolmanyrdl van sz6, aminek harom kiilénbozé
élfelez6pontja I, J és K. Vajon mennyi az I.JK< szog fokokban mért értékének maxi-
muma? Ha ezt nem szdmolja ki gyorsan, a kisrékak éhen maradnak.

(25 pont)
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. AV, U és K szamokra teljesiil, hogy V +U + K =7 és
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értéke?

(25 pont)

. Tord, a varju igazén haragos lett, miutan megfosztottdk a tollaitél: Kaadr volt velem
ujjat hizni! Kdadr volt belélem tollat hizni! Ezt még megemlegetitek! Majd hatddaroz-
hatjatok meg, hogy hogy mi A? 8., 9., 10. és 11. szddamjegyei altal alkotott négyjegyti
szédam, ahol A = 11111111111. K&dar volt bizony, hiszen A? egy 21-jegyti sz44am!

(25 pont)

. Kicsi Vuk nehezen &allt at kezdetben az éjszakai életre, és amig Karak aludt, addig
unalomiizésképpen egy szabdlyos hatszog alaku igen lapos kavicsot porgetgetett. Ha
egy olyan atlé mentén forgatta meg nagyon gyorsan a kavicsot, amely két szemkozti
csucsot kot Ossze, akkor egy A térfogati testet latott, mig ha egy olyan egyenes koriil,
amely dtmegy a hatszog két szemkozti oldalanak felez6pontjan, a kapott test térfogata
B volt. Kézben azon gondolkozott, vajon mennyi lehet (B/A + 1)4 egészrésze?

(30 pont)

. ,Mennyi Tas!” -kidltott fel Vuk az égre pillantva. Karak elgondolkozott, majd azt
mondta. Igen, pont annyi, amennyi megoldédsa esik az

5] +[5e] <50 + 52

egyenl6tlenségnek a [0;2012] intervallumba. Hény tés repiil az égen?

(30 pont)

. A tyukélban 4 sorban és 4 oszlopban helyezkedik el Mari néni 16 tojéja. A tyikok hallva
a szomszédbdl érkez6 pletykakat, nagyon félnek a rékatdl, ezért mindegyikiik csak 0, 1
vagy 2 tojast tojt reggelre. Hanyféle médon torténhetett ez meg, ha felirva egy 4 x 4-es
tablazatba a tojasok szdmat, minden sorban, oszlopban, és a két atléban a 2012 szam
szamjegyei szerepelnek valamilyen sorrendben?

(30 pont)
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10. Vuk, fny, és 10 kicsi kolykiik iili korbe a szerzett zsakméanyt. Ha véletlenszeriien
kivélasztunk négy rokat koziiliik (Vukot és Inyt is beleértve), akkor mennyi annak
a valészinlisége hogy négyilik kozott van kettd, akik egymds mellett lilnek? Ha a
valésziniiség p/q, ahol p és ¢ relativ prim pozitiv egészek, akkor p + ¢-t adjdtok meg!

(30 pont)

11. Szegény Vahur, a szégyenének hire gyorsan terjedt. Hogy hany kutya tudta meg, mi
tortént? Annyi, amennyi p? 4+ ¢ legnagyobb lehetséges értéke, ahol a p és g pozitiv
primszamokra teljesiil a kovetkez6 egyenloség:

P’—¢=@p+9°
(30 pont)

12. Karak, latva, hogy unokadccse orra milyen szép nagy Tést talalt, elgondokozott azon,
vajon hogy osztozzanak meg a zsdkmanyon. Ehhez kiszamolta, hogy hany pozitiv
egészekbdl allé (x,y) rendezett szampar elégiti ki a

PLa_
r Yy
egyenletet, ahol p és ¢ két kiillénbozé pozitiv primszdm. Azonban mire ezt kiszdmolta,
a kicsi Vuk mar csak Tés fejét hagyta meg. Azért szamoljatok ki ti is, és mondjatok
meg a kis rokdnak az eredményt, hdtha legkozelebb tigyesebb lesz az osztozkodasban!

(80 pont)

13. ,,Az eddig oltalmaz6 erdé nem rejtekhely tobbé.” Az Osz bekdszontottével az em-
berek nagy vaddaszatot rendeztek. Az erdét, amely egy konvex 101-sz0g, egymaést nem
metsz6 atlokkal felosztottdk haromszogekre az eredményesség érdekében. Jelolje a az
olyan haromszogek szamat, amelyeknek nincs ko6zos oldala a 101-szoggel, b az olyan
héromszogek szamat, amelyeknek egy kozos oldala van a 101-szoggel, ¢ pedig az olyan
hiromszogek szamat, amelyeknek két kozos oldala van a 101-szoggel. Mennyi a®4b?+c?
legkisebb lehetséges értéke?

(35 pont)
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14. Vuknak a minap egy igen kiilonos BrekkencsGavallérhoz volt szerencséje, ki éppen a
kedvesének adott szerenddot: ,,Ha nem szeretsz, hat én szeretlek, és ha én szeretlek,
kovekezé feladvanyt adta udvarléjanak: Hény pozitiv egészekbdl allé (a,b) rendezett
szampar elégiti ki a kovetkez6 egyenletet:

Ikkt(a,b) + Inko(a,b) + a + b = ab?

Segitsetek béka urfinak elnyerni Szive Brekekéjét! (lkkt(a, b) a két szam legkisebb kozos
tobbszorosét, Inko(a, b) a két szdm legnagyobb koézds osztdjat jeloli.)

(35 pont)

15. A sikeres vaddszathoz Vuknak néha nagyon komoly és bonyolult szdmitdsokat kell
végeznie, ehhez nem art, ha ismeri a vidéket, és tud a kiilonféle tereptdargyakhoz vi-
szonyitani. Vuk az X pontban figyeli az Y pontban pihend nyuszit, és szeretné kiszamolni
milyen messze van tole. Lat a kozelben a P és () pontokban egy-egy fat, amelyek
egymastol 50 1épés tavolsdgra vannak. Képzeletben egy 30, illetve egy 40 1épés sugari
kort rajzolt az elsé, illetve a masodik fa koré. A két kor egyik metszéspontja A, a PQ
szakasz felezOpontja F', és azt vette észre, hogy az X és Y pontok megkaphatdk gy,
hogy ha A-ban merolegest allitunk FA-ra, és ezen egyenessel elmetssziik a két kort.
Hény 1épés tavolsadgban pihen téle a nyuszi?

(35 pont)

16. A kis Vuk nagyon biiszke volt magara, hogy megfogta Tast, amikor egyszer csak
megjelent Sut, a kurta farki réka, és felszélitotta, hogy 6, , kis taknyos”, azonnal hordja
el magat a vadaszteriiletérol. Am Vukot kemény fabdl faragtak, és rogton visszavagott
neki egy fejtorével, ami utan Sut elszégyellte magat, és szomortan kullogott haza. Vajon
ti kialltatok volna a kis réka probajat, és meg tudtatok volna mondani neki, hogy melyik
az a legkisebb abcd négyjegyii szam, amelyet megforditva az eredetitél kiilonbozé dcba
szamot kapunk, és amelyre teljestl:

abed — ab - ed = deba — de - ba?

(40 pont)
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17. A févadész tisztaban van vele, hogy az dllatok néha a bokrok mélyén lapulnak meg
a veszély elol. Kifigyelte, hogy a mezd szélén all6 négy bokorbdl all6 egyiittesben
1/2 valdszintiséggel rejtézik valamilyen éllat egy vadédszat sordn, sosem rejtézik egynél
tobb allat a bokrok mélyén, és a négy bokrot egyforma eséllyel valasztjak az allatok
rejtekhely-ként. Most is épp a bokroknal keresgél, mar hdrom bokrot atnézett, de nem
talalt semmit. Ha p/q esély arra, hogy az utolsé, negyedik bokorban rejtézik egy allatka,
ahol p és ¢ relativ prim pozitiv egészek, mennyi p + ¢?

(40 pont)

18. Vahur a legutébbi csiifos felsiilése utan elhatarozta, hogy eziittal nem maradhat szégyen-
ben, és Orséget allit Mari néni utolsé megmaradt kakasanak. Két tarsaval egy szabalyos
haromszog harom csicsaba alltak fel, a kakas pedig t6liik 2, 3 illetve 5 egység tavolsigra
kukorékolja az utolsékat (a négy éllat egy sikban van). Mekkora a szabalyos haromszog
oldalhosszisdganak négyzete?

(40 pont)

19. Vuk egyszer egy domboldalon jarva egy kiilonos dologra lett figyelmes: valakik letiiztek
két fiiggbleges rudat, és fels6é végpontjaik kozott kifeszitettek egy szabdlyos haromszog
alaku zdszlét, amelynek harmadik csicsa éppen leér a talajig. A rudak talppontjait
Osszekoto szakasz a vizszintessel 30 fokos szoget zar be. Mekkora a két rud talppont-
jainak tévolsdga, ha az alacsonyabban 1év6 talpponttal rendelkezd rid magassiga 124
egység, a magasabban 1évo alapponttal rendelkez6 rudé pedig 45 egység?

(45 pont)

20. A rokék igen érzékenyek arra, ha idegen gardzdélkodik a vadaszteriiletiikon. Az erdot
képzeletben feloszthatjuk egy 16 x 16-os tablazatra, ezek némelyikében taldlhatéd egy
rokabarlang, ez, és csak ez a ,mez6” a barlang tulajdonosanak vadaszteriilete. Am
a vadaszni induldk rendszeresen elkalandoznak mindegyik, a barlangukkal élben vagy
csicsban szomszédos teriiletre, de tavolabbra mar nem. Tudjuk, hogy minden roka
vadaszteriiletén pontosan egy idegen szokott rendszeresen készdlni. Legfeljebb hany
rékabarlang lehet az erdében?

(45 pont)

21. A Simabérii legszebb tréfedjanak alatétje egy csillag formaju alakzat, melyet a kovetke-
70 eljarassal lehet megkapni: kiindulunk egy 1536 egység teriiletii szabélyos 12-sz6gbdl,
melynek cstcsai A1, Ao, Az, A4, As, Ag, A7, Ag, Ag, A1g, A11 és A12. EbbEl a tizen-
kétszoghbol kivagjuk az A1 A4A7 A1, AsAsAgA11 és AsAgAgAis négyzetek egyesitésével
(unidjaval) kapott csillag formaju alakzatot: ez az alatét. Mekkora az alatét tertiletének
és keriiletének ardnya? (50 pont)



