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Szoldatics Jozsef Kardos Gyula - Montégh Balazs Matematikaverseny

Kardos-Montagh Matematikaverseny, 2022.

I. fordulo

Algoritmusok

Mi is az az algoritmus? Ez a kérdés alapvets fontossigi, elengedhetetlen fogalom a
matematikdban és az informatika teriiletén, ugyanakkor nagy szerepe van a mindennapi
életben, hiszen szamtalanszor alkalmazzuk. Akarmit is tesziink, legtobbszor logikusan
felépitiink magunkban egy bizonyos sorrendet, melyet kovetiink. Akarva-akaratlan, tuda-
tosan vagy spontan modon alakitunk ki naponta ismétléds eljarasokat (algoritmusokat),
amelyeket lépésenként hajtunk végre. A matematikdban sok feladat valamilyen algoritmus
segitségével oldhatd meg.

Definicio

Az idegen szavak szotara szerint: ,Eredetileg Abdallah Mohamed Muza Al-Hvarizmi
arab matematikus szamolasi modszere, azéta minden szamolasi eljaras.”

A matematikai kisenciklopédia, pedig igy fogalmaz: Az olyan eljarasokat, amelyek
segitségével a kivant eredményt az adatoktol fliggetleniil véges sok lépésben meg tudjuk
hatarozni, algoritmusnak nevezziik ... természetesen nem minden eljaras algoritmus.”

Osszefoglalva, az algoritmus a matematikabol ered, de az informatika elterjedésével valt
ismert fogalomma a koznyelvben is. Tulajdonképpen egy szamolasi modszer, eljaras me-
lyet szamos teriileten alkalmazunk, természetesen elsGsorban a matematikaban, illetve az
informatikaban.

Algoritmusok tipusai

e Egyszerii algoritmus (szekvencia): més szoval linearis, elemi lépéseket hajtunk
végre egymés utan. Ilyenkor az a cél, hogy minél kevesebb 1épéshdl jussunk el a
feladat megoldasahoz.

o Feltételes algoritmus (elagazas, szelekcio): akkor beszélhetiink ilyen algorit-
musrol, ha a feladat nem oldhaté meg egyszertii 1épések segitségével. A megoldas
lépései egy bizonyos problémahoz vezetnek, ahol t6bb eset is felmeriilhet. Egy tgy-
nevezett elagazéassal allhatunk szemben. Ilyenkor a helyzettdl fiiggéen valasztanunk
kell, hogy melyik 1épés a helyes.

e Ismétléses algoritmus (ciklus, iteracio): elsfordulhat, hogy az algoritmus soran
vannak 1épések, amelyeket tobbszor is végre kell hajtanunk. Magat a feladatot, amit
végrehajtunk, ciklusmagnak nevezziik.

Az egyik legfontosabb e témakérben Bohm—Jacopini tétele, mely szerint minden algorit-
mus felépithets szekvencia, szelekcid és iteracio segitségével.

Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorlo -3 - 2022. marcius — aprilis
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Algoritmusok jellemzdéi, tulajdonsagai

e Az algoritmus 1épésekbdl all, a 1épések sorozatat folyamatnak nevezziik.
e Minden lépésnek, amit egymas utan alkalmazunk, egyértelmiinek kell lennie.
e Lehetnek Osszetett 1épések is.

o Absztrakcio, vagyis egy kivalogatési eljaras, mely alatt azt értjiik, hogy az adatok
(targyak) azon tulajdonsagait vessziik csak figyelembe, amelyek fontosak az algorit-
mus végrehajtasanal.

e Mindig van valamilyen célja, vagyis egy valtozés torténik a végrehajtas soran.
e Bemend adatokat hasznal fel.

e Kimend adatokat hoz létre.

e Biztositania kell, hogy a feladat véges szamu lépésben megoldhato legyen.

e Minél rovidebb id6 alatt eljuthassunk a kivant megoldéshoz, vagyis hatékonynak
kell lennie.

e Megtervezésnél figyelni kell, hogy ,elronthatatlan” legyen.

Ezek utén nézziink néhéany, a kozépiskolaban tanitott algoritmust.

Euklideszi algoritmus

Az euklideszi algoritmus két szam legnagyobb kozos osztojanak meghatdrozdsdra szolgdlo
madszer. Tulajdonképpen egy szdmelméleti algoritmus.

Menete: a két szam koziil a nagyobbikat elosztjuk a kisebbikkel, majd a maradék lesz az
oszto, az osztando pedig az eddigi oszto és igy tovabb, mig 0 maradékot nem kapunk.
Ebben az esetben az utols6 oszté lesz a keresett érték, vagyis a legnagyobb kozos oszto.
Ha maér az elején, az els6 osztasnal 0 maradékot kapunk, akkor a kisebbik szam lesz egyben
a legnagyobb kozos osztoja a két szamnak.

Eratosztenészi szita

Ez egy olyan algoritmus, amely eqy adott szdmndl nem nagyobb primeket ad meg viszony-
lag egyszerd modon.

Irjuk fel 2-t6] N-ig az egész szamokat. Az els lépésben karikézzuk be a 2-t, majd hizzuk
at azokat a szamokat, amelyek a 2 tobbszordsei és 2-nél nagyobbak...Ezutan karikazzuk
be azt a legkisebb szamot, amely még nincs megjeldlve..., majd hiizzuk at ennek a tobb-
szoroseit...Ismételjiik meg a fentieket mindig a legkisebb még jeldletlen szammal, ha ez a
szam még legfeljebb v/N. Ha mér minden v/N-nél nem nagyobb szamot megjeloltiink,
akkor alljunk meg. Ekkor a bekarikazott szamok egyiittesen éppen az N-nél nem nagyobb
primszamokat adjak.

Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorlo -4 - 2022. marcius — aprilis
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Négyzetgyokvonas szamologép nélkiil

A menete a kévetkezd (konkrétan 301-re): Mindig kettesével, a tizedesvessz6tdl balra
jeloljiik ki a szamokat, tehat paratlan jegyiinél az els6 kijelolt egyjegyt lesz.

3101 =

Megnézziik, hogy az elsé kijelolt szamot milyen szam négyzetével tudjuk alulrol kozeliteni,
ezt leirjuk az egyenlGség utan,
3101 =1

majd visszaszorzunk, kivonunk és leirjuk az eredményt,

301 =1
201

majd hozza a kovetkezd két szamjegyet. Vessziik az egyenlGségjel utani szamnak a két-
szeresét, lefrjuk.
3101 =1 2
201
A kétszeres utan lesz egy helyi érték, egy szorzasjel, majd a szorz6. A kétszeres utén irt
szam ugyanaz lesz, mint a szorzo, ezzel ismét alulrol kozelitjik azt a szamot, melyet a
négyzetgyokjel alatti ala irunk.
3101 =1 27.7
201

Ezek utén visszaszorzunk, kivonunk és leirjuk a kivonas eredményét,

301=1 27-7
201
12

majd a kovetkezd két szamjegyet, ha elérkeztiink a szam végéhez, akkor nullakat irunk,
az eredménynél pedig kiirjuk a tizedesvessz&t és ugyanigy tovabb.

301 =17, 34?77
201
1200

Addig szamolhatunk a leirt eljaras szerint, mig el nem jutunk a kivant pontossagig.

Négyzetgyokvonas, Newton mdédszer

Newton nevéhez ftiz6d6 algoritmus egy rekurziv iteracié. Keressiikk a pozitiv A szam
négyzetgyokét!

1 A
alzl;ésan:—(an_l—i- );nZZ
2 Apn—1

Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorlo -5- 2022. marcius — aprilis
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Algoritmus helyességének igazolasa

A képzési szabalyra alkalmazva a szamtani-mértani egyenlGtlenséget:

! +
Ap = = | Gp_
5 1

A A
>> Ap—1 - :\/Z; n > 2.

Qp—1 Ap—1

Egyenl6ség nem lehetséges, mert a; = 1 < /A, és innen adodik hogy minden a;-re igaz
ez.
Rendezziik at egy kicsit az algoritmust:

1 n A
ap = 5 | An- )
2 ! Ap—1

A
2an = 0Gp-1+ ;
An—1

Qan—Q\/Z:an_l—\/Z—l-

A . \/Z’

2 (o0 V) = (s V) A
2 (an — \/Z) = (an_l — \/Z> + ;/Zl <\/Z— an_1> ,
(

(o) = (11— v3) (1-22)
)(1-22) <3 (oa-va),

hiszen

VA

(p—1

0<1-— < 1.

Ez azt jelenti, hogy
a2>a3>a4>...\/22a1:1,

valamint a; tavolsaga v/ A-t6l az el6z6 eltérés felénél is kisebb, azaz egyre kozelebb lesz

v/ A-hoz.

Akik mar tanultak hatarértéket, azok szaméara: az a; sorozat alulrol korlatos (egy korlat
\/Z) és szigoruan monoton csokken, tehat létezik hatarértéke, ami legyen H

lim a, = H.
T—r00

1 A
H=—-|H+ —
s (m+57).

H=+VA.

Ekkor erre a hatarértékre igaz:

amit megoldva

Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorlo -6 — 2022. marcius — aprilis
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Geometriai algoritmusok

A teljesség igénye nélkiil néhany geometriai algoritmus.
e Haromszog beirt korének megszerkesztése
e Haromszog koréirt korének megszerkesztése
e Haromszog magassagpontjanak megszerkesztése
e Szabalyos sokszog megszerkesztése

A szerkesztési leirasokat végrehajtva kapjuk meg a vart végeredményt.

Jaték algoritmusok

Sok fejtors jaték, feladat megoldasa is algoritmikus.

Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorlo -7- 2022. marcius — aprilis
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Kardos Gyula - Montiagh Balazs Matematikaverseny

Az elsd fordul6 feladatai

Mar az els6 fordulo feladatainak kittizésekor fontos megjegyezni, hogy a sikeres szereplés-
hez nem kell az 6sszes feladatot megoldani. Az eredményeket az Osszes fordulo teljesit-
ménye alapjan és évfolyamonként kiilon-kiilon értékeljiik.

Az alabbi feladatok tobbségét nem csak az ismertetett modszerek segitségével lehet meg-
oldani. A versenyben természetesen minden helyes megoldast maximalis pontszammal

értékelink.

Elvileg kiilonboz6 masodik megoldasra az eredeti pontszam legfeljebb 50 %-a kaphato.

1. Két fekete és két fehér damafigurat az dbréanak megfelelGen helyeziink el.

O

O

1

2 3

4

5

Az a feladat, hogy a fekete és fehér korongokat felcseréld (tehat az 1, 2 jeld mez6kon
allo korongok kertiljenek a 4, 5 jelii mezskre), az alabbi szabélyok betartéséaval:

Fehér figuraval kell kezdeni az athelyezést.

tartalmazo mez6t lehet atugrani (t6bbet nem).

e Egy mezén csak egy figura allhat.

Adjunk egy megoldasi modot!

Mindegyik figurat csak szomszédos mezére lehet tenni, vagy egy mésik korongot

Egyik figurat sem lehet visszatenni olyan helyre, ahol mar volt.

(6 pont)

2. Egy maganyos mozdony énmagaba visszatér§ sinhurokhoz ér, amelyre allithato val-

ton at lehet behajtani. (Az abra csak vazlat)

—

Mozdony

Kocsi 1.

Alagut

Kocsi 2.

Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorlo
Altaldnos Iskola és Gimndzium
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A hurokszakaszon két iires kocsi all, amelyek kozott egy alagut talalhatd. Az ala-
guton egy kocsi atfér, de a mozdony mér nem, és révidebb egy vasiti kocsinal.
A mozdonyvezetének meg kell cserélni a két kocsit tgy, hogy a munka végeztével
el tudja hagyni a korpalyat. A feladat megoldasanak feltétele: a mozdony és a
kocsik mindkét végén kapcsolé berendezés van. A vonatokat fékezsk kisérik, akik
a sziikséges szét- és Osszekapcsolasokat utasitdsainknak megfelelGen elvégzik (csak
allo szerelvény esetén). A vasuti jarmiiveket kimélni kell, ezért a kocsikat a mozdony
iitkozéssel nem gurithatja el, csak vontatéssal lehet helyet valtoztatni. (6 pont)

3. Igazoljuk, hogy az Eratosztenészi szita modszer jo, azaz tényleg csak a primek ma-
radnak vissza. (8 pont)

4. Modositunk a négyzetgyckvonas Newton-i médszerén a kovetkezs modon:

1 A
alzl;ésan:—(San_1+ );n22.
4 Ap—1

a) Bizonyitsuk be, hogy az algoritmus tovabbra is VA-t adja meg.
b) Jobb vagy rosszabb lett az algoritmusunk, azaz tobb vagy kevesebb lépést kell
tenniink ugyanolyan pontossag eléréséhez? (10 pont)

5. Moédositunk a négyzetgyokvonas Newton-i modszerén a kovetkezs modon:

) 1 A
ap=18éa,=s(ap1+—5—);n=2
2 as_q
Hatéarozzuk meg, hogy most mit szamol ki (ha egyaltalan kiszamol valamit) az
algoritmus. (10 pont)

6. Bizonyitsuk be, hogy a ,kézi” gyokvonas algoritmusa jo. Végezziik el vele /2022
kiszamolasat 5 tizedesjegy pontossagra. (10 pont)

Bekiildési hatarids: 2022. méarcius 6. 23
Bekiildési cim: matoktport@gmail.com
Email targy: I. fordulé megoldésai

A megoldasokat kérjiik egy (1!) levélben bekiildeni a kénnyebb feldolgozas érdekében. A
megoldasok csatolas formajaban keriiljenek a levélbe, feltétleniil PDF forméatumban. A
csatolt file neve ékezetek nélkiili legyen és tartalmazza a bekiildé nevét, tovabba a fordulo
sorszamat is (esetleg a feladat sorszamat, ha csak 1 feladatot tartalmaz). Szokoz helyett
a " " karakter alkalmazando! Példak csatolt file nevekre:

gipszjakab fordulol.pdf

gipszjakab fordulol feladatO1.pdf

Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorlo -9 - 2022. marcius — aprilis
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Kardos-Montagh Matematikaverseny, 2022.

II. forduld

Rekurzio

A természetes szamok halmazan értelmezett fiiggvényt, vagyis a sorozatot altalaban meg-
adhatjuk explicit moédon, azaz megmondjuk azt, hogy egy tetszéleges természetes szam-
hoz mit rendeliink hozza. Megadhatjuk azonban ugy is, hogy megadjuk az els6 (néhany)
tagjat, a tovabbi tagokat pedig az el6ttiik levs(k) felhasznalasaval definialjuk. A ilyen
esetekben azt mondjuk, hogy a sorozatot rekurziv modon adtuk meg. Erre tipikus példa
a Fibonacci sorozat.

A feladatokban ezt kovetSen gyakran az a cél, hogy adjuk meg a sorozat n-edik tagjat

zart alakban.

Megoldasi modszerek

Sokszor tobb tton is meg lehet oldani a feladatokat. Néhany gyakran hasznélt modszer:

Teljes indukcid (azaz vegyiik észre ...)
Megprobaljuk kitalalni a végeredményt, majd ezt teljes indukcio segitségével igazoljuk. A

modszer problémaés része a kitaldlas.

Teleszkopikus Osszeg

A keresett Osszefliggést felirva, majd az index léptetésével 1-ig (illetve a legkisebb értékig)
— esetleg megfelel6 konstansokkal szorozva — Osszeadjuk Sket. Nézziik erre a kovetkezd
rekurziv sorozatot (a jol ismert szamtani sorozatot):

ar =3; an = Gp-1+2; n > 2
Irjuk fel a tagokat 1-ig:

p = Qp—1 + 27
p—1 = Gp—2 + 2a

(p—o = Up_3 + 2,
a3 = a9 + 2,
as = a1 + 2.
A felirt n — 1 egyenletet Osszeadva és az egyforma tagokat elvéve kapjuk, hogy
a, =a; +2(n—1),

ami a konkrét esetben:
a,=3+2(n—1)=1+2n.

Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorlo - 10 - 2022. marcius — aprilis
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Teleszkopikus szorzat

A keresett Osszefiiggést felirva, majd az index léptetésével 1-ig (illetve a legkisebb értékig)
— esetleg megfelel6 konstansokkal szorozva — Gsszeszorozzuk Gket. Nagyon fontos ezen
modszernél arrol meggy6z&dni, hogy nincs a felirt 6sszefiiggések kozott nulla értékd sor.
Nézziik erre a kovetkezs rekurziv sorozatot (a jol ismert mértani sorozatot):
ar =3; a, =2an,_1; n > 2.
Irjuk fel a tagokat 1-ig:
Ap = 2an717
Ap—1 = 2an—2a

(p—g = 20%737

az = 2ax,
Ao — 2&1.

A felirt n — 1 egyenletet Gsszeszorozva (figyelve arra, hogy egyik sorban sincs 0 szorzd) és
az egyforma (nemnulla) tagokkal elosztva kapjuk, hogy

a, =2""1. ai,

ami a konkrét esetben:
a, =3-2"1.

Index léptetése

Index le (esetleg fel) léptetésével és az eredeti Osszefiiggés felhasznalasaval egy ,kezesebb”
sorozat kialakitasa.

Uj sorozat (1ij ismeretlen) bevezetése

Mint az elnevezés mutatja, egy ,kezesebb” sorozat elérése a cél. Nézziik erre a kovetkezs
rekurziv sorozatot:
a; =1; a, =3ap-1+2; n>2.

Alakitsuk at a képzési szabalyt és adja magar az 4j sorozat létrehozasa
ay = 30,1 + 2, /+1
a, + 1= 3an_1 + 3,
a,+1=3(an_1+1),
b,=a,+1:01=a1+1=2;
b, = 3b,_1.
Ez egy mértani sorozat, aminek a zart alakja
by =2-3""1,
és innen
a, =2-3""—1.

Egy feladatban akir tobb modszer egymas uténi vagy akar egyidejd alkalmazésa is lehet-
séges. Természetesen més megoldéasi modszerek is léteznek, a felsoroltak a leggyakrabban
alkalmazottak.
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Linearis masodrendii rekurzio

A rekurzi6 altalanos alakja (vagy erre az alakra hozhato):
a1 =A; aa=B; a,=C1-a,_1+Cy-a,0; n>3; és A; B, C; Cy € R.
A rekurzidhoz tartozo méasodfoku egyenlet:
¢ =Cyq+ s,
és ennek gyokei legyenek ¢ és go.
Ha ¢, # g2, akkor a sorozat altalanos megoldasa
an =Ky g7 + Ky gy Ky Ky eR
alaku, ahol K és K, a sorozat els¢ két tagjabol kiszamolhato, az
an =Ki-q '+ Kyqy = K+ Ko
{az =Ki-qi '+ K5 ' =K+ Ko g
egyenletrendszert megoldva.
Ha ¢; = qo, akkor az &altaldnos megoldasa
an =K ¢ "+ Ky gt Ky, K eR
alaki, ahol Ky és K szintén a sorozat els6 két tagjabol kiszamolhato, az

@ =K ¢ '+ Kyqi 1=K+ K>
ar =Ki-¢ '+ Kyoqi ' 2=K-q1+2-Ko-qu
egyenletrendszert megoldva.
Nézziink egy konkrét példat!
Ap = 9Cy_1 —6a,_o; N>3; a1 =7, ay=1T7;
¢ =5q¢—6 = G =2; g2 =3,
ap = K- 2"+ Ky - 371

7T=2K,+ 3K.
1+ 2 = K1:2, KQZ]_,
17 =4K; + 9K,

a, = 2" + 3L,

Matematikaverseny
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A masodik fordul6 feladatai

A sikeres szerepléshez nem kell az Osszes feladatot megoldani. Az eredményeket az Osszes
fordulo teljesitménye alapjan és évfolyamonként kiilon-kiilon értékeljiik.

Az alabbi feladatok tébbségét nem csak az ismertetett modszerek segitségével lehet meg-
oldani. A versenyben természetesen minden helyes megoldast maximalis pontszammal
értékeliink. Elvileg kiilonb6z6 méasodik megoldasra az eredeti pontszam legfeljebb 50 %-a
kaphato.

7. Hatérozzuk meg a,-t zart alakban!

ap = 30p_1+2n—3; n>2; a; =1 (6 pont)

8. Hany b5-tel oszthato szam van a sorozat elsé 100 tagja kozott?

Up = Gp_1+n%, n>2 a; =1 (6 pont)

9. Hatarozzuk meg a,-t zart alakban!

an =3ap_1 +2n> —6n+3; n>2; a; =1 (8 pont)

10. Hatarozzuk meg a,-t zart alakban!

na, = (2n—2)a,—1 — (n—2)ap,—2; n>3; ar = 9; az =4 (10 pont)

11. Bizonyitsuk be, hogy af + a3 + a3 + ...+ aj < 1, ha

0<a <1 Up = Qp_1 —a>_1; 1> 2 (10 pont)

12. Hatarozzuk meg a,-t zart alakban!

Ap—10n—2
Ap — ———————————————— n Z 3, a; =

= 10 t
3(]%72 - 2an71’ ( Pon )

!
3

5% az =

Bekiildési hatarids: 2022. mércius 27. 235
Bekiildési cim: matoktport@gmail.com
Email targy: II. fordul6 megoldasai

A megoldasokat kérjiik egy (1!) levélben bekiildeni a kénnyebb feldolgozas érdekében. A
megoldasok csatolas formajaban keriiljenek a levélbe, kizarélag PDF formatumban. A
csatolt file neve ékezetek nélkiili legyen és tartalmazza a bekiildé nevét, tovabbé a fordulo
sorszamat is (esetleg a feladat sorszamat, ha csak 1 feladatot tartalmaz). Szokoz helyett
a " " karakter alkalmazando6! Példak csatolt file nevekre:

gipszjakab fordulo2.pdf

gipszjakab fordulo2 feladat08.pdf
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Kardos-Montagh Matematikaverseny, 2022.

II1. fordulo

A sikeres szerepléshez nem kell az Osszes feladatot megoldani. Az eredményeket az Osszes
fordulo teljesitménye alapjan és évfolyamonként kiilon-kiilon értékeljiik.

Elvileg kiilonb6z6 masodik megoldasra az eredeti pontszam legfeljebb 50 %-a kaphato.

13. Hatarozzuk meg a,-t zart alakban!
an = 2a,_1+3"1 n>2 a; =2 (6 pont)

14. Hatéarozzuk meg a,-t zart alakban!
an=mMm—1)a,1+n*=3n+1, n>2 a; =1 (6 pont)

15. Hatéarozzuk meg a,-t zart alakban!

N R VXGRS
" o(n+4)(n+3)(n+2)

(a1 +1); n>2; a; =0 (8 pont)

16. Igazoljuk, hogy a sorozat racionalis szamokbol all.
1
an =1 (1 Y day 4+ /1 24an,1> L on>2 g =1 (10 pont)

17. Hatarozzuk meg a,-t és b,-t zart alakban!
n = 20,1+ 3b,_
¢ . ! n > 2; a; = 2; by =0 (10 pont)

bn = 3an-1 + 2bn—1

18. Igazoljuk, hogy a sorozat egész szamokbol all.

na, =202n —1)a,—1; n>2; a =2 (10 pont)

Bekiildési hatarids: 2022. aprilis 10. 23%°
Bekiildési cim: matoktport@gmail.com
Email targy: III. fordul6 megoldasai

A megoldasokat kérjiik egy (1!) levélben bekiildeni a kénnyebb feldolgozas érdekében. A
megoldasok csatolas formajaban keriiljenek a levélbe, kizarélag PDF formatumban. A
csatolt file neve ékezetek nélkiili legyen és tartalmazza a bekiildé nevét, tovabba a fordulo
sorszamat is (esetleg a feladat sorszamat, ha csak 1 feladatot tartalmaz). Szokoz helyett
a " " karakter alkalmazando! Példak csatolt file nevekre:

gipszjakab fordulo3.pdf

gipszjakab fordulo3 feladat13.pdf
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Megoldasok

A kozolt megoldasok a didkok altal adott megoldasok alapjan késziiltek. A didkok altal

irtakhoz képest végzett valtoztatasok a lényeget nem érintik, altaldban csak stilisztikai
jellegtiek.

1. feladat
Balazs Balint (2022B) megoldasa alapjan

Jeloljiik a korongokat rendre az a, b, ¢, és d bettikkel, a mezSket pedig rendre az 1, 2, 3,
4 és b szamokkal jelolve az alabbi abra szerint:

00 ©W

1 2 3 4 5

A cél, hogy a végss allasban a fehér korongok helyén feketék legyenek, a fekete korongok
helyén pedig fehérek. Ennek megfelelGen a végss allas a kovetkezsk koziil kertilhet ki:

@ 00 | OO
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
@@ 00 WO OO
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

Jeloljiink egy 1épést egy bett és egy szam kombinacidjaként — példaul: c3

— a bet megmutatja, melyik babuval lépiink (ez egyértelmi, hiszen egy c jeld korong
van csak),

— aszam pedig meghatarozza, melyik mezdre 1épiink (ez is egyértelmti, mivel pontosan
egy mez6t jeloltiink 3-mal).

A fenti 1épés tehét azt jelenti, a ¢ jeld koronggal 1épiink a 3-as szamu mezdre.

Az alabbi, a feladat feltételeinek megfelels lépéssorozatokat talaltam:
megoldas: ¢3; b4; ¢2; d3; bb; d4; a3; cl; d2; a4.
megoldés: c3; b4; c2; a3; cl; a2; d3; bd; a4; d2.
megoldas: d3; cb; b4; a2; d1; c¢3; bb; d4; c2.
megoldas: d3; ¢b; b4; d2; a3; d1; a2; ¢3; bd; d4; 3.
megoldas: d3; c¢b; d4; b3; d2; b4; a3; d1; a2; ¢3; bb; ad; c2.
6. megoldas: c3; b4; a2; cl; d3; bb; ad; d2.
Ezek mind megoldasai a feladatnak.

Uk W

Megjegyzés A feladatnak valojaban 16 megoldasa van, amit a 44. oldalon talédlhato
program mutat meg.
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2. feladat

Moricz Nadja (2023D) megoldasa alapjan

Egy lehetséges megoldas a kovetkezd, a leirds a ,Mozdony” szemszogébdl tekintve:
e Betolja ,Kocsi 2”-t az alagutba.

e Betolja (a mésik oldalon) ,Kocsi 1”-t az alagutba, rakapcsolodik ,Kocsi 27-re és az
egészet kihtzza az alagitbol, majd ratolja ket az induld iires vaganyra.

e Szétkapcsolja a kocsikat és csak a ,Kocsi 17-et kihtizza az tires vaganyrol majd betolja
az alagutba.

e Atmegy ,Kocsi 17 masik oldalara (kérbemegy) és kihtizza az eredetileg ,JKocsi 27
helyére.

e Visszamegy ,Kocsi 27-hoz és kihtizza az {ires vaganyrol majd betolja , Kocsi 1”7 eredeti
helyére és készen van.

3. feladat
Xiong Benjamin Victor (2023B) megoldasa alapjan

Legyen [\/N] = n. Ekkor
n* < N < (n+1)?

Tegyiik fel, hogy az 1-t6l N-ig felirt szamok estében mér végigmentiink az n-nél nem
nagyobb szamokon és tobbszoroseiken és kihuztuk Sket mar.

Vegyiik az elsd, ki nem huzott szamot a tabldzatban, legyen ez n + a, ahol n +a < N és
a € NT. Mivel ezt eddig nem huztuk ki, ezért nincs 2-t61 (n + a) — 1-ig osztoja, azaz ez
biztosan prim. Ugyanakkor

(n+a)?*>(n+1>*>N

tehat egyetlen tobbszorose sincs N-ig, amelyiket ne huztunk volna ki. Ezutan vegyiik a
kovetkez6 még ki nem hiizott szamot. A leirtak igazak a tobbi, megmaradt szamokra is.
Ezzel igazoltuk, hogy j6 az algoritmus.

4. feladat
Szigeti Péter (2022D) megoldasa alapjan

a) rész megoldasa

Irjuk fel a szamtani-mértani egyenlGtlenséget a pozitiv 3a,_; és szamokra
an—1
A
3an—l + A
SR U I A — V3. VA
2 Ap—1
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azaz ha n > 2, akkor

tehét az a,, sorozat (n > 2 esetén) alulrol korlatos.

1 5 N A
Ap = ~ QAn— )
4 ! Ap—1

ton = (3001 + ),
da, — 4VA = (3%_1 + anl) — 4VA,
Aan = VA) =3 (a0 — VA) + A 5:_‘1“/2,
o VA =3 (s~ VA) + A0,
Man — VA) = (an,l - \/Z) (3 = ﬂ) ,
(=) = (a1 - V) (3_“2) <% (ns—VA).

El6fordulhat, hogy
VA

Qp—1

3 — < 0.

Ebben az esetben az els§ lépés (amikor a; = 1) esetén

=t tA _WAZDVAZS g

azaz a 2. tagtol kezdve lesz csak igaz, hogy

Qp—1

Kaptuk, hogy az a, sorozat eltérése v/ A-tol egyre csokken.

A sorozat tehat alulrol korlatos, szigortian monoton csokkend, azaz létezik hatarértéke.

Legyen
lim a, = H.
n—oo
Ekkor
1 A
Ap41 = Z (3an + a_n> s
Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorlo - 17 - 2022. marcius — aprilis

Altaldnos Iskola és Gimndzium



Szoldatics Jozsef Kardos Gyula - Montégh Balazs Matematikaverseny

1 A
net (o)

W

Figyelembe véve, hogy a sorozat tagjai pozitiv szamok, kapjuk, hogy

H=+VA.

b) rész megoldasa
Az eredeti Newton algoritmus gyorsabb, mint a moédositott, mivel a Z—l—es szorzé miatt

lassabban kozeliti a sorozat v/A-t (programmal is teszteltem).

5. feladat
Csontos Andras (2022D) megoldasa alapjan

Irjuk fel a szamtani-mértani egyenldtlenséget a pozitiv % (2 darab) és —— szamokra:
an—1
ap—1 Gp—1 A
- +
3 - 2 2 a2, V4’
3 A
(p—1 + 721 ) Z 3 Zv
azaz ha n > 2, akkor
A
2a, >3- 1/ —.
=2\
3 3 A
Qp Z a R
2 V4
tehat az a, sorozat (n > 2 esetén) alulrol korlatos.
1 n A
Ap = 5 | Gn— )
2 a2
A
20, = | @p_1 + 2 )
Ap—1
3 A 3
2a, — 2V A = <an_1 + - ) — 2V/A,
an—1
A—a? VA
2 (10— VA) = (s — V) + A2V
ap—1
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$
|
N
I

NN = N

Ap—1 — m

an_1 — VA|[1=2|,
an_l—ﬁ.

S5

|
NI

2

Q

Kaptuk, hogy az a, sorozat eltérése v/A-tol egyre csokken, de az elgjele valtozik (azaz
egyszer kisebb, egyszer nagyobb).

A sorozat tehat alulrol korlatos, szigoriian monoton csokkend, azaz létezik hatarértéke.

Legyen
lim a, = H
n—oo
Ekkor
1 A
Ap+1 5 ap, + % )
1 A
H=-(H+ —
(1)
A
A
=1
H? = A,
H = VA
6. feladat
Csontos Andras (2022D) megoldasa alapjan
Legyen
Vn = aiaszas .. ar,
Vn=a;- 10"t +ay- 1052 4 a3 - 10°73 + ..+ ay,
azaz

n=(a-10"" +ay 10" + a3 - 10 + ...+ a)

Tobb tag négyzetre emelésekor minden tag négyzete és barmely két tag kétszeres szorzata
megjelenik.

n=(a- 10" +ay- 102 4 a5- 103 + .. +a)” =
=> a7 10 4 "2 a5 a;- 1077
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A négyzetre emelést elvégezve csoportositjuk a keletkezs tagokat:

n :a% 10224
+2-ay - ay - 10%73 a2 - 10244
+2-a;-a3-10"*" +2-ay-as-10%7° + a2 - 10704
+2-ay-ay- 10775 42 a5 -a4-10°70 + 2 a3 - ay - 10%77 a2 - 10784

Megfelels hatvanyokat és szorzokat kiemelve:

n =a?- 1072+
+ (2a1 - 10" + az) - ap - 1074+
+ (2a1 - 10° + 2a, - 10" + ag) - az - 10+
+ (2a1 - 10> + 2a5 - 10* + 2a5 - 10" + ay) - ay - 10%7°

~—~ o~ —~
[\
—_— — ~— ~—

Ha folytatnank a leirast, lathato, hogy mindegyik szamnak szerepel a négyzete és barmely
két szamnak szerepel a kétszeres szorzata. Innen az algoritmus leolvashato:

o Az els6 értékes jegyet megbecsiiljiik, (1) jelzésd sor, a; a jegy.

e Az eddig leirt jegyeket (helyiérték szerint a;) kétszerezziik, majd megbecsiiljiik a
kovetkezd jegyet ugy, hogy mogé irjuk és ezzel szorzunk is (2) jelzési sor, as a jegy.

e Az eddig leirt jegyeket (helyiérték szerint a; és as) kétszerezziik, majd megbecsiiljiik
a kovetkezs jegyet gy, hogy mogé irjuk és ezzel szorzunk is (3) jelzési sor, as a
Jegy.

e Az eddig leirt jegyeket (helyiérték szerint aj, as és a3) kétszerezziik, majd megbe-
csiiljitk a kovetkezd jegyet gy, hogy mogé irjuk és ezzel szorzunk is (4) jelzést sor,
ay a jegy.

Es ez igy folytathaté tovabb. A megfelel6 10 hatvanyok csak a helyiértékeket allitjak be.

Algoritmus alkalmazasa /2022 meghatéarozasara (irodalmi érték: 44,9666543118...):

2022 => 44 ,96665
422
8600
59900
598400
5884400
48844400
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7. feladat

Index léptetéses megoldas

Index 1éptetést végrehajtva:

ap =3 ap_1+2n — 3,
apt1=3-a,+2(n+1)—3=3-a,+2n—1,

majd vonjuk ki a két egyenletet egymésbol:

pi1 — Qp =3 Qp — 3+ Ap_1 + 2,

py1 =4 ap —3-ap_1 + 2.
Index 1éptetést végrehajtva ismét:

pni1 =4 ap, —3-ap_1+ 2,

Qpyo =4 apy1 —3-a, + 2.
Most ismét vonjuk ki a két egyenletet egymésbol:

an+2_an+1:4'an+1_4'an_3'an+3'a’n—1a

Opiog =9 Qpi1 — 1 Qp+3-ap_1.
A rekurzios 6sszefiiggést megoldva:
P =54+ Tr—3=0 = r=1ry=1 ry=3.
Az altalanos megoldés (figyelembe véve, hogy van két egyforma gyok):
an =K 1" "+ Kym- 1"+ K3-3"' =K, +n-Ky+ Kz - 3"
Az els6 harom tag felhasznalasaval szdmolva a konstansokat:

CL1:1:K1+K2+K3,
CL2:4:K1+2K2+3K3,
a3:15:K1+3K2—|—9K3.

Klz(), Kzz—l, K3:2,

és igy a sorozatunk altalanos alakja:

an=04+n-(-1)4+2-3"=2-3"—n.

Mboricz Abigél (2022A) megoldasa alapjan

A sorozat elemeit szamolva: ay =1; ay =4; az =15; a4 =50; a5 =157.
Az a gyani er6sodik meg, hogy mintha haromszorozodnénak az egymas uténi szamok,
ezért itt keresgélve kialakul az a sejtés, hogy

a, =3"—3"1 —n.
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Ezt igazoljuk teljes indukcioval!

I. rész
Ellenérizziik a sejtésiinket. Ez megtortént, amikor az elsé 5 tagot kiszamoltuk.

I1. rész
Tegyiik fel, hogy valamely k-ig minden értékre igaz a sejtésiink.

ap = 3F — 31— k.

III. rész
Tekintsiik végiil akkor n = k + 1-re, hogy mit kapunk:

a1 =3a, +2(k+1)—3=3(3"-3""—k)+2k+2-3 =
=3.3"-3.3"" -3k +2k—1=3""-3"—(k+1)
apsr = 3" = 3F — (K +1).

Pontosan ezt akartuk bizonyitani. Ez pedig tulajdonképpen:

a, =3"—3"1 _p=3.3"1 _3n-1l _p—9.301 _p

Pap Tamas (2024A) megoldasa alapjan

Rendezziik at egy kicsit az 6sszefiiggésiinket és vezessiink be egy 1j sorozatot:

ay = 3ap_1 + 2n — 3, /+n
ap, +n = 3a,_1 +3n — 3,
an+n=3(a,—1+n—1),
Uj sorozatot bevezetve:
b, = a, + n; by =a1+1=2,
b, =3 by_1.

Ez egy ,sima” mértani sorozat, melynek altalanos tagja:
by = 23",

és igy az eredeti a,, sorozatra:
a, =b, —n,

a,=2-3""1—n.
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8. feladat
Fehér Anna (2023B) megoldasa alapjan

Szamoljuk ki a sorozat elemeit és kozben nézziik, hogy mekkora 6t6s maradékot adnak.

n | Elem Oto6s maradék
1 |a=1 1
2 a9 = 5 0
3 |a3=14 4
4 | a4 =30 0
5 | a5 =55 0
6 | ag =91 1
7 |a; =140 |0
8 |ag=204 |4
9 |ag=285 |0
10 | a10=385 |0

Nyilvanvalo, hogy ismétlédnek a maradékok.

Az ismétlgdés hossza 5, és ezek kozott 3 darab 0-s maradék van. 20 ilyen 6t0s csaport
van, tehat Osszesen
20-3 =060

ottel oszthato szam van.

Gao Adam (2023A) megoldasa alapjan

Végezziink teleszkopikus Osszeadast:

2
ap = Qp—1 + N7,
2
U1 = Q2 + (n —1)7,

Ap—9 = Qp_3 + (TL - 2)27

2
CZ3:CZ2+3,

2
a2:a1+2,

ap=1=1%
Adjuk Gssze a sorokat:

12n+1
an=12+22+...+n2:n(n+ )6(n+ )

n(n+1)(2n+1)
6

Mivel n; n 4+ 1 és 2n + 1 relativ primek, ezért ezek egyik oszthatoé 5-tel, amennyiben a,,
ozsthato 5H-tel.

Ez kiilon-kiilon 20 alkalommal fordul els (1 < n < 100), tehat dsszesen 3-20 = 60 esetben
lesz a,, oszthato 5-tel.

osztési maradékaval.

Igy a, osztasi maradéka megegyezik
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Szigeti Péter (2022D) megoldasa alapjan

Egy egyszert programmal elGéllitotta a szamokat és megszamolta az 5-tel oszthato sza-
mokat, végeredményiil 60-at kapott.

A tablazatban szerepel n; a, és az 5-tel vald osztasi maradék. Amennyiben ez 0, azt a
legjobb oldali oszlopban szamoljuk.

n a, | Mar. | Db n a, | Mar. | Db n a, | Mar. | Db
1 1 1 34 | 13685 0 20 67 | 102510 0 |40
2 5 0 1 35 | 14910 0 21 68 | 107134 | 4
3 14| 4 36 | 16206 1 69 | 111895 0 |41
4 30 0 2 37 | 17575 0 22 70 | 116795 0 |42
5 55 0 3 38 | 19019 4 71 | 121836 1
6 91 1 39 | 20540 0 23 72 | 127020 0 |43
7 140 0 4 40 | 22140 0 24 73 | 132349 4
8 204 | 4 41 | 23821 1 74 | 137825 0 |44
9 285 0 5 42 | 25585 0 25 75 | 143450 0 |45
10 385 0 6 43 | 27434 | 4 76 | 149226 1
11 506 1 44 | 29370 0 26 77 | 155155 0 |46
12 650 0 7 45 | 31395 0 27 78 | 161239 4
13 819 | 4 46 | 33511 1 79 | 167480 0 |47
14 | 1015 0 8 47 | 35720 0 28 80 | 173880 0 |48
15| 1240 0 9 48 | 38024 | 4 81 | 180441 1
16 | 1496 1 49 | 40425 0 29 82 | 187165 0 |49
17| 1785 0 10 50 | 42925 0 30 83 | 194054 | 4
18| 2109 | 4 51 | 45526 1 84 | 201110 0 50
19 | 2470 0 11 52 | 48230 0 31 85 | 208335 0 51
20 | 2870 0 12 53 | 51039 4 86 | 215731 1
21 | 3311 1 54 | 53955 0 32 87 | 223300 0 52
22 | 3795 0 13 55 | 56980 0 33 88 | 231044 | 4
23 | 4324 | 4 56 | 60116 1 89 | 238965 0 53
24 | 4900 0 14 57 | 63365 0 34 90 | 247065 0 54
25 | 5525 0 15 58 | 66729 4 91 | 255346 1
26 | 6201 1 59 | 70210 0 35 92 | 263810 0 55
27 | 6930 0 16 60 | 73810 0 36 93 | 272459 4
28 | 7714 | 4 61 | 77531 1 94 | 281295 0 56
29 | 8555 0 17 62 | 81375 0 37 95 | 290320 0 57
30 | 9455 0 18 63 | 85344 | 4 96 | 299536 1
31 | 10416 1 64 | 89440 0 38 97 | 308945 0 58
32 | 11440 0 19 65 | 93665 0 39 98 | 318549 4
3312529 | 4 66 | 98021 1 99 | 328350 0 59
100 | 338350 0 60
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9. feladat
Balazs Balint (2022B) megoldasa alapjan
Alakitsuk at a sorozat képzési szabalyat!
an = 3a,_1 + 2n* — 6n + 3, /—I—n2

an +n% = 3a,_1 + 3n® — 6n + 3,

an +1° =3[ap1 + (n—1)%].
Vezessiink be 1j sorozatot

by = an + n?: by =a;+1*=2.

Ekkor a képzési szabaly
bn = anfl

alakot vesz fel, ami egy ,sima” mértani sorozat, melynek az altalanos tagja
b, =2-3""1.

Innen az eredeti sorozat:
ap =b, —n?>=2-3""1—n?

a, =2-3"1 —n?

10. feladat
Fehér Anna (2023B) megoldasa alapjan
Rendezziik egy kicsit a képzési szabalyt

na, = (2n —2) ap—1 — (n — 2) a,_o,

na, =2n—1)a,_1 — (n—2) a,_s.
Vezessiink be 1j sorozatot:

b, = nay; bp=1-a1 =5; by =2 a9 =8.
Ekkor a képzési szabaly
b =2b,_ 1 — by
alakot vesz fel. A rekurzios Osszefiiggést megoldva
r2—2r+1=0 = ri=ry = 1.
Igy a sorozat &ltaldnos alakja (figyelembe véve, hogy két egyforma gydk van):
by =K, - 1" '+ Ky -n-1"'=K, + Ky-n.

Az els6 két elem felhasznalasaval szamolva a konstansokat:

b= =K+ K
! L+ A = k1:2, K2:3,
b2:8:K1+2K27

b, = 3n + 2 = na,,
_ 3n+2 2

—3+=.
n n

Qn
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Vegyiik észre megoldas

11 7 17
A sorozat elemeit szamolva: ay =5; ay =4; a3 =—; ay 25; as =—.

Itt feltiinhet, hogy a 3. tag nevezsje 3, az 5. tag nevezGje 5. Ekkor irjunk minden kiszamolt
tagot a sorszamnak megfelel§ nevezére:

- T § S S v
a1_17a2_27a3_3aa’4_47a5_57
Itt mar latszik a ,szépség”, hogy a szamlalok ekkor harmasaval nének. Sejtés:
3n+ 2 2
an = =3+ —.
n n

Ezt igazoljuk teljes indukcioval!

I. rész
Ellenérizziik az elsére a sejtésiinket. Ez megtortént, amikor az elsé 5 tagot kiszamoltuk.

II. rész
Tegyiik fel, hogy valamely k-ig minden értékre igaz a sejtésiink.
3k +2
ajy = .
’ k
I11. rész
Nézziik most mar n = k + 1-re, hogy mit kapunk:
3k +2 3(k—1)+2

(k + 1)6Lk+1 = Qkak — (k — 1)0%,1 =2k -

—(k-1) - 22" =

E—1
=203k +2)—Bk—1)=6k+4—-3k+1=3k+5=3(k+1) +2
3(k+1)+2
=(k+1) - ————.
A
3(k+1)+2
k1 = ——F 7 1 -

E+1

Es ezt akartuk bizonyitani.

11. feladat
Csontos Andras (2022D) megoldasa alapjan

Nézziik a sorozat n. elemét. Becsiiljiik meg feliilrél:
Un=Cp1— 0> =0p 1 (1 —=ap 1) <ap1-(1—0)=a,;.
Masik oldalrél becsiilve:
Up =0y 1 — a2 | =a,1-(1 —a,1)>0.
Kaptuk, hogy a sorozat szigortian monoton csékkend

ay > as >as > ...,

Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorlo - 26 — 2022. marcius — aprilis
Altaldnos Iskola és Gimndzium



Szoldatics Jozsef Kardos Gyula - Montégh Balazs Matematikaverseny

és mindig pozitiv, azaz
0<a, <1.

Inditsunk a sorozatra egy teleszkdpikus Osszeget:
Ap = Ap—1 — Qpy_1,
Ap—1 = Ap—2 — Ay _o,

ap—2 = Ap-3 — @

SNHSOSN

-3

2
as ZQQ—GQ,

s = A1 — CL%.
A sorokat Osszeadva és mind a két oldalon el6forduld tagokat kivonva kapjuk:
an = ay — (a} + a3+ ... +ap ).

Kicsit rendezve:
2 2 2
ayt+as+...+a, ;= a3 — Gy,
2 2 2 1
aitay+...+a, ;=a1 —a, <a <L

Es ezt akartuk bizonyitani.

12. feladat
Xiong Benjamin Victor (2023B) megoldasa alapjan
A ¢ ol it szamol 1 1 1 1 1
r mei molva: a; ==; ay ==; a3 ==; a4y =—; a5 =—
sorozat elemeit szdmolva: a1 =23 az =33 a3 =¢; G =g a5 =7~

Felttinik, hogy minden kiszamolt esetben a szamlalo 1. Ez adja az otletet, vezessiink be
1j sorozatot:

1
n= —"} by =2; by = 3.
a b, 1 2
A sorozat képzési szabalya igy:
1 1
l _ bnfl bn72 _ 1
bn 3 1 —9 1 3bn—1 - an—Q’
bnf2 bnfl

A rekurzids osszefliggést megoldva:
P —3r+2=0 = r=11r,=2,
by =Ky - 1"+ K- 271
Az els6 két elem felhasznéalasaval szamolva a konstansokat:

bh=2=K, + K
! A k=1 Ky=1,
62:3:K1+2K2
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és igy a b,, sorozat

by =2"""+1.
Az eredeti sorozat pedig:
1 1
S T
Vegyiik észre megoldas
o 1 1 1 1 1
A sorozat elemeit szamolva: a; =35 02 =3 03 =¢3 04 =5 G5 =]

A nevezében szerepld szamok mindig egy kettd hatvanynél eggyel nagyobb szamok, azaz
az a sejtés alakul ki, hogy a sorozatra:

1
P

Qn

Ezt igazoljuk teljes indukcioval!

I. rész
Ellenérizziik az elsére a sejtésiinket. Ez megtortént, amikor az elsé 5 tagot kiszamoltuk.

II. rész
Tegyiik fel, hogy valamely k-ig minden értékre igaz a sejtésiink.

1

T ok

III. rész
Nézziik most meg n = k + 1-re, hogy mit kapunk:

1 1
L 26141 96241 _ 1 _
M Bt — 2ax 3.2 3(2-14+1) —2(2k2+1)
26241 2k 141
B 1 B 1 B 1 B
S 3.2k 143 -2.2k2_2 3.2k 12kl 2.2k14]
1
PR
1
(i1 = .
k+1 2k2 + 1
Ezt akartuk bizonyitani!
Vegyiik észre megoldas 2.
A sorozat tagjait szamolva kapjuk
1 1 1 1 1
= —=; Qg ==; A3 = —; Gy = —; A5 = —.
1 2) 2 3) 3 5) 4 9, 5 17
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Azt vessziik észre, hogy a nevezGben szereplsé szamokra az el6z6 nevezd kétszeresébol
kivonva az aktualis nevez6t mindig 1-et kapunk:

2.2-3=1;, 2:-3-5=1; 2.-5—-9=1,

azaz ] ]
2- ——=1; n>2,
Ap—1 ap,
20, — Qp_1 = Ap_1 * Gy n > 2.

Ezt fogjuk igazolni teljes indukcioval!

I. rész
Ellenérizziik az elsére a sejtésiinket. Ez megtortént, amikor az elsé 3 tagot kiszamoltuk.

I1. rész
Tegyiik fel, hogy valamely k-ig minden értékre igaz a sejtésiink.

2ap, — Qg1 = Ap_1 - Q.

I1I. rész
Nézziik ezutan n = k + l-re, hogy mit kapunk. Atalakitjuk az eredeti rekurziés szabalyt

és alkalmazzuk a feltevéstinket:

Gpp1 = e
3ak_1 - 2ak
a1 (3ag—1 — 2ax) = apag_1,

Qg1 (2081 + ax—1 — 2a;) = apag_1,
———

—ag_1-ak
ap1(20k—1 — ap—1 - a) = apag_1,
A1 - Ap—1(2 — a) = apag— Jar—1 # 0,

ak+1(2 — CLk) = ag,
20541 — Q41 = A,

2041 — A = QrApyr,

és ezt akartuk bizonyitani.

Visszatérve az igazolt
1 1
2- ——=1; n>2,
Ap—1 Qn

atalakitott sorozatra vezessiink be 1j sorozatot:
1
by = — by = 2,

2b,_1 — b, = 1; n > 2,
bn = 2bn,1 - 1, n 2 2.

Ezen sorozat zart alakjat kicsi rendezés utan majd index léptetéssel kapjuk:

bn = 2bn—1 - 17
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bn - 1 = 2bn—1 - 2,
by —1=2(bp_q —1).

Index 1éptetést végrehajtva:

bn - 1 = Q(bn,1 - 1),
bn—l —1= Q(bn—Q - ]-)7
bn72 —1= 2(bn73 - 1)7

by —1=2(by — 1),
Egyik sor sem nulla, 6sszeszorozva és rendezve:

by —1=2""Ya; — 1),
b, —1=2""1.1,

b, =2""+1,
1
- 2n—1 4 17
Qn,
1
Uy = ———.
2n-1 41
Vegyiik észre megoldas 3.
A sorozat tagjait szamolva kapjuk:
1 1 1 1 1
Gy = =; Gy = —; A3 = —; Qg = —; A5 = —.
1 27 2 37 3 57 4 97 5 17

Azt vessziik észre, hogy a nevezGben szereplé szamokra az el6z6 nevezd kétszeresébol
kivonva az aktualis nevez6t mindig 1-et kapunk:

2.2-3=1, 2:-3-5=1, 2:-5—-9=1,

azZaZ 1 1
2 ——=1; n>2,
Ap—1 Qn
20 — Apo1 = Qp_1 - Ay n =2

Ezt igazoljuk teljes indukcioval!

I. rész
Ellenérizziik az elsére a sejtésiinket. Ez megtortént, amikor az elsé 3 tagot kiszamoltuk.

II. rész
Tegyiik fel, hogy valamely k-ig minden értékre igaz a sejtésiink.

2ap, — Qg1 = ag_1 * Q.
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I11. rész

Nézziik, hogy mit kapunk akkor n = k + l-re. Atalakitjuk az eredeti rekurzios szabélyt

és alkalmazzuk a feltevésiinket:

a _ apGp—1
kil = g
3ak_1-—-2ak’
a1 (3ag—1 — 2ax) = apag_1,

Apt1 (2081 + ax—1 — 2a;) = apag_1,
———

—ag_1-ag
Ap1(208—1 — a1 - a) = apag_1,
A1 - Ap—1(2 — a) = apag—1 Jax—1 # 0,

ap41(2 — ax) = ay,
2041 — Qpag41 = A,

2041 — A = QpQp41,

és ezt akartuk bizonyitani.

Visszatérve az igazolt

1 1
—— =1 n>2
an—1 Qp,

2.

Osszefiiggésre, melyet ismét atalakitunk:

1 1
Ap—1 ap
1 1
2. — 1=,
Qp—1 Qp,
2— Ap—1 1
Ap—1 Qp,
Ap—1

2— QAp—1

Index 1éptetést végrehajtva:

ap = ot )
2'_'an71

o Ap—2

B 2‘_'an72’

o Up—3

B 2‘_'an—3,

Qp—1

Qp—2

az

as —
2 _’GQ’
ai

a9 = .
2 —

Egyik sor sem nulla, 6sszeszorozva és rendezve:

ai

Ay =

(2 —-an_l)-(2 —'an_2>' e '(2'— ag)'(2 —»al)'

(2)
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Térjiink vissza (1)-hez és kicsit méasképpen alakitsunk rajta:

P An—1
= —
2_an—17
An—1
ap — 1= ————1
92 )
— Qn—1
2Gn71—2
2_an71 ’

Ap—1 — 1

a, — 1=

a, —1=2- .
2_an—1

Index 1éptetést végrehajtva:

an_1:2.an;—17
2_an—1

o —1
an_1—1:2-a2—,
2_an—2

CLn_g—]_
Uy, 9g—1=2. 13"~
? 2_an—3

-1
a3—1:2-a2

2-&27

1
a—1=2. 2

2-&1‘

Egyik sor sem nulla, 6sszeszorozva és rendezve:

a, —1 =21 a1
" (2—a,)2—an1)2—az): ... - (2—az) - (2—ay)
. , 1
Figyelembe véve (2)-t és azt, hogy a; = 3
an 1
a; (2—a,)(2—an_1)(2—as) (2—az)- (2—a1)’
a
p—1l=2""1. —1),
a a (a1 )
an —1=2""1(-a,),
an, +2" 1 q, =1,
an(1+2" 1 =1,
1
an = )
14201
és ezt akartuk bizonyitani.
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13. feladat

Uj sorozat bevezetése megoldas

an = 2a,_1 + 3",
an — 3" = 2a,_1 + 3" — 3",
an — 3" =2a,_1 +3" 1 =3.3"71
an — 3" =2a,_1 —2-3"7,

an — 3" =2 (a1 —3"").

Uj sorozatot bevezetve:

b, = a, — 3",
b = —1,
bn - anfl.

Ez egy ,sima” mértani sorozat, melynek altalanos tagja:
by = (—1)-2"1 = 2771
Ekkor
ap = bn + 3n7
és igy
a, = 3" — 2" ne(N)*.

Index léptetés megoldas

ap = 20,1 + 3n_17

3a, = 6a,_1 + 3", (1)
indexet léptetve
A1 = 2a, + 3". (2)

Most (2)-bél kivonva (1)-et:
Qpt1 — 3y = 2a, — 6a,_1,
Qpi1 = 00y — 6a,_1.
A rekurzids Osszefliggést megoldva:
2 —5r4+6=0 = 1 =2;7r,=3,
an, =K - 2"+ K, - 3"
Az els6 két elem felhasznéalasaval szamolva a konstansokat:

{a1=2=K1+K2

= ki = —1,; Ky =3,
a :7:2K1+3K2
és igy az a,, sorozat:

a, = 3" — 21,
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14. feladat
Uj sorozat bevezetése megoldas

Rendezve a képzési szabalyt:

an=Mm—1)a, 1 +n*>—3n+1,
an+n:(n—1)an_1—l—(n—1)2,
an+n=m-1)(a,_1+(n—-1)).

Uj sorozatot bevezetve:

b, = a, + n,
b1 = 2,
bn = (TL — ].) bn—l-

Index 1éptetést végrehajtva:

bn = (n — 1) bn—l,
bnfl = (n - 2) bn727

by =2 by,
bgzl'bl.

Egyik sor sem nulla, 6sszeszorozva és rendezve:

b, = by - n!,
b, =2-nl
Qp = bn - n,
a, =2-n!—mn; n € NT.
15. feladat
Vegyiik észre megoldas
A sorozat elemeit szamolva:
1 3 1 2 3 7
a; = 0; azzﬁ; azz%; a4:g; as = =} a6:§§ G7IE~
A nevezdket figyelve és ,,jol” bévitve:
0 2 6 12 20 30 42
1= —; Qg = —; A3 = —; Q4 = —; A5 = —; Ug = —; A7 = —.
P30T T 40077 507 T 600 T 700 0T 80 T 90
Adodik a sejtés, hogy
(n—1)n
ap = ———.
10(n +2)
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Ezt igazoljuk teljes indukcioval!

I. rész
Ellenérizziik az elsére a sejtésiinket. Ez megtortént, amikor az elsé 7 tagot kiszamoltuk.

I1. rész
Tegyiik fel, hogy valamely k-ig minden értékre igaz a sejtésiink.

(k—1)k

“ Tk +2)

III. rész
Nézziik akkor n = k + l-re, hogy mit kapunk. Atalakitjuk az eredeti rekurziés szabélyt
és alkalmazzuk a feltevésiinket:

(k+2) (k+ 1)k
W = sy k) ke gy T U7
(k+2) (k+ 1)k (k—1)k
x5 (k4 D) (k+3) (10(/<:+2) “)7
(k+2)(kE+ 1k (k—1)k+10(k+2)
(k+5)(k+4) (k+3) 10 (k + 2) B
(k+2)(k+ 1)k k2 +9k+20
(k+5)(k+4) (k+3) 10(k+2)
(k+2)(k+ 1)k (k+4)(k+5)

(k+5)(k+4)(k+3) 10(k+2)
 (k+ Dk
10 (k+3)’

L (k4 Dk
T0 (k + 3)

és ezt akartuk bizonyitani.

Teleszkopikus szorzat

Rendezve a sorozat képzési szabalyat:
i (n+1)n(n-—1)
" n+4)(n+3)(n+2)
n+4)(n+3)(n+2)a,=Mn+1)n(n—1)ap1+(n+1)n(n—1)
n+4)(n+3°n+2°m+1)’na,=n+3)(n+2°n+1>n2(n—1)a,_1+
+(n+3)(n+2>Mm+1)Pn2(n-1).

(Cln_l + 1)

A jobb attekinthetGség kedvéért bevezetiink egy

p(n) =(n—=1)-n-(n+1)
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fliggvényt. Ezt felhasznalva az el6zGekben leirtak:

_ pn) "
n = p(n+3) (1 +1),
p(n+3) - ay, =p(n) - an—1 +p(n),

p(n+3)-pn+2) -pn+1)-an=pn+2)-pn+1)-pn): a1 +pn+2)-pn+1)- pn).
A jobb oldal masodik tagjat kifejtve:

p(n+2)-p(n+1)-pn) =n’+9n®+ 300" + 42n° + 9n® — 39n* — 40n* — 12n>
Index 1éptetést végrehajtva:

p(n+3)-pn+2) -pn+1)-a,=p( )-p(n+1)-p(n)- a1 +pn+2) pn+1)-pn),
: n+1)-p(n)-p(n—1),

p(n+2)-p(n+1)-p(n) - a1 =pn+1)-pn) pn—1)- a2+ p(
p(n+1)-pn)-pn—1)-apo=pn)-pn—1)-p(n—2)- a3+ pn)-pn—1) p(n—2),

+
_|_

[ \]

S 3

p(6) - p(5) - p(4) - az = p(5) - p(4) - p(3) - az + p(5) - p(4) - p(3),
p(5) - p(4) - p(3) - az = p(4) - p(3) - p(2) - a1 + p(4) - p(3) - p(2).

Ugyanezt leirva p(n) nélkiil:

(n+4) (n+3)°(n+2)"n+1)*na, =
=n+3)(n+2°n+1)°n*(n—1)an_1+
+n? +9n® 4+ 300" 4 42n5 4+ 9n° — 390t — 40n® — 12n?,
n+3)(n+2°m+1%%(n—1)a,_, =
=(n+2)(n+1)°n°(n—1)"(n—2) ap_o+
+(n=1)°+9(n—1°*+30(n—1)"+42(n—1)°+
+9(n—-1°=-39(n—-1)"—40(n—1)> —12(n — 1)?,

7-6%-5%-4%.3a3 =6-5%-4%-3%-2a, +3°+9-3%5+30-3"+42 .35+
+9-3°-39-3"—40-3*—-12-3?

6-52-4%.3%. 20y =5-42-3%-2% . 1a; +2°4+9-28 +30- 2" + 42254
+9.2°-39.24—40.2% —12.2%

Osszeadva és rendezve:

(n+4) (n+3)*(n+2)° (n +1)* na, = 8640a,+
+Y P H9) i 430) T4 42) 049 =39 it —40) F—12)
=2 =2 =2 =2 =2 =2 =2 =2
(n+4) (n+3)*(n+2)° (n + 1)* na, = 8640a,+
(n=1n*(n+1)"(n+2)* (n+3)" (n+4)

+ 10 '
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a; =0,
(n+4)(n+3)>(n+2)° (n+ 1) na, = <”—1>n2<”+1>2<nm+2>2<n+3>2<n+4>7
(n—i—2)an:W7
_(n=1n N
an—m, neNT.

16. feladat
,JEszrevétlen” megoldas
Rendezve a sorozat képzési szabalyat:

1

a, = T <1+4an_1+\/m>,
16a, =1+ 4a,_1 + \/m,
96a, = 6 + 24a,_1 + 6+/1 + 24a,_1,
44 96a, = 1+ 24a,-1 + 61/1 + 24a,_; +9,
4(1+ 24a,) = (\/erB)Q,
2v/1+ 24a, = /1 + 24a, 1 + 3,

3 1
\/1+24an: §+§ 1+24an_1.

Az utols6 sor pedig az allitdst bizonyitja, hiszen ha a,_; és /1 + 24a,,_; is racionalis,
akkor

1
- a, = T (1 +4a,_1 + /T+ 24a,_4) is racionalis, hiszen raciondlis kifejezéseket al-

kalmaztunk racionalis szémokra.
3 1
- V14 24a, = 3 + 5\/1 + 24a,_4 is racionalis, hiszen racionalis kifejezéseket alkal-
maztunk racionalis szamokra.

Ekkor a 1
i1 = 75 (1+4a, + 1+ 24a,)

kifejezés is racionélis.

,Eszrevétlen” megoldas, zart alak megadasa
Rendezve a sorozat képzési szabalyat:

1

i =1 (1 Fdan o+ /11 24%_1) ,
16a, =1+ 4a,_1 + /1 + 24a,_1,
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96a, = 6 + 24a, 1 + 64/1 + 24a, 4,
4+ 96a, = 1+ 24a, | +6+/1 + 24a, | +9,
4(1+ 24a,) = <m+3)2,
2v/1+ 24a, = /1 + 24a, 1 + 3.

A sorozatot alakitjuk:

2v/1+ 24a, = /1 + 24a,_1 + 3,
2v/1+ 24a, — 6 = /1 + 24a,_, — 3,
2 (V1+24a, —3) = \/1+ 24a,1 — 3.

Index 1éptetést végrehajtva:

2 (V1+24a, —3) = \/1+ 24a,-1 — 3,
2 (\/1 2da, - 3) — /T+24a, -3,
2 (V1 +24a3 — 3) = V1 + 24ay — 3,
2 (V1+24ay — 3) = 1+ 24a;, — 3.
Egyik sor sem nulla, 6sszeszorozva és rendezve:
2" (V1+24a, —3) = V1+ 24a; — 3,
2" (V1 +24a, — 3) =2,
1 n—2
V1 +24a, —3 = (§> :
1 n—2
\/1+24an—3+(§> s
r 2
1 n—2
C 2
1 n—2
34 (= —1
()]
a, = = n € NT.

24

Ezzel lathato, hogy a sorozat minden tagja racionalis, hiszen végig racionalis szamokat
eredményezd kifejezéseket hasznaltunk.

17. feladat

,JEszrevétlen” megoldas

a; = 2; as = 4; as = 206; ay = 124,
bl = O; bg = 6; b3 = 247 b4 = 126.

Az els6 egyenletbdl:

ap = 2an—1 + 3bn—17
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an—l = Qp — 20p1,

3b, = ap+1 — 2ay,.
Ezt felhasznalva a mésodik egyenletnél:

b, = 3a,_1 + 2b,_1,
3, = 9a,_1 + 6by_1,
Upy1 — 20, = 9a,_1 + 2 (an, — 2a,_1),
apy1 = 4a, +5a,_1,

Gp = 40p_1 + Op_o.
Ugyanezt kapnank a b, sorozatra is, azaz
b, = 4b,_1 + 5b,_o.
A rekurzios 6sszefiiggést megoldva:
r?—4r—-5=0 = r =-1;7r,=5,
an=Ki 5"+ Ky - (—1)"
Az els6 két elem felhasznéalasaval szamolva a konstansokat:

{a1=2=K1+K2

= ki =1; Ky =1,
a2:4:5K1—K2

és igy az a,, sorozat:

a, = 5"+ (=1)""1.

A b, sorozatot hasonl6 médon szamolva (vagy a,, sorozatbol):

bn — 5n—1 . (_1)71—1.

,JEszrevétlen” megoldas 2.

Adjuk Ossze az egyenleteket:

ap = 201 + an,1
bn - 3an71 + anflu

ap + by = dap_1 + 5bn717
a, + bn =95 (an_l + bn—l) .

Index léptetést végrehajtva:

an + bn =5 (anfl + bnfl) )
an—1 4 bp—1 =5 (an—2 + by_2),
ap—2 + bn—2 =95 (an—S + bn—3) )

ag + bz =5 (az + by),
a2+b2:5(a1+b1).
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Osszeszorozva az egyenleteket (egyik sem lehet nulla) és egybdl egyszertisitve:
an + bn = 5n71 (Cll —+ bl) =2- 5n71'
Ismét kezdjiik az eredeti egyenletekkel, de vonjuk ki most Gket:

ap = 20,1 + anfl
bn = 3an—1 + 2bn—1>

ap — bn = —Qp_1+ bn—ly
ap — by = — (an—l - bn—l) .
Index 1éptetést végrehajtva:
an — by = — (ap_1 — by_1),
Ap—1 — bnfl = - (an72 - bn72) )
Up—g — bpo = — (%—3 - bn—3) )

613—53:—(&2—52),

ag—bgz—(al—bl).
Osszeszorozva az egyenleteket (egyik sem lehet nulla) és egybdl egyszertisitve:
an — by = (—=1)"" (a1 — b)) =2 (—1)"1.

Eddig kaptuk:
an + b, =2-5""1
Ay — by =2 (1)1,

Osszeadva az egyenleteket:

2a, =2-5"" 142 (=1)"H
a, = 5n71 4 (_1)1171.

Kivonva az egyenleteket:

2b, = 25"t — 2. (=1)" 1
bn — 5n71 - (_1)1171.

18. feladat
Index léptetés megoldas

Index 1éptetést végrehajtva:

na, = 2(2n — 1a,_1,
(n—1)ay—1 =2(2n — 3)an_a,

3&3:2'5'&2,

2@2 =2-3- aq.
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Egyik sor sem nulla, 6sszeszorozva és rendezve:

nla, =2""1-3.-5-...-(2n — 1)ay,
1.3.5.. . . _
o —on 3-5 (2n 1)’
n!
an:2n'n!-1-3-5-...-(2n—1)’
n!-nl
an:2n'1-1-3-2-5-3-...-(2n—1)-n,
n!-n!
1-(1-2)-3-(2-2)-5-(3-2)-...-(2n—1) - (2n)
an = )

n! - nl

_1:2:3.4:5.6-...-(2n—1)-(2n)

Qn

2n)!
an:( )7
n!-n!

Ez pedig egész.

Y

n!-nl

2
an:(n); n € NT.
n

Vegyiik észre megoldas

A sorozat tagjait kiszamolva:

a = 2; as = 6; as = 20; as = 70; as = 252,

azt vessziik észre, hogy ezek a
indukcioval bizonyitjuk!

I. rész

2
szamok a ( "

) alaktiak (n € NT). Ezt a sejtést teljes
n

Ellenérizziik az els6 par tagra a sejtésiinket. Ez megtortént, amikor az elsé 5 tagot

kiszémoltuk.

II. rész

Tegyiik fel, hogy valamely k-ig minden értékre igaz a sejtésiink.

I11. rész

e ().

Nézziik akkor n = k + 1-re, hogy mit kapunk.

C22k+1)  2(2k+1) (2k\  2(2k+1) (2k)!
S A T A <k>_ k+1 kK
22k +1)-(2k)! 20k +1)-(2k+1)-(2k)!
k+1) kR (B R (BH1) K
(2B +2)-(2E+1)-(2R) (2k +2)! _ (2k+2
kD RED (BB (k+1>'
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2% + 2 2k + 1)
A1 = = :
T\ k1 k+1

Kombinatorikus megkozelitéses megoldas

Tekintsiik a kovetkezs feladatot:
Vélasszunk ki 2n diakbol n didkot. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg?

Jeldlje d,, ezt a szamot, ami nyilvanvaléan egész szam. Az els§ érték: d; = 2.

Fogjuk meg rekurziv moédon a feladatot: induljunk ki d,_;-bdl, ami azt a szamot jeldli,
hogy 2(n — 1) didkbol kivalasztunk n — 1 didkot.

Nézziik d,, értékét, azaz 2n diakbol kivalasztunk n didkot.
Végezziik el ezt a kivalasztast ugy, hogy a 2n didkot két csoportba osztjuk. Az egyik
2(n — 1) a masik 2 didkot tartalmaz. A kivalasztas 3 eset felhasznélasaval lehetséges:

I. eset: A 2(n — 1) csoportbdl n-et valasztunk, a 2-es csoportbdl egyet sem.

Ezt tegyiik gy, hogy 2(n — 1)-bdl els6 menetben kivalasztunk n — 1 didkot (ezt meg
tudjuk tenni d,,_; féleképpen), majd a visszamaradt 2(n — 1) — (n — 1) = n — 1 didkbol
még valasztunk 1 didkot (amit meg tudunk tenni n — 1 féle képpen). Minden kivalasztés
tobbszor eléfordul, mégpedig n-szer. Azaz ebben az esetben

n—1

' dn—l
n

modon tudunk kivalasztani.

IT. eset: A 2(n — 1) csoportbdl n — 1-et véalasztunk, a 2-es csoportbol egyet.

Ezt tegytk ugy, hogy 2(n - 1)-bdl kivalasztunk n - 1 didkot (ezt meg tudjuk tenni d,_;
féleképpen), majd a a 2-es csoportbol 1 didkot, ezt megtehetjiik 2 féle képpen. Osszesen
tehat 2 - d,,_; féle képpen tudunk most valasztani.

III. eset: A 2(n —1) csoportbdl n — 2-et valasztunk, a 2-es csoportbol kettét. Ez az eset
ugyanaz, mint az I. eset, hiszen ha 2(n — 1) csoportbol n — 2 didkot kivalasztunk, akkor
marad 2(n — 1) — (n — 2) = n {6 vissza, ami lényegileg azt jelenti, hogy kivalasztottuk az
n f6t, aki kimarad. A masik csoport esetében 2-bdél nem vélasztunk ki egyet sem, az a
maradék 2 didk kivalasztasat is jelenti.

Tehat d,, kiszamitasara kapjuk, hogy

-1 —1
dn:n 'dn—1+2'dn—1+n—'dn—1:
n n

Ez a rekurziés formula.

Ez pontosan az, mint a feladatban szerepld Gsszefliggés,
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e Megegyeznek az elsé tagok: a; =2 =d;
e Megegyeznek a rekurzios szabalyok:

2n —1
ap =2 - n

*Qp—1,

2n—1

dn =2 . dnfl,
tehat a két sorozatnak ugyanazok a tagjai.

Ugyanakkor a d,, sorozat egész szamokbol all (a kivalasztast csak egész darabszamszor
lehet elvégezni), tehat akkor a feladatbeli a,, sorozat elemei is egészek.
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Feladatokat megold6 programok

1. feladat szamitégéppel torténé megoldasa
To6th Ambrus (2022D) JavaScript megoldasa

Bar Toth Ambrus nem nevezett a versenyre, de a feladat megtetszett neki. A megoldés
JavaScript nyelven frodott.

index.html

<!DOCTYPE html><html lang="en"><head>
<link rel="preconnect" href="https://fonts.googleapis.com">
<link rel="preconnect" href="https://fonts.gstatic.com" crossorigin="">
<link href="https://fonts.googleapis.com/css27family=Roboto" rel="stylesheet">
<script src="pb.js"></script>
<script src="pb.sound.min.js"></script>
<link rel="stylesheet" type="text/css" href="style.css">
<meta charset="utf-8">
</head>
<body>
<script src="sketch.js"></script>
</body></html>

style.css

html, body {
margin: O;
padding: O;

¥

canvas {
display: block;

X

sketch.js

class Piece {
// fekete karika = 0, 1
// koézépen iires -
// fehér karika = 3, 4
constructor(id, visitedPositions=null) {
this.id = id;
this.color = id >= 2; // 0,1 fekete; 3,4 fehér
this.visitedPositions = Array(5);

if (visitedPositions) { // copy prev
for (let i = 0; i < 5; i++) {
this.visitedPositions[i] = visitedPositions[i];
}
} else {
this.visitedPositions.fill(false);
this.visitedPositions[id] = true;
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}
}
copy () {

return new Piece(this.id, this.visitedPositions);
}

let slots = [
new Piece(0),
new Piece(1),
undefined,
new Piece(3),
new Piece(4)

// Ez a fliggvény rekurzivan meghivja sajat magadt az Osszes lehetséges lépésre egészen
// addig, amig egy lépésiink se lehet, vagy a jelenlegi allas egy nyerd allas.

let roundCount = 1;
function move(slots, emptyPlace, trace, isFirst=false) {
let traceClone = [...tracel; // tomb klénozédsa, hogy levalaszthassuk tobb szalra
traceClone.push(slots);
// lires a kozépsd slot, és a tobbinek stimmel a szine
if('slots[2] && slots[0].color && slots[1].color && !'slots[3].color && 'slots[4].color){
// Nyertiink, kijelezziikk a menetet.
drawRoundStart (roundCount++) ;
traceClone.forEach((s, index) => {
drawState(s, index);
b
}

// Lehetséges lépések kiprdbalasa:
// Az iires pozicidét eltolhatjuk d-vel, ahol d eleme {-2, -1, 1, 2}
[-2, -1, 1, 2].forEach(d => {
let oldPos = emptyPlace + d;
// Vigyazni kell, nehogy illegalis helyre toljuk el
if (oldPos < O || oldPos > 4 || slots[oldPos].visitedPositions[emptyPlace]) return;
if (isFirst && !'slots[oldPos].color) return; // csak fehérrel kezdhetiink
// a jelenlegi &llapot lemasolasa
let clone = slots.map(piece => piece 7 piece.copy() : undefined);
clone[emptyPlace] = clonel[oldPos];
clone[emptyPlace] .visitedPositions [emptyPlace] = true;
console.log(clone);
clone[oldPos] = undefined; // atrakjuk ide az iires helyet
move (clone, oldPos, traceClone);

b

let u = 30;

// kirajzol egy adott allast
function drawState(l, lepesSzam){
translate(0, u);
noStroke ()
£i11(0)
text (lepesSzam+’.’, 0,u/2);
stroke(1)
translate(u,0);
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for(let i in 1){
if (L[i])A{
£fi11(1[i].color*255);
circle((u+0.5)*i, .5*%u, ux0.9)
fi11(11[i].color#*255);
noStroke ()
text(1[i].id, (u+0.5)*i, 0.5%u);
stroke(1)
}
}
translate(-u, 0)
}

// z6ld téglalap kirajzoldsa a menet elején
function drawRoundStart (menet){
translate(0, 1.5%u);
£i111(0)
pushO
noStroke ()
textSize(24)
text (menet+". menet", 3*u, ux0.7)
pop )
translate(0, 0.5%u)
}

function setup() {
textFont ("Roboto")
createCanvas (300, 7000);
textAlign (CENTER,CENTER) ;
noLoop() ;

}

function draw() {
translate(0.5%u, 0);
move(slots, 2, []1, true);

}
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Kardos Gyula -

Szoldatics Jozsef

OOOOO 90000 ., HHOOWHOWHHH Q@00 ., HWHOWHHWHH @O
» 0000 -0 @ 20 00000 O Oﬁ.a@ 000000 00
OO0 00 00 2 OO 00 @0 OO OO 00 OO
Q90 00000 (O Q00 O 00000 O 00 WO 000 O
T 000 COOHOHOOOHL * OO0 @@@@@@@@Ayﬁﬁﬁﬁ 000000

=3 — ol I} < ) © = o =N S S — ol ) ~ v © = % o S = ol S — o ) <+ v © ~ % [=N =

egoldas

OOOOOO Q000 ., WHOOOH @000 ., HOHLHE OO
© 900 - 00 = 0000 000.a® 0000 00
OOONOOOONE BIOC OO0
90 000000 O =00 0000 O = Q@0 0000 O
000 @@@@@@@ 000 @@@@ ®,0000 @@@@@

< — L T o T N < T - N T — S S o R S o S - R e — T Y o (T o B S Vo B =R S 5]

4. megoldas

Q)
Q)
Q)
o
o
Q)
®
5. megolda

, OO0 0000000 . HOHOHHOH 0000
20 000 OO 0000.a® 000 -0 000
OO [ J - JEE-BROCOON [ JN-I- JIOOIE-BICOON [ JROOO,
00 00000 O OO : 00 000000 O
1000 @@@@@@®ﬂ4000 @@@@@@@@ ®q3000 @@@@@@ ©

. . . . . . 3 - “ o 0 . . . . . . S - > o 0 = - _ “ . . . . . . S ~ % o 0 =

QOO0 00@
© 900 WOH @

A program 16 megoldast talalt, amelyek itt megnézhetsk. Az egyes megoldasok lépéseit

a korongok adott helyre tortént rajzolasaval mutatja meg.
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15. megoldas

13. megoldas

10. megoldas

OO0 @@ 2z O WHOOHWHHWL QOO
0 000000 00.a®@ 00 00000 00
m 00 Q0 @0 H(

O ;0000 OO 000 ©

S 4 d @ F oW 8 = w o S Z S 4 d @b F oW 8 =F w6 o S 4 d o«

O OO0 Q009 z © WLWHH QOQ
O 9000 000.a@® 0000 00
Q00 OO000, m 000 OO0,
900 0000 O I 000 0000 O
0000 LOLO © = 0000 @@@@@

OO0 0000000 : OO 00000 : COHOH 000000

- L JRO0000 Gﬁ‘a@ - JRO000 01a® 000 L O

% 00 00 000 m COIOONN -1-. -
® 00 OOOOO OO £ 0 OOOOO GO
000000 @@@@@ 0000000 OO = 0000000 OO

. . . . . . 3 - - - 0 = s _ . . . . . . 3 - % - 0 . . . . . . S - 5 o 0
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4. feladat szamitégéppel torténé megoldasa

Free Pascal megoldas

Eredeti Newton algoritmus

Var A, regi, uj : Real;
i : Integer;
Begin
Write(’Kerem a szamot: ’);
Readln(A);
Writeln(’A szam gyoke: ’,sqrt(A):16:16);
regi:=1;
For i:=1 to 10 do
Begin
uj:=(regi+A/regi)/2;
Writeln(i:2,’. ’,uj:20:16);
regi:=uj;
End;
Readln;
End.

A megadott szam a 20, aminek a gyoke: 4,472135954999579392. A futas eredménye itt
lathato, ahol a 7. lépés utan mar a végeredményt lathatjuk.

A szam gyoke: 4.4721359549995794
10.5000000000000000
.2023809523809526
.7134745452883653
.4783144454743820
.4721402170656992
.4721359550016100
.4721359549995796
.4721359549995796
.4721359549995796
.4721359549995796

©O© 0 ~NO O WN -
N NN NS N N NN

-
o

Moédositott Newton algoritmus

Var A, regi, uj : Real;
i : Integer;
Begin
Write(’Kerem a szamot: ’);
Readln(A);
Writeln(’A szam gyoke: ’,sqrt(A):16:16);
regi:=1;
For i:=1 to 54 do
Begin
uj:=(3*regi+A/regi) /4;
Writeln(i:2,’. ’,uj:20:16);

regi:=uj;
End;
Readln;
End.
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A megadott szam a 20, aminek a gyoke: 4,472135954999579392. A futéas eredménye itt
lathato, ami a 52. lépés utan mar a végeredményt mutatja. Jol lathatoéan lassabb az
algoritmus.

A szam gyoke: 4.4721359549995794 28. 4.4721359672624832
1. 5.7500000000000000 29. 4.4721359611310314
2. 5.1820652173913047 30. 4.4721359580653051
3. 4.8514151951619890 31. 4.4721359565324423
4. 4.6691885018367563 32. 4.4721359557660110
5. 4.5727412677522912 33. 4.4721359553827948
6. 4.5229919681241864 34. 4.4721359551911872
7. 4.4977069163852139 35. 4.4721359550953830
8. 4.4849577805498066 36. 4.4721359550474808
9. 4.4785560316965451 37. 4.4721359550235302

10. 4.4753482941669258 38. 4.4721359550115549

11. 4.4737427010257020 39. 4.4721359550055668

12. 4.4729394722784690 40. 4.4721359550025728

13. 4.4725377497249150 41. 4.4721359550010762

14. 4.4723368613861512 42. 4.4721359550003275

15. 4.4722364104491454 43. 4.4721359549999535

16. 4.4721861832884704 44 . 4.4721359549997661

17. 4.4721610692850566 45. 4.4721359549996729

18. 4.4721485121775766 46. 4.4721359549996258

19. 4.4721422335973928 a7 . 4.4721359549996027

20. 4.4721390943006902 48. 4.4721359549995912

21. 4.4721375246506856 49. 4.4721359549995849

22. 4.4721367398252703 50. 4.4721359549995823

23. 4.4721363474124596 b1. 4.4721359549995805

24. 4.4721361512060280 52. 4.4721359549995796

25. 4.4721360531028056 53. 4.4721359549995796

26. 4.4721360040511930 54. 4.4721359549995796

27. 4.4721359795253868
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5. feladat szamitégéppel torténé megoldasa

Free Pascal megoldas

A megadott algoritmus

Uses math;
Var A, regi, uj : Real;
i : Integer;
Begin
Write(’Kerem a szamot: ’);
Readln(A);
Writeln(’A szam kobgyoke: ’,A*x(1/3):16:16);
regi:=1;
For i:=1 to 10 do
Begin
uj:=(regi+A/regi/regi)/2;
Writeln(i:2,’. ’,uj:20:16);
regi:=uj;
End;
Readln;
End.

A megadott szam a 20, aminek a kobgyoke: 2.71441761659490657. A futés eredménye itt
lathato, ami a 52. 1épés utan mar a végeredményt mutatja.

A szam kobgyoke: 2.7144176165949066 29. 2.7144176200589776
1. 10.5000000000000000 30. 2.7144176148628709
2. 5.3407029478458048 31. 2.7144176174609242
3. 3.0209444039787172 32. 2.7144176161618976
4. 2.6062299101536452 33. 2.7144176168114109
5. 2.7753411839516344 34. 2.7144176164866542
6. 2.6859472214682847 35. 2.7144176166490328
7. 2.7291070825730515 36. 2.7144176165678435
8. 2.7071912702742265 37. 2.7144176166084382
9. 2.7180597495921464 38. 2.7144176165881406

10. 2.7126038673790220 39. 2.7144176165982894

11. 2.7153263107199521 40. 2.7144176165932152

12. 2.7139637256283411 41. 2.7144176165957523

13. 2.7146446759495499 42. 2.7144176165944836

14. 2.7143041154044694 43. 2.7144176165951182

15. 2.7144743743094635 44 . 2.7144176165948006

16. 2.7143892395177605 45. 2.7144176165949596

17. 2.7144318055784753 46. 2.7144176165948801

18. 2.7144105222143757 aT7. 2.7144176165949196

19. 2.7144211638129847 48. 2.7144176165949001

20. 2.7144158429928207 49. 2.7144176165949099

21. 2.7144185033976878 50. 2.7144176165949050

22. 2.7144171731939504 b1. 2.7144176165949072

23. 2.7144178382954931 52. 2.7144176165949063

24 . 2.7144175057446405 53. 2.7144176165949068

25. 2.7144176720200464 54. 2.7144176165949063

26. 2.7144175888823385 55. 2.7144176165949068

27 . 2.7144176304511909

28. 2.7144176096667647
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6. feladat szamitégéppel torténé megoldasa

Free Pascal megoldas

A szita algoritmus

Const db = 500;
Var Prim : Array [1..db] of Boolean;
i,j : Integer;
Begin
For i:=1 to db do Prim[i] :=True;
For i:=2 to Trunc(sqrt(db)+1) do

Begin
Jji=2%1i;
While (j<=db) do
Begin
Prim[j]:=False;
Inc(j,1);
End;
End;
For i:=1 to db do
Begin
if Prim[i] then Write(i:4)
else Write(’ L)
if i mod 20 = O then Writeln;
End;
End.
1 2 3 . 5 . 7 . 11 .13 . . .17 19
. . 23 . . . . .29 .3 . . . . .37 . .
41 . 43 . . .47 . . . . . b3 . . . . . 59
61 . . . . . 67 . . .71 . 73 . . . . .79
. . 83 . . . . . 89 . . . . . . .97
101 . 103 . . . 107 . 109 . . . 113 . . . . . .
127 . . . 131 . . . . . 137 . 139
. . . . . . 149 . 151 . . . . . 157 . .
. . 163 . . . 167 . . . . . 173 . . . . . 179
181 . . . . . . . . . 191 . 193 . . . 197 . 199
. . . . . . . . . 211 . . . . . . . .
. . 223 . . . 227 . 229 . . . 233 . . . . . 239
241 . . . . . . . . . 261 . . . . . 257
. . 263 . . . . . 269 . 271 . . . . . 277
281 . 283 . . . . . . . . . 293 . . . .
. 307 . . . 311 . 313 . . . 317
. . . . . 331 . . . . . 337 . .
. 347 . 349 . . . 363 . . . . . 359
. . . . . 367 . . . . . 373 . . . . . 379
. . 383 . . . . . 389 . . . . . . . 397 . .
401 . . . . . . . 409 . . . . . . . . . 419
421 . . . . . . . . . 431 . 433 . . . . . 439
. . 443 . . . . . 449 . . . . . . . 457 . .
461 . 463 . . . 467 . . . . . . . . . . . 479
. 487 . . . 491 . . . . . . . 499
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