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I. fordulo

Algoritmusok

Mi is az az algoritmus? Ez a kérdés alapvets fontossigi, elengedhetetlen fogalom a
matematikdban és az informatika teriiletén, ugyanakkor nagy szerepe van a mindennapi
életben, hiszen szamtalanszor alkalmazzuk. Akarmit is tesziink, legtobbszor logikusan
felépitiink magunkban egy bizonyos sorrendet, melyet kovetiink. Akarva-akaratlan, tuda-
tosan vagy spontan modon alakitunk ki naponta ismétléds eljarasokat (algoritmusokat),
amelyeket lépésenként hajtunk végre. A matematikdban sok feladat valamilyen algoritmus
segitségével oldhatd meg.

Definicio

Az idegen szavak szoétara szerint: ,Eredetileg Abdallah Mohamed Muza Alkhvarizmi
arab matematikus szamolasi modszere, azéta minden szamolasi eljaras.”

A matematikai kisenciklopédia, pedig igy fogalmaz: Az olyan eljarasokat, amelyek
segitségével a kivant eredményt az adatoktol fliggetleniil véges sok lépésben meg tudjuk
hatarozni, algoritmusnak nevezziik...természetesen nem minden eljaras algoritmus.”

Osszefoglalva, az algoritmus a matematikabol ered, de az informatika elterjedésével valt
ismert fogalomma a koznyelvben is. Tulajdonképpen egy szamolasi modszer, eljaras me-
lyet szamos teriileten alkalmazunk, természetesen elsGsorban a matematikaban, illetve az
informatikaban.

Algoritmusok tipusai

e Egyszerii algoritmus (szekvencia): més szoval linearis, elemi lépéseket hajtunk
végre egymas utan. Ilyenkor az a cél, hogy minél kevesebb lépésbdl jussunk el a
feladat megoldasahoz.

o Feltételes algoritmus (elagazas, szelekcio): akkor beszélhetiink ilyen algorit-
musrol, ha a feladat nem oldhaté meg egyszertii 1épések segitségével. A megoldas
lépései egy bizonyos problémahoz vezetnek, ahol t6bb eset is felmeriilhet. Egy tgy-
nevezett elagazéassal allhatunk szemben. Ilyenkor a helyzettdl fiiggéen valasztanunk
kell, hogy melyik 1épés a helyes.

e Ismétléses algoritmus (ciklus, iteracio): elsfordulhat, hogy az algoritmus soran
vannak 1épések, amelyeket tobbszor is végre kell hajtanunk. Magat a feladatot, amit
végrehajtunk, ciklusmagnak nevezziik.

Az egyik legfontosabb e témakérben Bohm—Jacopini tétele, mely szerint minden algorit-
mus felépithets szekvencia, szelekcid és iteracio segitségével.
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Algoritmusok jellemzdéi, tulajdonsagai

e Az algoritmus 1épésekbdl all, a 1épések sorozatat folyamatnak nevezziik.
e Minden lépésnek, amit egymas utan alkalmazunk, egyértelmiinek kell lennie.
e Lehetnek Osszetett 1épések is.

o Absztrakcio, vagyis egy kivalogatési eljaras, mely alatt azt értjiik, hogy az adatok
(targyak) azon tulajdonsagait vessziik csak figyelembe, amelyek fontosak az algorit-
mus végrehajtasanal.

e Mindig van valamilyen célja, vagyis egy valtozés torténik a végrehajtas soran.
e Bemend adatokat hasznal fel.

e Kimend adatokat hoz létre.

e Biztositania kell, hogy a feladat véges szamu lépésben megoldhato legyen.

e Minél rovidebb id6 alatt eljuthassunk a kivant megoldéshoz, vagyis hatékonynak
kell lennie.

e Megtervezésnél figyelni kell, hogy ,elronthatatlan” legyen.

Ezek utén nézziink néhéany, a kozépiskolaban tanitott algoritmust.

Euklideszi algoritmus

Az euklideszi algoritmus két szam legnagyobb kozos osztojanak meghatdrozdsdra szolgdlo
madszer. Tulajdonképpen egy szdmelméleti algoritmus.

Menete: a két szam koziil a nagyobbikat elosztjuk a kisebbikkel, majd a maradék lesz az
oszto, az osztando pedig az eddigi oszto és igy tovabb, mig 0 maradékot nem kapunk.
Ebben az esetben az utols6 oszté lesz a keresett érték, vagyis a legnagyobb kozos oszto.
Ha maér az elején, az els6 osztasnal 0 maradékot kapunk, akkor a kisebbik szam lesz egyben
a legnagyobb kozos osztoja a két szamnak.

Eratosztenészi szita

Ez egy olyan algoritmus, amely eqy adott szdmndl nem nagyobb primeket ad meg viszony-
lag egyszerd modon.

Irjuk fel 2-t6] N-ig az egész szamokat. Az els lépésben karikézzuk be a 2-t, majd hizzuk
at azokat a szamokat, amelyek a 2 tobbszordsei és 2-nél nagyobbak...Ezutan karikazzuk
be azt a legkisebb szamot, amely még nincs megjeldlve..., majd hiizzuk at ennek a tobb-
szoroseit...Ismételjiik meg a fentieket mindig a legkisebb még jeldletlen szammal, ha ez a
szam még legfeljebb v/N. Ha mér minden v/N-nél nem nagyobb szamot megjeloltiink,
akkor alljunk meg. Ekkor a bekarikazott szamok egyiittesen éppen az N-nél nem nagyobb
primszamokat adjak.
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Négyzetgyokvonas szamologép nélkiil

A menete a kévetkezd (konkrétan 301-re): Mindig kettesével, a tizedesvessz6tdl balra
jeloljiik ki a szamokat, tehat paratlan jegyiinél az els6 kijelolt egyjegyt lesz.

301 =

Megnézziik, hogy az elsé kijelolt szamot milyen szam négyzetével tudjuk alulrol kozeliteni,
ezt leirjuk az egyenlGség utan,
3101 =1

majd visszaszorzunk, kivonunk és leirjuk az eredményt,

301 =1
201

majd hozza a kovetkezd két szamjegyet. Vessziik az egyenlGségjel utani szamnak a két-
szeresét, lefrjuk.

301=1 2
201

A kétszeres utan lesz egy helyi érték, egy szorzasjel, majd a szorz6. A kétszeres utan irt
szam ugyanaz lesz, mint a szorzo, ezzel ismét alulrol kozelitjik azt a szamot, melyet a
négyzetgyokjel alatti ala frunk.

301=1 277
201

Ezek utén visszaszorzunk, kivonunk és leirjuk a kivonas eredményét,

301=1 277
201
12

majd a kovetkezd két szamjegyet, ha elérkeztiink a szam végéhez, akkor nullakat irunk,
az eredménynél pedig kifrjuk a tizedesvesszdt és ugyan igy tovabb.

301 =17, 34?77
201
1200

Addig szamolhatunk a leirt eljaras szerint, mig el nem jutunk a kivant pontossagig.

Négyzetgyokvonas, Newton moédszer

Newton nevéhez fiz6d6 algoritmus egy rekurziv iteracio. Keressiik a pozitiv A szam

négyzetgyokét!
) 1 A
ar=1; ésa, == an—1+ ;n > 2
2 ap—1
&
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Algoritmus helyességének igazolasa

A képzési szabalyra alkalmazva a szamtani-mértani egyenlGtlenséget:

:\/Z; n>2

1 < A ) A
ap = =\ Gp1 + > Qp—1 *

Egyenl6ség nem lehetséges, mert a; = 1 < /A, és innen adodik hogy minden a;-re igaz
ez.
Rendezziik at egy kicsit az algoritmust:

1 N A
Ap = = | Qp—
2 ! Ap—1

20, = ap_1 +

Qp—1

2an—2\/Z:an_1—\/Z+ — VA

(p—1

2 (0, VA) = (0, l_m)ﬂ—anﬂ

Ap—

2<an—m>:<an1—x/_)+ ( —an_1>
2 (a0 = VA) = (an1 — VA (1 \/_>
v4)

A= (=) (122 < (- v3)

VA

Qp—1

hiszen

0<1-— <1

Ez azt jelenti, hogy
a2>a3>a4>...\/ZZa1:1

valamint a; tavolsaga v/ A-t6l az eléz6 eltérés felénél is kisebb, azaz egyre kozelebb lesz

v/ A-hoz.

Akik méar tanultak hatarértéket, azok szamara: az a; sorozat alulrol korlatos (egy korlat
\/Z) és szigoruan monoton csokken, tehat létezik hatarértéke, ami legyen H

lim a, = H
Tr—r00

1 A
H=-(H+%=
(47

H=+vA
47

@ a?s 74/7,
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Ekkor erre a hatarértékre igaz:

amit megoldva
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Geometriai algoritmusok

A teljesség igénye nélkiil néhany geometriai algoritmus.
e Haromszog beirt korének megszerkesztése
e Haromszog koréirt korének megszerkesztése
e Haromszog magassagpontjanak megszerkesztése
e Szabalyos sokszog megszerkesztése

A szerkesztési leirasokat végrehajtva kapjuk meg a var végeredményt.

Jaték algoritmusok

Sok fejtors jaték, feladat megoldasa is algoritmikus.

Matematlkaverseny
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Az elsd fordul6 feladatai

Mar az els6 fordulo feladatainak kittizésekor fontos megjegyezni, hogy a sikeres szereplés-
hez nem kell az 6sszes feladatot megoldani. Az eredményeket az Osszes fordulo teljesit-
ménye alapjan és évfolyamonként kiilon-kiilon értékeljiik.

Az alabbi feladatok tobbségét nem csak az ismertetett modszerek segitségével lehet meg-
oldani. A versenyben természetesen minden helyes megoldast maximalis pontszammal
értékeliink.

Elvileg kiilonboz6 masodik megoldasra az eredeti pontszam legfeljebb 50 %-a kaphato.

1. Két fekete és két fehér damafigurat az dbréanak megfelelGen helyeziink el.

e (O

1 2 3 4 5

Az a feladat, hogy a fekete és fehér korongokat felcseréld (tehat az 1, 2 jeld mez6kon
allo korongok kertiljenek a 4, 5 jelii mezskre), az alabbi szabéaly6k betartéséaval:

Fehér figuraval kell kezdeni az athelyezést.

Mindegyik figurat csak szomszédos mezére lehet tenni, vagy egy mésik korongot
tartalmazo mez6t lehet atugrani (t6bbet nem).

Egyik figurat sem lehet visszatenni olyan helyre, ahol mar volt.

e Egy mezén csak egy figura allhat.
Adjunk egy megoldéasi modot! (6 pont)

2. Egy maganyos mozdony énmagaba visszatér§ sinhurokhoz ér, amelyre allithato val-
ton at lehet behajtani. (Az abra csak vazlat)

—

Mozdony

Kocsi 1. Kocsi 2.

Alagut

E
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A hurokszakaszon két iires kocsi all, amelyek kozott egy alagut talalhatd. Az ala-
guton egy kocsi atfér, de a mozdony mér nem, és révidebb egy vasiti kocsinal.
A mozdonyvezetének meg kell cserélni a két kocsit tgy, hogy a munka végeztével
el tudja hagyni a korpalyat. A feladat megoldasanak feltétele: a mozdony és a
kocsik mindkét végén kapcsolé berendezés van. A vonatokat fékezsk kisérik, akik
a sziikséges szét- és Osszekapcsolasokat utasitdsainknak megfelelGen elvégzik (csak
allo szerelvény esetén). A vasuti jarmiiveket kimélni kell, ezért a kocsikat a mozdony
iitkozéssel nem gurithatja el, csak vonatéassal lehet helyet valtoztatni. (6 pont)

. Igazoljuk, hogy az Eratosztenészi szita modszer jo, azaz tényleg csak a primek ma-
radnak vissza. (8 pont)

. Médositunk a négyzetgyokvonas Newton-i modszerén a kévetkez§ moddon:

1 A
alzl;ésan:—<3an_1+ );nZQ
4 Apn—1

a) Bizonyitsuk be, hogy az algoritmus tovabbra is VAt adja meg.
b) Jobb vagy rosszabb lett az algoritmusunk, azaz tobb vagy kevesebb lépést kell
tenniink ugyanolyan pontossag eléréséhez? (10 pont)

. Modositunk a négyzetgyokvonas Newton-i modszerén a kovetkezd modon:

. 1 A
ap=1é&a,=s|ap1+—5—|;n=>2
2 an—l

Hatéarorozzuk meg, hogy most mit szamol ki (ha egyaltalan kiszamol valamit) az
algoritmus. (10 pont)

. Bizonyitsuk be, hogy a ,kézi” gyokvonas algoritmusa jo. Végezziik el vele /2022
kiszamolasat 5 tizedesjegy pontossagra. (10 pont)
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megoldasok csatolas formajaban keriiljenek a levélbe, kizarélag PDF forméatumban. A
csatolt file neve ékezetek nélkiili legyen és tartalmazza a bekiildé nevét, tovabba a fordulo
sorszamat is (esetleg a feladat sorszamat, ha csak 1 feladatot tartalmaz). Szokoz helyett

_ " karakter alkalmazando6! Példak csatolt file nevekre:

gipszjakab fordulol.pdf
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