Kardos-Montagh Matematikaverseny, donto, 2020.

A 2020. évi Kardos-Montagh Matematikaverseny
dont6jének megoldasai

1. feladat: Az 2° +ax + b= 0 egyenlet gyokei u,v és w. Igazoljuk, hogy

2(u® +v° 4+ w®) = 5u - v - wu® 4+ v? + w?).

I. Megoldas. (Bokor Endre megolddsa)

A feladatban az alapveté egyenleteket, amelyeket a bizonyitas soran hasznalunk a
Viéte-formuldk jelentik. Ezek teremtenek kapcsolatot az f egyenlet egyiitthatdi és gyokei
kozott.

uvw = —b, (1)
uv + uw + vw = a, (2)
u+v+w=0. (3)

Az igazolandé Osszefiiggés két oldalan szimmetrikus polinomok allnak. A szimmetrikus
polinomok alaptétele szerint ezek el6allithatok elemi szimmetrikus polinomok (a fentebbi
Viéte-formulédk) polinomjaként. Vagyis mindkét oldal kifejezhets a és b fliggvényében.
Kovetkezokben tobb 1épésben jarunk el, hogy megallapitsuk a két oldalt a és b polinom-
jaként.

I.) Vegyiik a harmadik formula négyzetét, majd felhasznalhatjuk a masodik formulat.

0= (u+v+w)?=u>+v>+w®+2(uv + uw + vw)
Sp=u?+v* +w?=—-2a
I1.) Itt mindhdrom &sszefiiggést alkalmazni kell.
0= (u+v+w)(uw+uw + vw) = v?v + v*u + v*w + wu + v*w + w?v + Juvw
Sir = v + v*u + w4+ wu + viw 4+ w?v = 3b
III. Mar fel kell hasznalni az el6z6 részben kapott eredményt is.
0= (u+v+w)=1u®+0°+w®+ 3w+ v*u + v’w + w*u + v*w + W) + 6uvw =
= v’ +v* + w’ + 35;; + 6uvw
S[[[ = U3 + U3 —|—w3 = -3b
IV.
(u+v+w) (Vv +utw +o*w?) = o’ o’ vt w? ot v ot w? v’ Fuow (wotuw+ow)
Sry = udv? + v3u? + wdw? + wii? + vdw? + w? = ab
V. Végil pedig a kovetkezot fejezziik ki.

(u® +0* + w?) (W +0° + w?) = v° +0° + W’ + uP0® + 0’ + uPw® + wPe? + 0P + wPe® =

Matematikai Oktatési Portél, http://matek.fazekas.hu/ -1/[19-



Kardos-Montagh Matematikaverseny, donto, 2020.

:SI«SH[:uE’—i—vE’—l—wE’—i—S]V
Sy =u’ +v° +w® = 5ab

Osszegezve, a 2(u® + v° + w’) = suvw(u? + v + w?) egyenlet bal oldala 25y = 10ab,
jobb oldala pedig 5 - (—b) - S; = 10ab szerint fejezhetd ki a és b fliggvényeként. Vagyis az
egyenlet valéban igaz, hiszen két oldala barmely a és b értékek esetén megegyezik.

II. Megoldas. (Péter Kristéf megolddsa)

[smét az egyenlet Viéte-formuldit hasznaljuk.

u+v+w =0, (4)
w + vw + wu = a, (5)
uvw = —b. (6)

Vegyiik (4) négyzetét és helyettesitsiik be (5)-6t.
(u+v+w)? =u® +v° + w’ + 2uv + 20w + 2w,
0 =u?+v* + w? + 2a,
u? +v* + w? = —2a. (7)

Az u, v, waz f(z) = 23+ ax + b = 0 egyenlet gyokei, vagyis

w4+ au+b=0 (8)

v +av+b=0 (9)

w® + aw + b = 0. (10)
A harom egyenlet 0sszegébol a kobok Osszege a korabbiakkal kifejezheto:
(8)+(9)+(10) v’ +v* +w +a(u+v+w)+3b=0,

u? +v° +w® = —3b. (11)

Ha a (8),(9), (10) egyenleteket megszorozzuk a megfelel6 gyok négyzetével, akkor az 6t6dik
hatvanyok 6sszegét is ki tudjuk fejezni az elemi szimmetrikus polinomokkal:

u® + au® + bu® = 0 (12)
v’ 4 av® +bv? =0 (13)
w® + aw® + bw?® = 0. (14)

Ezek 6szegébol
(W’ +0° + w) + a(u® + v + w*) + b(u® + v* +w?) =0,

u® +v° + w° + a(=3b) + b(—2a) = 0,

u® +v° + w® = 5ab. (15)
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A bizonyitandé Osszefiiggés bal oldala:
2(u® +v° + w°) = 10ab,
a korabbi eredmények alapjan a jobb oldala:
Suvw(u® + v* + w?) = 5(—b)(—2a) = 10ab.
A két oldal megegyezik, az allitast bebizonyitottuk.

Megjegyzések:

1. Bokor Endre megoldasanak elején megemliti a szimmetrikus polinomok alaptételét,
amely szerint minden szimmetrikus polinom felirhaté az elemi szimmetrikus polinomok
polinomjaként. Itt a feladat allitasa szerint két szimmetrikus polinom egyformén irhato
fel az elemi szimmetrikusokkal.

2. Telek Zsigmond megoldasanak végén emlitést tesz a Newton-Girard formulakrol,
amelyekkel kozvetleniil bizonyithaté lenne az allitas.

https://mathworld.wolfram.com/Newton-GirardFormulas.html
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2. feladat: Oldjuk meg az
(x—a)* + (z —b)* = (a — b)*

egyenletet, ahol a és b rogzitett valos szamok.

I. Megoldas. (Bokor Endre megoldadsa)

Ennek az egyenletnek két trividlis megoldasa az x1 = a és x9 = b. Kovetkezésképp az
f(z) polinom gyoktényezss felbontdsa a kévetkezd.

f@)=(z—a)'+(x—0)"—(a—0)"= (v —a)(x —b) h(z)

Itt h(x) egy masodfoki polinom, amelynek gyokeit a méasodfoki egyenletek megolddképlete
alapjan egyszertien meg lehet kapni. A kévetkezSkben meghatarozzuk a h(x) polinomot.
Els6 1épésben alkalmazzuk tobbszor a négyzetek kiilonbségére vonatkozo azonossagot.

(m—b)4—(a—b)4: [(a:—b)2—(a—b)2} . [(m—b)2+(a—b)2] =
=(@—a)(z—b+a—"b)[(x—b)7+ (a—10)?
Majd ezek alapjan kiemelhet6 az elso tényezé az 0sszeghol.
flx)=(x—a)- [(ZL‘ — b2+ (a—b)2*(x—0b)+ (x —b)*(a—0b)+ (a—0b)>+ (v — a)g]

Elobbit at lehet alakitani a kovetkez6 azonossagok felhasznalasaval.

(a—0)*+ (z—a)’=(x—b)[(a—b)*— (a—b)(z —a)+ (z—a)’]

(. —b)(a—10b) — (a—0b)(z—a)=(a—0)>
Kiemelve a méasodik gyoktényezoét azt kapjuk, hogy
f(z) = (z—a)(z—b)-[(z — b2+ (a—b)2+(x—0b)(a—0b)+(a—0b)7?—(a—0b)(z—a)+ (z - a)ﬂ =
=(@—a)(z—b) [(x =0+ (z —a)® + 3(a — b)’]

A harmadik tényez6 a keresett h(z) polinom. Ennek normaltja

@:zQ—x(a+b)+2b2+2a2—3ab

El6szor vizsgaljuk a diszkriminanst.
D = (a+b)* —8a* — 8b* + 12ab = —T(a — b)* <0

Mivel ez egy negativ érték és egy négyzetszam szorzata, ezért mindig kisebb vagy egyenlo,
mint nulla. Valds szamok halmazan tehat két megoldés létezik, ha a # b. A komplex
szamtest f0lott azonban tovabbi két megoldas taldlhaté (az algebra alaptétele alapjan),
amelyek

a+b+(a—b)WT-i a+b—(a—0b)7-i
T3 = Ty =
2 2
Lathaté, hogy a = b esetén egyetlen megoldasa van az egyenletnek, egyébként pedig négy,

amelyek koziil kettd valds, ketto pedig komplex.
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IT. Megoldas. (Szapanidu Szofia Athina megolddsa alapjin)
Legyen el6szor x1 = a. Ezt behelyettesitve az egyenletbe latjuk, hogy

(a—a)* + (a—b)* = (a —b)*,

megkaptuk az egyenlet egyik megoldasat. Ugyanigy az is azonnal addédik, hogy x5 = b is
megoldas. Rendezziik az egyenletet nulldra, majd az x csokkend hatvanyai szerint:

(a—a)*+ (a—b)*—(a—b)* =0,
et —dard + 60’2  — 40P r+at + ot — b3 + 6% — 4P+ b — ot +4aPb—6a2b* +4ab® — bt = 0,
22 — 4(a+ b)x® + 6(a® + b*)2® — 4(a® + b*)z + +4a’b — 6a*b* + 4ab® = 0.
Az egyenletet 2-vel végigosztva pedig:
o' — 2(a +b)z* + 3(a® + b*)2* — 2(a® + b*)x + 2a°b — 3a*b* + 2ab” = 0.
Erre az egyenlet a negyedfokd Viéte-formuldk alapjan

1+ X9+ T3+ X4 :2<(l+b),
T1T91374 = ab(2a® — 3ab + 2b%).

A fentiek alapjan 1 = a és x5 = b. Ebbdl a hianyzé két gyokre kapunk egy kétismeretlenes
egyenletrendszert:

T3+ x4 =a-+ b,
234 = 2a% — 3ab + 2b%.

Ezek egy masodfoku egyenlet Viéte-formulai, tehat a hidnyzé két gyokot az
2% — (a + b)x + 2a* — 3ab + 2b* = 0
egyenlet gyokeiként kapjuk meg.

. (a+b) £ +va?+2ab+ b2 — 8a% + 12ab — 80>  (a+0b) + /—T(a — b)?
34 = = :
’ 2 2

Lathatd, hogy a = b esetben a diszkriminans nulla, az egyenletnek valdjaban csak egy
megoldasa van. Ha a # b, akkor a diszkrimindns negativ és a két valés gyok mellett ez
utobbi két gyok komplex szam lesz:

(a+b) —V7(a—b)i o (a+b)+VT7(a—b)i
2 ) 4 — 9 .

T3 —
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ITI. Megoldas. (Telek Zsigmond megolddsa)
Az alabbi egyenletet oldjuk meg a komplex halmazan rogzitett a,b € C-re:

(x—a)*+ (x —b)* = (a — b)*

Szembetlindk azonnal az x;2 = a,b gyokok, ezek behelyettesitéssel azonnal adddnak:
0+ (£(a—0)*= (a —b)* Legyen:

P=z—-a Q=0-b= Q"+ P"'=(a—-0)"

Q-P=a—-b Q*+P"'=(Q—P)" < 0= —4Q*P + 6Q*P> — 4QP?
Ha x # a,b, akkor P(Q) # 0, tehat

—2Q* +3QP —2P%* = 0.
Ez kifejtve:
—22% + 4wa — 2a® + 3% + 3ab — 3(a + b)x — 22* + dxb — 2b* = 0,

2* — x(a+b) + (2a® — 3ab + 2b*) = 0.

Innen a gyokok:

a—i-b:I:\/—7a2—i—14ab—7b2 _a+bi\/7~i(a—b)
2 2 2 2

T34 =

Miutan végig ekvivalensen jartunk el, az egyenletnek ez a 4 nem feltétlentil kiilonb6zo
gyoke van.
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3. feladat: Mely valos szamok a kévetkezd egyenlet megolddsai?

Vad + 2x = vab — 2z.

I. Megoldas. (Tiefenbeck Floridn megolddsa)

Legyen f(x) = Va3 + 2z és g(x) = v/x5 — 2z. Keressiik az olyan x értékeket, amire
f(x) = g(x). Legyen h(x) = z. Ekkor az f(a) = g(a) éllitas hdromféleképpen lehet igaz:

1. eset: f(a) > h(a) és g(a) > h(a)
2. eset: f(a) < h(a) és g(a) < h(a)
3. eset: f(a) = h(a) = g(a)

1. eset: f(x) > h(z). Ekkor
Va3 +2r > 1 <= 13+ 20 > 2% = -2 + 23+ 22 >0,
tovabba
g(x) > h(z) &= Va2’ -2z > 2 < 2° — 2> — 22 > 0.

Az egyenlétlenséget (—1)-gyel szorozva
—25 4 23 + 22 < 0.

Ezzel ellentmondasra jutottunk, tehat az elsé eset nem teljestilhet semmilyen x érték
esetén.
2. eset: Az elsé esethez hasonldan:

f(z) < h(z) = -2 +2° + 20 <0

g(r) < h(z) <= —2° + 2% + 22 > 0.

Itt szintén ellentmondasra jutunk.
3. eset:
A tovabbiakban elegendd megvizsgélnunk az f(x) = h(x), azaz a

Va3 +2x =z
esetet. Hatvanyozas utan
24 2 = 2°,
5 3 _
—x° 4+ x° 4+ 22 =0,
r(*—2® —2) =0.

Az x1 = 0 megoldas rogzitése utan a megmaradoé negyedfoki egyenlet masodfokira visz-
szavezethetd, az z2-re két értéket kapunk az 22 = 2-t és az 22 = —1-et. Ez utébbinak a
valos szamok halmazan nincs megoldasa, igy az eredeti egyenlet megoldasai

T = 0, To = \/i, T3 = —\/§

Ellendrizziik, hogy ezek valéban teljesitik az eredeti egyenletet:
Ty = 0

Bal oldal: v/03 +2-0=0; jobb oldal: v/05 —2-0 = 0.
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Ty = \/§
Bal oldal: v/27 +22 = +/2; jobb oldal: {/23 — 23 = {/25(2—1) =2

Mivel f(x) és g¢g(x) is péaratlan fliggvények, ezért az z3 = —+/2-re is fenndll az
egyenloség.

Megjegyzés: Szapanidu Szofia Athina szintén az els6 megoldasban szereplé f(z), g(z), h(x)
fiiggvényekkel dolgozott. Konkrétan kiszdmitotta, hogy f(z) > h(x) pontosan a

] - 00, _\/5] U[O, \/5]
intervallumokban, mig a g(x) > h(z) a
[—Vv/2,0] U[\/i, +00]

intervallumokban teljesiil. Jol lathatéan ebbol azonnal kovetkezik, hogy egyenlck csak a
—\/5, 0, V2 helyeken lehetnek.

A kovetkezo két megoldas szerz6i mar analizisbeli eszkozoket is alkalmaztak.

II. Megoldas. (Telek Zsigmond megolddsa)
Tekintsiik a kovetkez6 fiiggvényt:

fR=R; f(2):=2" 42"

Legyen tovdbba y := Va3 + 22 = v/2% — 22. Ebbdl 1atjuk, hogy
v =2+ 2, és P =a° — 2.
Ezeket Osszeadva
fy) =9y’ +9* =2% + 20+ 2° — 22 = 2° + 2° = f(2).

Lévén, hogy f mindenhol differencidlhatd, f/(2) = 5z + 322 > 0 és f nemkonstans
semmilyen intervallumon (csak 0-ban tiinik el a derivalt) f szigortian monoton né min-
denhol, igy injektiv (egyébként beldthatd, hogy lim, ., f(z) = oo, f pératlan, folytonos
volta és a Bolzano tétel miatt, hogy bijektiv is), tehat f(z) = f(y) <= x = y, hiszen
az ellenkezd esetben a Lagrange-féle kozépértéktétel miatt az (x,y) intervallumon lenne
olyan w melyre f’(w) = 0, ami csak akkor teljesiilhetne mint lattuk, ha w = 0, ez vi-
szont lehetetlen, hiszen ekkor, x < w =0 < y, igy f(y) > 0 > f(z) = f(y) lenne, ami
ellentmondas. Ezzel tehat azt nyertiik, hogy:

r=vy=vad+ 2
Y )

22— a2 —2r=0.

Az x kiemelésével
r=0 vagy a'—22—-2=0.

Az utébbibdl 22 = 2 vagy 2? = —1, ahonnan, mint az els6 megolddsban lattuk és

ellenériztik
T = 0, To = \/5, T3 = —\/5
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IT1. Megoldas. (Szinder Barna Ferenc megolddsa)

Elso 1épésként, emeljiik az egyenletet a tizenotodik hatvanyra:
(2 +2)° = 2% (2 — 2)°.

A felirt alakbdl egyértelmiien latszik hogy az x = 0 egy gyoke az egyenletnek. A nem-nulla
gyokok kereséséhez az egyenlet két oldalat leoszthatjuk z3-nal, gy a kovetkezot kapjuk:

(3}2 + 2)3 — 1,2(3:,4 o 2)5

++/2-t behelyettesitve, az egyenlet igaz, tehdt tovabbi két gyok a v/2 és a —v/2. Ezen
harom gyokon kiviil nincsen tobb valds gyok, ezt fogjuk bizonyitani a tovabbiakban.
Az egyenlet két oldalat fliggvényekként kezelve:

fz) = (2* +2)°

f'(z) = 6x(2® + 2)
f(z) = 6(z* +2)* + 242*(2* + 2)

g(x) = 2*(a* = 2)°
J () = 2z(a* — 2)° + 202°(2* — 2)*
J"(z) = 2(z* — 2)° + 402" (z* — 2)* + 1002 (2* — 2)* + 3202° (2" — 2)°

Tudjuk hogy a két fiiggvény metszi egymést +1/2-ben, tehit ha ezt kovetSen az egyik
fiiggvény derivéaltja minden z > v/2 vagy < —v/2 esetén nagyobb mint a mésik fiiggvény
derivaltja, akkor biztosan kijelenthetjiik hogy nem metszik egymast.

T > /2

f(z) = 6z(2® +2) < 6z(a* — 2)% < 62(2* — 2)* < 202°(2* — 2)* < ¢/(7)
T < —/2:

f(z) = 6z(2® +2)* > 62(a* — 2)* > 62(2* — 2)* > 202° (2" — 2)* > ¢/(7)

r = —v/2és v = V2 értékek kozott az f(z) > 0 és g(x) < 0, tehdt nem metszik
egymadst, ezen az intervallumon nincs tovabbi gyoke az egyenletnek (a korabban megtalalt
0-n kiviil, természetesen)

r = v/2 esetén f(x) ~ 39,8 g(x) =0

r = /2 esetén f(x) = g(x) = 64

r>v2  és  x</2kozott f7(x) és ¢"(x) egyardnt pozitiv.

Ezen hirom tényt figyelembe véve kijelenthetjitk hogy az [v/2,v/2] intervallumon a
két gorbe nem metszi egymast, vagy végtelen metszéspontja van. Ellenben mivel a két
fiiggvény kiilonbsége egy huszadfoku polinom, aminek legfeljebb 20 gyoke lehet, ezért a
végtelen metszéspontot mint lehetoséget kizarhatjuk.

A vizsgalatot hasonléképpen elvégezve az [—+/2, —v/2] intervallumon ugyanezen eredményre
jutunk, igy bizonyitva hogy a korabban megtalalt harom megoldason kiviil nincs az egyen-
letnek tovabbi valés gyoke.
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4. feladat: Adjuk meg az aldbbi irraciondlis egyenlet dsszes valos megolddsdt.

(3zvz + 1) (v + 3)(x + 3) = 64z

I. Megoldas. (Major Botond megolddsa)

El6szor ismét kossiik ki, hogy x > 0, mivel a négyzetgyokjel alatt csak nemnegativ szam
allhat. Ezutéan alkalmazzuk az a = y/x helyettesitést. Igy az egyenlet a kovetkezd lesz:

(3a® + 1)(a + 3)(a® + 3) = 64a°.

A zardjeleket felbontva és az egyik oldalra rendezve a tagokat, majd elosztva mindkét
oldalt 3-mal, azt kapjuk, hogy:

a’+3a® +3a* —12a> +a*>+a+3=0.

Az egyiitthatok 6sszegébdl azonnal addédik, hogy az egyenletnek gyoke az a = 1, tehat
a — 1 kiemelhet6 a bal oldalbdl. Ezzel az egyenlet:

(a —1)(a° + 4a* + 7a* — 5a® — 4a — 3) = 0.

Itt a masodik tényezOben szintén nulla az egyiitthaték oOsszege, tehat ismét kiemelheto
a — 1 a mésodik tényez6bol. Az egyenlet a kovetkezd alakban irhato:

(a —1)*(a* + 5a® + 12a® + Ta + 3) = 0.

Tudjuk, hogy a > 0, ezért az a* + 5a3 + 12a® + 7a + 3 polinom minden a-ra pozitiv, vagyis
nincs valés gyoke.

Az egyetlen valés megoldds az a = 1-nek megfelel6 * = 1. Ez pillanatok alatt
ellendrizheto is.

A kovetkezo, 5. feladatnal tobben vélasztottdk az egyiitthatok vizsgdlatan alapuld
utat. Ezt mutatja be az els6 megoldds. A masodik megoldas Tiefenbeck Flérian egy
kiilonlegesen szép egyedi 6tletén alapul, mig a tovabbi megoldasok Telek Zsigmond komoly
technikai tudasarol adnak képet.

IT. Megoldéas. (Telek Zsigmond megolddsa)

Vilagos, hogy x > 0, hiszen az egyenlet csak ekkor értelmezhetd a gyokjelek miatt.
Behelyettesitéssel azonnal ellendrizhetd az is, hogy = 0 nem megoldés, tehat /= > 0.
Végezziik el az Osszes szorzast az egyenlet bal oldalanak szamléldjaban. Ekkor a jobb-
és bal oldalon egyarant minden tag pozitiv a beszorzasok utan is, igy hasznalhatjuk a
(silyozott) AM-GM egyenl6tlenséget (a vélasztott silyok kiilon zérdjelekben):

(Bzv/x + 1)(Vx + 3)(z + 3)
64

_ (3)z3 + (92T + (9)2* + (28)zv/x + (3)v/T + (3)z + (9)1 -
64 -

64 3 3 3 64 5 3
> \/x3‘3-x92-x9‘2-x282-x2-x3-19: \/x9-x2 cx18 .42 g2 L g3 .19 = x4/,
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(Bavz + 1)(Va + 3)(x + 3) > 64ay/7.

Talan kicsit elegdnsabb, ha tobb lépésben az egyes tényezoket kiilon-kiilon becsiiljik a
szamtani-mértani kozép kozotti egyenltlenséggel:

() (52 () -

(a:\/i+:c\/§4+x\/§+1) <\/E+1+1+1> (:1;+1+1+1

4 4 ) AM-GM

(Brvz+1)(VZ+3)(z+3) > 64 Var - Var - ¥z =64as 55 = 642z

Egyenléség pedig akkor és csak akkor teljesiil mindkét esetben, amikor:
P=rr==s/r=Vr=x=1,

ami valoban megtorténik x = 1-ben, tehat ez az egyetlen megoldas.
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5. feladat: Felbonthato-e alacsonyabb foki egész egyuitthatos polinomok szorzatdra az

2° — 2% + 1 polinom?

I. Megoldas. (Bokor Endre megoldadsa)

A feladat megoldédsa soran a kovetkezd két tételt lehet felhasznélni.

I. tétel.  Ha egy f(z) egész egyiitthatés polinomnak ¢ raciondlis szdm egy zérushelye,
ahol ¢ és d relativ primek, akkor f(x) felirhaté (dz — c¢)g(x) alakban, ahol g(z) szintén
egy egész egylitthatos polinom. Ennek a megforditottja is igaz.

IT. tétel.  Ha a § raciondlis szdm (Inko(c,d) = 1; ¢,d € Z) gyoke az f(x) polinomnak,
akkor d osztja a polinom foegytitthatéjat és c osztja a konstans tagjat.

El6szor vizsgaljuk meg, hogy létezik-e raciondlis gyok. Ugyanis ha nincs, akkor a
kérdéses primitiv polinom felbontasaban nem szerepelhet legfeljebb els6foki tényezo,
csakis egy felbonthatatlan harmadfoki és egy felbonthatatlan masodfoki polinom szorzataként
allhat elé. [

Raciondlis gyok csakis az 1 és -1 valamelyike lehet, azonban behelyettesitve egyik sem
lesz tényleges gyok. Tehat a kérdés, hogy léteznek-e a, b, c,d, e € Z szamok, amelyekre

2 —2* + 1= (2% + az® + bx +c)(2® + dr + ¢)

teljesiil barmely z-re. Ezekre a tényezokre ez csak akkor lehet igaz, ha létezik megoldéasa a
kovetkezé egyenletrendszernek. (Ugyanis két azonos foki polinom egyezéségéhez az egyes
egylitthaték paronkénti megegyezése sziikséges.)

d+a=0 (1)
e+ad+b=0 (2)
ae +bd+c=—1 (3)
be +cd =0 (4)
ce =1 (5)

Két esetet kell szétvalasztani. El6szor, mikor ¢ = 1 és e = 1. Ebben az esetben az elso és
negyedik egyenlet alapjan b = a, viszont ekkor nem lehet a mésodik és harmadik egyenlet
egyszerre igaz, vagyis nincs megoldas.
Masodik eset, mikor ¢ = —1 és e = —1. Itt is a és b egyenld. A masodik és harmadik
egyenlet
—1+ad+a=0 —a+ad—1=-1

Ez a ketto szintén nem lehet egyszerre igaz, hiszen az utébbi alapjan a = 0, amely az
el6bbi szerint nem lehet.

Vagyis f(z), a kérdéses polinom felbontdasdban nem szerepelhet legfeljebb harmadfoku
polinom sem, azaz x° — x? + 1 felbonthatatlan az egészek felett.

LAz egész egyiitthatés polinomkra vonatkozé elméleti ismeretek a Wikipedian és bevezeté algebra
tankonyvekben is megtaldlhatok:
https://hu.wikipedia.org/wiki/Gauss-lemma.
http://math.bme.hu/ wettl/okt/b1/2015/h04_15b1.pdf
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II. Megoldas. (Tiefenbeck Florian megolddsa)

Legyen f(x) = x° — 2% + 1, tegyiik fel, hogy f(x) = g(z) - h(z), ahol g és h egész
egytiitthatos polinomok.

Vizsgédljuk az f fliggvény -10 és 10 kozotti egész szamokon felvett értékét, nevezziik
megfelelonek azokat a szamokat, amik csak gy allnak el6 két masik egész szam szorzataként,
ha ezek koziil valamelyik abszolut értéke 1. Megfelel6 szamok ezek szerint a —1; 1; a
pozitiv és negativ primek.

x f(x) | megfelels?
-10 | -100099 Nem

-9 | -59129 Nem
-8 32831
-7 | -16855 Nem
-6 -7811 Nem
-5 -3149 Nem
-4 -1039

-3 -251

-2 -35 Nem
-1 -1

0 1

1 1

2 29

3 235 Nem
4 1009

5) 3101 Nem
6 7741

7 16759

8 32705 Nem

9 58696 Nem
10 | 99901

Tehét f(z) legalabb 11-szer vesz fel megfelel§ szamot egész = esetén.

Az f(x) dtédfoki polinom felbontdsaban ezért vagy g méasodfoku és h harmadfokd,
vagy ¢ els6foku és h negyedfoku.

A tovébbiakban fel fogjuk hasznélni, hogy egy k-ad foku f(x) valds egyiitthatds poli-
nom egy tetszoleges ¢ valds szamot legfeljebb k-szor vehet fel, ellenkez6 esetben ugyanis
az f(z) — ¢ polinomnak k-nél tobb zérushelye lenne, nem teljesiilne az algebra alaptétele.

Els6 eset:

Ha ¢g mésodfok, akkor g(x) = 1 és a g(x) = —1 is legfeljebb 2-2 x érték esetén teljesiilhet,
ugyanigy, ha h harmadfoku, akkor |h(x)| = 1 legfeljebb 6 kiilénb6z6 z-re teljesiilhet. Ebbél
kovetkezik, hogy g(z) - h(z) legfeljebb 10 kiilénboz6 egész « esetén lehet megfelel szdam,
ezzel ellentmondésra jutottunk.

Masodik eset:
A |g(z)] = 1 kett6 kiilobozé z-re, a |h(x)| = 1 legfeljebb 8 kiilonb6zé z-re teljesiilhet, igy
a g(x) - h(z) ebben az esetben is legfeljebb 10 egész = esetén lehet megfelelé szam, itt is
ellentmondésra jutottunk.
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Ezzel bizonyitottuk, hogy f nem irhato fel két alacsonyabb foku egész egytitthatdés poli-
nom szorzataként, amibdl kovetkezik, hogy kettonél tobb alacsonyabb foku szorzataként
sem frhat6 fel. (f(z) = g(z) - j(x) - k(x) esetén legyen h(x) = j(z) - k(z), ekkor ha j és k
egész egyiitthatds, akkor A is.)

ITI. Megoldas. (Telek Zsigmond megolddsa)

A feladatban szereplénél erdsebb allitést igazolunk, mégpedig, hogy 2° — 22 + 1 nem
bomlik fel alacsonyabb fokd racionélis egyiitthat6ji polinomok szorzatara sem (ez a
Gauss-lemma miatt ekvivalens a feladat allitdsaval). A raciondlis gyokteszt alapjan
az egyenletnek, ha van racionalis gyoke, akkor az a £1. Azonnal lathatd, hogy ezek
koziil egyik sem gyok, igy az 6todfokd polinombdl biztosan nem emelheto ki raciondlis
egyltthatos linearis kifejezés. Tehat ha szorzatta bomlik, akkor az csak gy lehet, hogy
az egyik harmad-, a masik méasodfokd polinom a faktorizaciés tétel miatt. Ekkor fel-
tehetjiik, hogy kiemelheto beldle valamilyen mésodfoku racionalis egyiitthatos polinom.
Ismert, hogy ilyen polinomoknak a gyokei az aldbbi alakban frhaték: r ++v/D; r, D € Q.
Ez azt jelenti, hogy 2° — 22 + 1-nek gyoke r + v/D. Behelyettesitve:

0= (r+ VD) - (r+ VD 1=

= D*V'D + 10DV Dr? + 5D%*r + 5V Dr* + 10Dr® — 2V Dr — D +1° —r? + 1 <
< —5D* —10Dr*+ D -1 +r* -1 = VD (D* +10Dr? 4 51t — 2r) «—=

~~
rac. rac.

<~ De{q|qeQ} vagy —5D*r—10Dr’+D—r°+r’—1 = D*+10Dr*+5r*=2r =0

Egyéb esetben ellentmondast kapnank, hiszen a bal oldal racionélis lenne, mig a jobb irra-
ciondlis. Ha D € {¢? | ¢ € Q}, akkor 7 + v/D € Q, ami nem lehet, hiszen az Gtédfokinak
nincs raciondlis gyoke. Tehat elég a masodik esetet vizsgalni, ekkor:

0 = (57)(D*+10Dr*+5r* —2r)4+(—5D*r—10Dr* +D—r°4r*—~1) = 40Dr*4-241°—9r* + D—1

—24r° 4+ 9r® + 1
4013 + 1

D(40r* +1) = —24r° + 9r? + 1 <= D = ; behelyettesitve és rendezve:

#0<—=reqQ

0= D? 4 10Dr% + 574 — 2 — —1024r10 4+ 12877 + 352r° + 167 + 287? — 2r + 1 _
(4013 +1)2

= 102470 — 12877 — 352r° — 167 — 2812 +2r — 1 =0

A raciondlis gyokteszt szerint tehat » = £27% i =0,1,2,...,10 alakd. Ha i = 0, akkor a
bal oldal pdratlan, jobb oldal paros. Ha i > 1, ezzel ekvivalensen (felszorozva 21%-10_¢l):

1 ¥ 23i—3 ¥ 11 - 25i—5 _ 26i—6 —7. 28i—8 + 29i—9 . 210i—10 =0

Ha ¢ = 1, akkor a bal oldalon paratlan sok paratlan szam osszege van, mely paratlan,
igy nem 0. Ha pedig ¢ > 1, akkor minden tag paros kivéve az els6t, ami 1, igy az Osszeg
ismét paratlan. Tehat ellentmondéasra jutottunk, hiszen feltettiik, hogy » € Q. Ez azt
jelenti, hogy az 6todfoku polinom nem bomlik alacsonyabb foku racionalis egytitthatéju
polinomok szorzatara.
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Erdekesség, hogy az 1024710 — 12877 — 3525 — 16r* — 2872 +2r — 1 polinom valés (2db)
gyokei a WolframAlpha alapjan, pontosan megegyeznek x° — 22 + 1, az eredeti polinom,
komplex gyokeinek valds részeivel.

IV. Megoldas. (Telek Zsigmond megolddsa)

Az el6z6 bizonyitasban belattuk, hogy az 6todfokinak nincs raciondlis gyoke, igy ismét
elég
2 — 2+ 1 = (y2* + 22 + vr +w)(ux® + pr +q); v, 2,v,w,u,p,q € Z (%)

alakban keresni a szorzatta alakitast. Konnyt latni, hogy két ilyen kifejezés 0sszeszorzasnal
az 0j foegyiitthaté a két féegyiitthatd szorzata lesz és ugyanez igaz a konstans tagra is.
Miutén a két polinom egész egyiitthatds, ezért yu, 2° — 22 + 1 féegyiitthatéjaval egyenld,
ami 1, csak ugy lehet, ha y = u = 41 és ugyanigy a konstansokra: w = ¢ = £1. Tehét
négy esetet kell megvizsgalni:

(y:17w:1)7 (y:]'7w:_]')7 (y:_1>w:1)7 (y:_law:_l)v

viszont ebbdl az utolsé kettd redundans, hiszen mindkét zarojelben —ban —1-gyel valo
szorzas nem valtoztat a szorzaton, viszont a féegyiitthatok és konstansok éppen a masik
esetekké valnak, a tobbi egyilitthatordl pedig nem tettiink fel semmi mast, csak hogy
egészek.

Az els6 eset, egyiitthatok osszehasonlitdasaval:

-+ 1= @4z’ o+ 1)(2* +pr+1) =

:E4 T x3 $2

~ = A~ - e -
— 0:p+z:p—|—'y:1+2p+'l}7Z+Up+1:—1 — Z2=0UV=—DP -

1—-p*—p=0; —p—p* +1=—1.

Ellentmondasra jutottunk, ez az eset nem &allhat fenn.
Masodik eset:

2’ — 2+ 1=+ 22" +vr - 1) (2 +pr—-1) =

x4 x z3 x?

—_ = /S
— O=p+z=—v—p=22p+tv—1=—2+vp — v=2=—p =

— PP —p—1=0; p+p*P=0p = —2p—1=0.
—_— —_——
p=0;1 p:_%

A p nem lenne egész, tehat ez az eset sem fordulhat el6. Az eredeti polinom nem bomlik
fel alacsonyabb foku polinomok szorzatara.
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6. feladat: Az a és b szdmok gyokei az x* + x® — 1 polinomnak. Mutassuk meg, hogy
akkor a - b gyoke lesz az 2° + x* + 23 — 2% — 1 polinomnak.

I. Megoldas. (Péter Kristof megolddsa)
Legyenek az f(z) = z* + 2% — 1 polinom gyodkei a, b, ¢, d, egyik sem nulla. A
Viéte-formuldk alapjan ekkor

a+b+c+d=-1 és abed = —1,

illetve a késobb felhasznalhato alakban:
ct+d=—-a—b—1, és cd = ——.

Az a és b gydkei az f(z) polinomnak, tehét
ad+a>—-1=0 és V1P —1=0,
ezekbdl néhany azonos atalakitassal kapjuk, hogy
(a* +a®) (0" +0°) = 1,

(ab)* + (ab)* + (ab)*(a +b) = 1,
1 — (ab)* — (ab)?

(ab)? '
Ugyanezt megtehetjik a c és d gyokokkel is:

a+b=

(' + ) d +d*) =1,

(cd)* + (cd)® + (cd)*(c +d) = 1.
A Viéte-formulakbdl behelyettesitve:

(&) (A (Y

(@)~ (G Y=

Az azonos atalakitasokat folytatva:
1\4 13 13 13
—) (= — —) =1
(ab) (ab> + (ab) (a+0)+ (ab> ’

B (Eyero

o+ b= (ab)’ — % @)

Az (1) és (2) jobb oldalait egyenl6vé téve és néhdny azonos atalakitas utan:

s 11— (ab) — (ab)’

(ab) ab (ab)? ’

(ab)® — (ab)® = 1 — (ab)* — (ab)*,
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(ab)® + (ab)* + (ab)® — (ab)* — 1 = 0.

Ez pontosan azt jelenti, hogy (ab) gyoke az x5 + x* + 23 — 22 — 1 polinomnak.

II. Megoldas. (Tiefenbeck Florian megolddsa)
Tudjuk, hogy a* + a® = 1 és b* + b® = 1, bizonyitani szeretnénk, hogy (ab)® + (ab)* +
(ab)? — (ab)* —1=0

Legyenek a és b egymastdl kiilonb6zé nemnulla gyokei az eredeti polinomnak. (Biz-
tosan van két kiilonboz6 gyok, mert ellenkezé esetben a konstans tag csak pozitiv lehetne.)
Ezeket a gyokoket behelyettesitve: a* + a® = b* + b3 = 1. Ebb6l kovetkezik, hogy:
0=a'+a*—0b* -0
_ab(a* +a® =" = b?)

B a—>b
0 = a’b + a®b® + a®b + a*V® + a*b* + ab* + ab®
0=a(b!+b*) +b(a" +d®) + a®*b*(a+ b+ 1)
Ha a* + a3 =1 és b* + b3 = 1, akkor:

0

0=a+b+a’b*(a+b+1) = (a+b)(1+a*b?) + a’b?

A két fenti egyenléséget osszeszorozva: (ab)3(1 + a + b+ ab) = 1, majd dtrendezve:

a+b= — 1 — ab, tovabba ezt kihasznalva:

(ab)?

0= <(a2)3 —1- ab) (1+ (ab)?) + (ab)?

Mindkét oldalt (ab)?-al megszorozva:

0= (1 (ab)’> — (ab)*)(1 + (ab)*) + (ab)®
0= —(ab)® — (ab)* — (ab)® + (ab)* + 1
Latjuk, hogy (ab) gyoke az x5 + z* 4+ 3 — 2% — 1 polinomnak.

ITI. Megoldas. (Telek Zsigmond megolddsa)

Legyen f(y) =y +yt+yP—y?—1ésg(x) == a4+ 23 —1 = (x—a)(z—b)(z—c)(x—d),
igy a g(x) Viéte-formulaibdl:

Si=a+b+c+d=-1; So=ab+ ac+ ad+ bc+ bd + cd = 0;

S3 = abc + abd + acd + bed = 0; Sy = abed = —1.
Miutén a, b gyokei a fenti egyenletnek, vildgos, hogy a* + a3 = b* + b3 = 1, {igy:

(a4 + a3)(b4 + b3) =1,
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(ab)* + (ab)® 4 a*b® + a’b* = (abed)?; j =2;3 (1)
Ha j = 3, akkor mindkét oldalt (ab)S-nal osztva:

1 L 1 L 1 L 1
(ab)? = (ab)® = a?b®  a®b?

1 1
_ 2 3
= Al = ) ot

(cd)® =
S2/(ab)?2  S3/(ab)?

Rendezés utan pedig:

(cd)® + (cd)® — (cd)? = —ppg + 5. @)

Legyen most j = 2 és osszuk (1) mindkét oldalat (ab)*-nel:

1 1 1
AP =1+ —+ =+ =.
(cd) +ab+a+b (3)

Most (2) és (3) Oszegébél éppne f(cd)-t kapjuk:
1 1 1 1 1 1 1
d - Y= —_ d 4 — 1 = — R - — Jp—
fed) a’b? i a3b? + (ed) a?b? * a3b? * ab * a * b
=1/a
/r—M
a+b+a*?+ a4+ a®0®  aPb+a’+a®)+a+b a  aPbP+a® + 0> +ab
a’h? B a3’ a a*h?

Ha b? helyett a-et emeliink ki a szdmldléban, akkor hasonlé lépésekkel:

f(Cd)— 1 n 1 +1+1+1_G2(bza+b3+62)+a—|—b b_a353+(12+b2—|—ab
a2 a3 ab  a b PETE b e :

Az f(cd)-re két kifejezést is kaptunk. Ezeknek egyenl6knek kell lenniiik.

AP +a?+b2+ab AP +a®+ b2+ ab
atb3 - a3bt ’

fled) =

A két tortnek egyforma a szamléldja. Ha teljesiil, hogy nevezojiik kiilonbozo, akkor csak
ugy lehetnek egyenlok, ha szamlalojuk nulla.

Ha a*b® = a3b* <= a = b, vagyis akkor nem lenne igaz az &llitas, ha g(z) gyokei mind
egyformak lennének, azaz a = b = ¢ = d, de g(0) < 0 és g(x) féegyiitthatdja pozitiv, tehat
ez nem lehet igaz, nem lehet mindegyik gyok egybeesé.

A (cd) gyoke az f(x) = 2%+ z* + 2® — 22 — 1 polinomnak.

IV. Megoldas. (Telek Zsigmond megolddsa)

Hasznéljuk az el6z6 megolddsban alkalmazott jeloléseket. Az a, b, ¢, d a g(x) polinom
gyokei és tekintsiik a kovetkezé P(x) hatodfokd polinomot:

P(z) := (z — ab)(x — ac)(x — ad)(x — be)(x — bd)(x — cd).

Szorozzuk Ossze a gyoktényezoket és vizsgaljuk meg az egyes egylitthatdkat. Lathato,
hogy z° egyiitthatdja 1, és a konstans tag S = —1. 2% egyiitthatéja —S, = 0, az x-nek
pedig: —S5% - S, = 0.

Az xt-re még Osszegytijtve: S; - S5 — Sy = 1.
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Az eredeti g(z) polinom alapjan tudjuk, hogy abcd = —1, ezért, ha valamilyen u-ra
P(u) = 0 <= P(—1/u) = 0, az x = 0 pedig tudjuk, hogy nem gyok, igy nem okoz
gondot. Tehat barmely u gyokre igazak a kovetkezok:

1 1 Y

P(u) = u® 4+ u* + yu® + 2u? —1—0———|————3—|———1— P(—1/u); y,z € R
u

0 =uSP(—1/u) + P(u) = (z + 1)(u?® + u?).

Mivel u # 0, ezért z = —1. Fontos megjegyezni, hogy P(0) < 0, P(x) féegytitthatdja
pozitiv, tehat legalabb egy valés nemnulla gyok van a folytonossag miatt, igy mivel ennek

erre az u-ra is teljesiilnie kell, z = —1 feltételniil teljesiil. Meg kell még hatarozni az y
1

egylitthatét. Kihasznélva, hogy cd = ——, bd = —— és bc = —— a P(1)-re
ab ac ad

Pl)=14+1+y—1—-1=(1-ab)(1 —ac)(l —ad)(1 —bc)(1 —bd)(1 —cd) =

:(1—ab)<1 a1b> (1—ac)(1+i>(1—ad)(1+%).

Paronként Osszeszorozva és ismét kihaszndlva abed = —1-et:

P(1) = ( ab + alb> (—ac + i) (—ad + %) = (—ab — cd)(—ac — bd)(—ad — bc) =

= —(a’bed + @*b° +a*V*d* + a**d* + ab’cd + abc’d + abed® + b*c*d*) =
—a? 1/d2

11 1 1 .
(+62+ +d2)+g+bic+d1

. L
N =r

=q

S S

= <—3> —2.22040=07r=52-25=1 = P(l)=y=-0+1=1
Sy Sy

Az egyiitthatok meghatdrozésa utdn fgy P(z) = 2% + 2t + 23 — 22 — 1, az f(x) és P(x)

polinomok megegyeznek. Ez azt jelenti, hogy a feladatban szereplé f(z) polinom gyodkei

mind a g(x) gyokeinek péros szorzataibdl adédnak.
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