Kardos-Montagh Matematikaverseny, I. forduld, 2020.

A 2020. évi Kardos-Montagh Matematikaverseny
els6 forduléjanak megoldasai

10. osztaly

1. feladat: Hatdrozzuk meg az m wvalos paraméter értékét ugy, hogy a mdsodfokii
2 —mz+m—1=0 é 2> — (m+2)x+ 6 =0 egyenletecknek pontosan egy kozos gyoke
legyen.

I. Megoldas. (Szigeti Péter dolgozata alapjin)

Ha a két egyenletnek van kozos gyoke, akkor az annak az egyenletnek is gyoke lesz,
amelyet a két egyenlet megfelel6 oldalainak kivonasdval kapunk. A két egyenlet kiilonbségével
addédo egyenlet viszont elsofokt, igy csak ennek megoldasa lehet a kozos gyok.

2> —mz+m—1=0, (1)
7 — (m+2)r+6=0. (2)

(1)-(2) kivonas elvégzése utan

20 +m —7=0,

Paraméteresen ez tehat a kozos gyok. Az elso egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy

(152 (52 om0
m? — 14m + 49 — 2m(7 — m) + 4m — 4 = 0,
3m? — 24m + 45 = 0,
m? —8m + 15 =0,
m =3, m = b.
Az m = 3 esetén a két egyenlet

22 —3r4+2=0 és 22—5x+6=0.

Ennek a két egyenletnek valéban egy kozos gyoke van az x = 2.
Az m =5 esetben a két egyenlet

22—bm+4=0 és 2> —Tr+6=0.

A ko6z6s gyok ebben az esetben x = 1.
Az m paraméter lehetséges értékei m = 3 és m = 5.
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II. Megoldas. (Kardos Barnabds megolddsa)
Az els6 egyenlet gyokei meghatarozhaték a megolddképlettel:

mEvm? —4dm+4  maE (m—2)

2 2 ’

T12 =

tehat 1 =1és 29 = m — 1.

Itt érdemes megjegyezni, hogy a feladat megoldasa soran ez a két gyok biztosan
kiilonb6zo, hiszen m = 2 esetén a masodik egyenlet diszkriminansa negativ lenne, egyaltalan
nem lenne valds gyoke.

Ennek megfelel6en két esetet kell megvizsgalnunk.

Felhasznaljuk hogy a Viéte-formuldk alapjan a masodik egyenletben a gyokok szorzata
6, a gyokok osszege pedig m + 2.

Ha x; = 1 a kozos gyok, akkor a gyokok szorzata alapjan a masik gyok csak a 6 lehet,
igy a gyokok oOsszege m +2 =7 ésm = 5. Ha x5 = m — 1 a kozos gyok akkor most a
gyokok osszege alapjan a masik gyok a 3 és a gyokok szorzatabol:

3(m—1)=6, m=3.

Az m paraméter lehetséges értékei m = 3 és m = 5.

Végil mindkét megoldashoz ellendrzésképpen:
m = 5 esetén a két egyenlet a gyokeivel:

22 =bm+4=0, x5 =1, To =4,

22 —T7x+6=0, z,=1, x3=6.

Mig m = 3 esetén:
2 —3c4+2=0, =2, x3=1,

2 =52 4+6=0, z1=2, x3=3.
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2. feladat Adja meg az egyenlet valos megolddsait:

V(@ =D —2)+/(z —3)(x —4) = V2.

Megoldas. (Hortobagyi Andrds megolddsa alapjdn)

A négyzetgyokjelek alatt csak nemnegativ szamok lehetnek, igy az els6 gyokos kifejezés
x €] —o00,1]J[2, +o0[, a mésik x €] — o0, 3] ][4, +00] intervallumokban értelmezhetd. Az
egyenlet megoldasai ennek a két halmaznak a metszetében lehetnek:

x €] — oo, 1] J[2.3] | J[4, +o0l.

Mint késobbiekben kideriil ez a megoldas szempontjabdl most nem jelent semmiféle valodi
megkotést. A folytatasban vigyiik at az egyik gyokos kifejezést az egyenlet masik oldalara,
majd emeljiink négyzetre:

Vi@ =3)(z—4) =v2—/(z - 1)(z - 2),

22— Tr+12=2-2\/2(22 — 3¢ +2) + 2% — 3z +2,

21/2(22 — 3¢ +2) = 4z — 8
V21?2 —6x+4=2r—4.

Itt mar lathaté, hogy a bal oldalon négyzetgyokos kifejezés all, ezért a jobb oldal is
legal,ébb nulla, x > 2.
Ujabb négyzetre emelés utan:

222 — 6x + 4 = 4% — 162 + 16,

222 — 10z + 12 = 0,
22 —5x+6=0,
T =2 és To9 = 3.

Ellendrzéskor latjuk, hogy z; = 2 esetén az elsé gyokos kifejezés nulla, a mésodik /2, mig
T, = 3 esetén a mésodik gyokos kifejezés nulla, az elsé pedig /2.
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3. feladat Tudjuk, hogy az
d — 32 +2r 4 ¢

polinom eqyik gyoke a mdsik gyok kétszerese. Hatdrozzuk meqg c értékét és a polinom
gyokeit.

Megoldéas. (Takdcs Bendegiz megoldasa alapjin)
Ha egy y szam a polinom gyoke, akkor tudjuk, hogy
Y =3y +2y+c=0. (1)
Ha ennek a szamnak a kétszerese is gyok, akkor az is teljesiil, hogy
(2y)° — 3(2y)* + 2(2y) + ¢ = 0. (2)
Az (1) és (2) bal oldalait egyenl6vé téve y-ra hidnyos harmadfoku egyenlethez jutunk.
8y — 12y +4y +c=1y> -3y  + 2y +c,
Ty® — 9y + 2y = 0.
Ennek az egyenletnek a gyokei y kiemelése, majd a masodfoki egyenlet megolddképlete
alapjan:
y(Ty* =9y +2) =0,
2

y1 =0, y2=1, ys = -

Ha az y olyan gyoke a polinomnak, amelynek a kétszerese is gyok, akkor az csak ezen y
értékek koziil keriilhet ki. (Kaptunk egy sziikséges feltételt a gyokok kozotti kapesolatra.)
A befejezéshez a Viéte-formulakat is felhasznaljuk.

Ha y = 0, akkor a 0 lenne kétszeres gyoke a polinomnak, igy a harmadik gyok csak a
3 lehetne, viszont ebben az esetben a polinom alakja:

vy —3) =y’ = 3"
Latjuk, hogy ez nem megfelel6, mert az elséfoku tag egyiitthatdja is nulla lenne. Ez az
eset tehat nem ad megoldast.
Ha y = 1, akkor a polinom két gyoke 1 és 2, tovabba a masodfoki tag egyiitthatéja

alapjdn a harmadik gytk a nulla, igy (szintén a harmadfoki Viéte-formuldk alapjén) c
értéke is nulla. A polinom:

(x —1)(z —2)x = 2® — 322 + 2u,

gyokei 1,2,0 és ¢ = 0.
Legyen végil y = % Ekkor a gyokok a masodfoki tag egyiitthatéja alapjan:

24 . 6 15

T T T
A polinom gyoktényezds alakban:

( 2)( 4)( 15)_ 3 21 2+<2 4+4 15+15 2) 120
)T )\ T ) T Tt T\ T T T ) T gy

Osszevonasok utan:
2 — 322 + 21 — ﬁ
343°

. . .. 2 é E 3 . _@
A polinom gydkei: =, 7,2 és ¢ = —373.

Két megoldasa van a feladatnak.
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11. évfolyam

1. feladat: Oldjuk meg a kovetkezo eqyenletet a valds szdmok halmazdn:

V24 +x+ V12 —z = 6.

I. Megoldas. (Bokor Endre megolddsa)

Mivel a négyzetgyokvonas a valds szamok halmazan csak pozitiv és nulla értékekre
van értelmezve, ezért az értelmezési tartomany x < 12. Atalakitva az egyenletet:

V12 —x=6— 24+ 1.

Emeljiik mindkét oldalt négyzetre, majd vezessiik be a v/24 + x helyett az y 1j ismeretlent.
Ekkor, felhasznélva, hogy x = y* — 24, kapjuk, hogy

12—z =36 —12v24 + 2 + (V24 + 1)?,

12—y +24 = 36 — 12y + %,
Yyt —12y = 0.

Szorzattd alakitassal:
y(y* +y —12) = 0.

A maésodfoku egyenlet megoldasaval az egyenlet gyokei:
y1 =0, Y2 = —4, Yz = 3.
Az ezekhez tartozo x értékek rendre:
r1 = —24, To = —88, r3 = 3.

Mindegyik kisebb, mint 12 és ellendrzéssel is latjuk, hogy valéban ezek mind gydkei is az
eredeti egyenletnek.

II. Megoldas. (Szapanidu Szofia Athina megolddsa)

Vezessiink most be 1j ismeretlent a négyzetgyokos kifejezés helyett: a = /12 — x. A
négyzetgyokvonas miatt a > 0, x < 12. Ezzel szdmolva x = 12 — a®. Most rendezziik az
egyenletet gy, hogy egyik oldalon csak a kobgyokos kifejezés alljon, majd a helyettesitést
kovetden emeljitk mindkét oldalt harmadik hatvanyra:

V24 +1x=6—+12— 1z,
V24 +12—a? =6 —a,
36 — a® = 216 — 108a + 18a* — a®.

Rendezés utan pedig:
a® —19a* 4+ 108a — 180 = 0.

Ha ennek az egyenletnek van raciondlis megolddsa, akkor az egész (a féegyiitthatd egy),
tovabba csak a 180 valamelyik osztdja lehet. Néhany behelyettesités utan latjuk, hogy
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a = 3 egy megoldés, emiatt a harmadfoku polinombdl kiemelhetd az (a — 3) gyoktényezé.
Most a polinomosztés helyett roviditve:

a® — 3a* — 16a* + 48a + 60a — 180 = 0,
a*(a —3) — 16a(a — 3) + 60(a — 3) = 0,

(a — 3)(a* — 160 + 60) = 0.

Az egyenlet gyokei:
ay = 3, A9 = 6, az — 10.

Végiil az ezekhez tartozé x értékek:

Ir = 3, To = —24, T3 = —88.
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2. feladat Oldjuk meg az egyenletet a valos szamok halmazan:

122° — 82t — 452 + 4522 + 8z — 12 = 0.

I. Megoldas. (Kotin Tamds megolddsa alapjin)

Az egyenletnek nem gyoke a nulla. Ha behelyettesitiink az = helyére %—et, majd az
egyenlet mindkét oldaldt —z°-nel megszorozzuk, akkor visszakapjuk az eredeti egyenletet.
Ez pontosan azt jelenti, hogy ha egy szam (valés vagy komplex) gyoke az egyenletnek,
akkor a reciproka is gyoke az egyenletnek. (Az ilyen egyenleteket reciprokegyenleteknek
nevezzik.) Az egyenlet gyokeit eszerint parba allitva a paratlan fokszam miatt lathato,
hogy van egy olyan gyok, amely csak onmaganak lehet a parja. Az a szam, amely egyenlo
a reciprokaval csak az 1 vagy a —1 lehet. A feladatban szereplé egyenletnek ezek koziil
az 1 = 1 a megolddsa. Ezutdn az (x — 1) gyoktényez& kiemelhet6 a nullara rendezett
egyenletbdl:

12(2° — 1) — 8z(a® — 1) — 452 (z — 1) = 0,

(z — 1)(122* + 122° + 120% + 122 + 1 — 82° — 82 — 8x — 452%) = 0,
(x — 1)(122"* + 42° — 412° + 42 + 12) = 0.
Meg kell még oldanunk a
122% +42° — 412° + 42+ 12 =0

egyenletet, amely ezek szerint reciprokegyenlet. Az el6z6 feladat masodik megolddsaban
is szereplé (Rolle-féle) kritérium alapjan a raciondlis gyok szamlaldja a konstans tagnak, a
nevezdje a foegytitthaténak kell, hogy osztdja legyen. Ennek alapjan gyorsan megtaldlhato
az r9 = —2 megoldéas. Tudjuk, hogy ennek reciproka az z3 = —% is megoldas. Ezek miatt
biztos, hogy az egyenletbdl kiemelhetd (z + 2)(2z + 1) = 222 + 52 + 2. A kiemelés utdn

122% + 42 — 412° + 4o + 12 = (22° + 5z + 2)(62% — 137 + 6) = 0.
Ha a masodik tényez6 nulla, akkor kapjuk a hianyzé két gyokot:

62> — 132 +6 = 0,

2 3
Ty — g, Ty = 5
Végig ekvivalens atalakitasokat végeztiink, az egyenlet megoldasai:
1 2 3
Tr = 17 T ATy o) o
2" 3 2

Megjegyzés: Az (x — 1) kiemelése utan kapott negyedfoki egyenlet megolddsara
a sztenderd eljaras a kovetkezo: mivel az egyenletnek nem gyoke a nulla, ezért végig
oszthatunk z2-tel.

1 1
122 + 4z — 41 +4— + 12— = 0.
x x

Kicsit rendezgetve:
1 1
12(2 4 ) +4(o+-) —41=0. (1)
x x
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Vezessiink most be 1j u ismeretlent az x + % helyett. Ezt négyzetre emelve
2 12 2 1
uz(ﬂt—l——) =z +2+ —.
x x
gy méar kézenfekvé a helyettesités (1)-ben:

12(u® — 2) 4+ 4u — 41 = 0,

12u” + 4u — 65 = 0.
Ennek gyokei a megolddképlettel:
5 13

Uy = —= €S U = —.
2 6

Visszahelyettesitve az u helyébe (x + %)—et kapjuk a fenti gyokoket.

Ugyanennek a feladatnak a kovetkezé megoldasa nagyon egyedi otleten alapul, a
versenyzo6 tigyesen éri el, hogy homogén egyenletet kapjon.

IT. Megoldas. (Szapanidu Szofia Athina megolddsa alapjin)
Az (x — 1) gyoktényezd kiemelése utan meg kell még oldani az
120% + 42° — 412° + 4z + 12 =0
egyenletet. A parokba rendezés utan
12(z* + 1) + 4o(2* + 1) — 412% = 0.
Vezessiink most be 1j ismeretlent az (z2+ 1) helyett. Legyen a = 2%+ 1, ezzel az egyenlet:
12a% — 242% + 4za — 412% = 0,

12a% + 4za — 652% = 0.

Ez a-ra nézve egy paraméteres masodfoki egyenlet, amelynek megoldésai:

—4x £ /1622 + 312022  —4z + 562

a172 = =

24 24
Innen
a; = —§x és  ap = Ex
1 — 9 3 2 = 6 .
Most felhasznélva, hogy a = 2% + 1, kapunk két mésodfoki egyenletet:
5 13
x2+1:—§x, 1:2—1—1:Ex,

202 +5x+2=0, 62°—13z+6=0.

Azonnal adédnak az 6sszes megoldéasok:

1 2 3
1,-2,—-, = —}.
xe{? ) 27 372
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3. feladat Hatdrozzuk meg az a;b; c paraméterek értékét gy, hogy az
ot + 2%+ ar? + by +c

polinom (x — 1)-gyel, (v — 2)-vel, (x — 3)-mal osztva rendre 1,2,3 maradékot adjon.

Megoldas.

Jeloljiik a feladatban szerepl6 polinomot f(x)-szel. A feltételek alapjan, ha az f(z)—1
polinomot tekintjiik, akkor ebbdl az (x—1) tényezé kiemelhetd. Ez azt jelenti, hogy ennek
a polinomnak az z = 1 az egyik gyoke, vagyis behelyettesitve ebbe a polinomba z = 1-et
nullat fogunk kapni.

fA)=1=141+a+b+c—1=0.

Ebbdl az els6 linearis egyenlet a, b, ¢ egyiitthatéinkra vonatkozdan:
a+b+c=—1 (1)

Maésodszor tekintsiik az f(x) — 2 polinomot. Ezt a polinomot (x — 2)-vel osztva a nulla
lesz a maradék, tehat ennek a polinomnak gyoke a 2. Behelyettesitéssel:

16 +8+4a+2b+c—2=0,

da + 20+ ¢ = —22. (2)

Végiil ugyanezzel a megfontoldssal (z — 3) kiemelhet6 az f(x) — 3 polinombdl, vagyik
ennek a polinomnak gyoke a 3.

81427 +9a+3b+c—3=0,

9a + 3b + ¢ = —105. (3)

Az (1), (2), (3) egyenletek egy linedris, hdromismeretlenes egyenletrendszert hatdroznak
meg. Ennek megolddsara tobbféle lehetOség is rendelkezésre all. Az egyik legegyszeriibb
és leggyorsabb talan az, ha kihasznaljuk az egyenletek egytitthatoi kozotti kényelmes
kapcsolatokat. Vonjuk ki az elsé egyenletet a masik kettobol:

(2)-(1)  3a-+b=—2L (4)

(3)-(1)  8a+2b=—104. (5)

Az (5) egyenlet mindkét oldalat kettével osztva majd ebbdl kivonva a (4) egyenletet
kapjuk, hogy

Ezt beirva (4)-be azonnal

Végiil az (1) egyenlet alapjan
314 T24c= 1,

c= —42.

Az z* + 2% — 3122 + 722 — 42 polinomba sorra az 1, 2, 3-at helyettesitve megkapjuk az
1, 2, 3 maradékokat. A keresett paraméterek:

a=-31, b="72, c=—42.
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Megjegyzések.

1. A feladatot sikeresen megoldé harom versenyzo - Bokor Endre, Szapanidu
Szofia Athina és T6th Janos - polinomosztés segitségével dolgozott, bar ennek a konkrét
kivitelezését mindannyian kicsit masként végezték. A megoldds szempontjabdl azonban
a lényeges az, hogy elosztottak az f(x) = z* + 2® + ax?® + bx + ¢ polinomot az (z — 1)
polinommal:

'+t tart+br+e=(r—-1)(2"+22+(a+2)r+(a+b+2)+(a+b+c+2).
A maradékrdl tudjuk, hogy 1-gyel egyenld, ebbol
a+b+c=-1

A polinomosztassal rendre megkaphaté az egytitthaték kozotti harom linearis egyenlet.

2. Bokor Endre a lineéris egyenletrendszert Cramer-szaballyal oldotta meg.
Az egyenletrendszer matrixa:

1 11
A=14 2 1
9 3 1
Ez a matrix regularis, det A = —2, igy az egyenletrendszernek van egyértelmii megoldasa.
Az egyes oszlopok cseréjével:

-1 11 1 -1 1 11 -1
D,=|-22 2 1|=62, Dy=14 —22 1|=—144, D,= 4 2 —22|=84.
—105 3 1 9 —105 1 9 3 —105

D, D D,
— ° —42.

&:detA: L b:detA:m’ C:detA:
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12. évfolyam

1. feladat: Adja meg az egyenlet 0sszes megoldasat a valos szamok halmazdin :
r+9 560
-1 — =0.
S s T

I. Megoldas. (Major Botond megolddsa)

Eloszor nézziik meg, hogy mi az értelmezési tartomanya az egyenlet bal oldalan allo
fiiggvénynek. Mivel az x — 15 szerepel a nevezében, nem lehet nulla, tehat = # 15. A
négyzetgyokjel alatt csak nemnegativ kifejezés allhat, ezért x‘”f195 > 0. Ez akkor teljesiil,
ha x + 9 és x — 15 azonos eldjeliek. Ebbdl azt kapjuk, hogy = < —9 vagy x > 15. Ezzel
megkaptuk, hogy milyen tartomanyokban keressiik a gyokoket.

Az értelmezési tartomanyban x # 15, ezért az egyenlet mindkét oldalat megszorozhatjuk
(x — 15)-tel. A szorzas utén 2 esetre kell bontani a megoldést: amikor x — 15 > 0, illetve
amikor x — 15 < 0.

I. eset: z—15>0

Itt pozitiv szammal szoroztunk, ezért nyugodtan bevihetjiik a gyokjel ala. Ezutan a
kovetkezo formajui lesz az egyenlet:

a® — 19a — 560 = 0, ahol a:\/($+9)(1:—15).

Ennek az egyenletnek a gyokei: a; = 35 és as = —16. Az a jelolést négyzetgyokos
kifejezés helyett vezettiik be, a > 0, azaz csak a = 35 adhat helyes megoldést.
A gyokos egyenlet igy

V(@ +9)(z — 15) = 35,

Mindkét oldalt négyzetre emeljiik, a zardjelet kibontjuk, illetve az egyenletet egy oldalra
rendezziik. Ezek utan az
2 — 62 — 1360 =0

egyenlethez jutunk, amelynek gyokei a kévetkezok:
1 =40 és zo = —34.

A kezdeti feltétel ebben az esetben az volt, hogy x > 15, ezért csak az x = 40 a valodi
megoldas. Ezzel az els6 esetet megoldottuk.

II. eset: z—15<0

Most x — 15 < 0, ezért az x + 9 is kisebb 0-nal. Ezek utan csak ugy tudjuk bevinni
a négyzetgyokjel ald az x — 15-t, ha kiemeliink (—1)-et. Ekkor az egyenlet a kévetkezd
formajuava valik:

b2 +19b — 560 = 0, ahol b= \/(z +9)(x — 15).
Ezt az egyenletet b-re megoldva a két gyok:
b1 =16 és b2 = —35.

Mivel b > 0, ezért csak a b = 16 lehet a jo.
Ebbdl kovetkezik, hogy

V(@ +9)(x — 15) = 16.
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Mindkét oldalt négyzetre emeljiik, a zardjelet kibontjuk, tovabba rendezziik az egyenletet.
Ezek utdn az 22 — 62 — 391 = 0 egyenlethez jutunk, melynek gyokei a kovetkezok:

Ty = 23 és T = —17.
A kezdeti feltétel ennél az esetnél az volt, hogy x < —9, ezért csak az x = —17 a helyes
megoldas.

Tehat az eredeti egyenletnek két megoldasa van:

1 =40 és a9 = —17,

melyek beleesnek a megfeleld intervallumokba, és mivel ekvivalensek az atalakitasok,
valoban kielégitik az eredeti egyenletet.

Ellen6rzés:

49 560 133 112
=40 —-49—-194/ — — — =49 — — — —
r=RT T 5

5 - )
v 17— 819y — 20 _ g D

39 __32— 8 74——:0.

II. Megoldas. (Telek Zsigmond megolddsa)

Behelyettesitéssel azonnal kapjuk, hogy =z

—9 nem megoldas, igy a gyok alatti
kifejezés és igy a tort gyoke is hatarozottan pozitiv. Legyen a := :f_+195, és fejezziik ki
az x-et és az egyenletben szerepld Osszes tagokat ezzel az 4j ismeretlennel.

s T+9 24
a“ = =1+ ,
xr — 15 r — 15
24 24
a? —1= # 0, vagy méas alakban: x — 15 = :
xr—15 a?—1
(Itt az is 1athatd, hogy a® — 1 # 0.) Ebbél mar adédnak az egyenlet egyes tagjai is:
24 24a> 560 560
9= 24 =
v a?—1 * a?—1’

2

— =—(a"—1)—.
-5 @by

Ezekkel a helyettesitésekkel az eredeti egyenlet:

24a?
a?—1

—19a — (a* — 1)E

3
Néhany 1épéssel korabban lattuk, hogy a? — 1 # 0, igy az egyenletet eloszthatjuk ezzel.
240>
LT
(a® —1)? a?—1

Ez egy masodfoku egyenlet y = —*5-re nézve,

— 703.

24y* — 19y — n =0.

3
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Ennek gyokei
2, 35
Y1 = 3 €S Y2 = 5k

Az a-ra igy két masodfoku egyenletet kapunk:
a 2 a 35

2—1_ 3 e a2—1 24

Ezek megoldésaval
—3a=2d>—2,  24a = 35a* — 35,
2¢° +3a—2=0,  35a°—24a—35=0,
a; = —2, agzl, a3:—§, a4:Z.
2 7 5
Az a csak pozitiv értékeket vehet fel, tehat ezek koziil csak ketté fog megoldast adni az

eredeti egyenletre:
[z+9 1 [x+9 7
r—15 2 r—15 5

r+9 r+9 49

1
r—15 4 x—15 25
4x 4+ 36 = — 15, 2bx + 225 = 49x — 735,

x=—1T7, x = 40.

A 1épések ekvivalens atalakitasok voltak, az egyenletnek pontosan ez a két valds szam
a megoldasa.

Megjegyzés. Telek Zsigmond egyik megoldésaban az értelmezési tartomany meghatarozasa
utan differencialszamitassal dolgozott. Tisztazta, hogy az

219 560
— 24919/ _
flo) =+ r—15 z—15

fliggvény értelmezési tartomédnya a | — oo, —9] (|15, +00| halmaz. Miutdn az z = —9
nem zérushelye a fiiggvénynek, ezért az értelmezési tartomany valéjaban két nyilt inter-
vallum egyesitése. Ezutan bizonyitotta, hogy a fliggvény derivéltja, ahol a differencialas
elvégezhetd (és ezért kellett az x = —9 vizsgdlata) mindig pozitiv. A fliggvény mindkét
nyilt intervallumban szigorian monoton névekedd, tehat legfeljebb két zérushelye lehet.
Az egyenletnek legfeljebb két megoldasa van, amelyeket aztan kozolt és behelyettesitéssel
ellenorizte, hogy valoban megoldasok.
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2. feladat: Keresse meg az egyenlet valos megolddsait:

1 21ogg 95(4 — )

=1.
logg(3 + ) log,(3 + )

I. Megoldas. (Tiefenbeck Floridn megolddsa)

Eloszor adjuk meg az értelmezési tartomanyt. A logaritmusokat csak pozitiv szamokra
tudjuk értelmezni, emiatt —3 < z < 4, tovabba a nevezében szereplo logaritmus nem
veheti fel a nulla értékét, tehat © #£ —2.

Ezutan a logaritmus azonossagai alapjan irjuk at mindegyik logaritmust kettes alapra:

log,(3+x) 2log,(4 — )
logs(3 +z) = IQOgT’ és 2logyos(4— ) = logzw = —log,(4 — x).
Ezekkel atirva az egyenlet bal oldalat:
log, 6 logy(4 —x)

log,(3+ ) logy(3+x)

A nemnulla nevezovel beszorozva és a masodik azonossag alkalmazasa utan:

log, (ﬁ) = log,(3 + ).

A 2-alapt logaritmusfiiggvény szigorii monotonitdsa miatt a logaritmusok argumentumai
is egyenlok, igy egy masodfoku egyenletet kapunk:

6
4—ux
6=(4—2)(3+x),

2 —r—6=0.

=3+,

Ennek gyokei 1 = 3 és x9 = —2, melyek koziil csak az els6 lehet megoldas a feltételek
miatt. ) )
Ellen&rzés: logl6 5T i)ggoﬁf =140=1.

Az egyenlet megoldasa: © = 3.

II. Megoldas. (Sziinder Barna Ferenc megolddsa)

Az értelmezési tartoméany pontos meghatarozasa az elsé megoldassal egyezden tortént.
Ezutan kettes alapu logaritmus helyett most tizes alapi logaritmusokat hasznélt. Mind-
egyik logaritmikus kifejezést (az els6 megoldasndl latott 1épésekben) &tirt tizes alapra.
fgy az egyenlet:

lg 26 lg(4 — x)
lg3+x) g3+ x)
lg6—1g(4—2) =1g(3+x).

A lg6 egy konstans. Az f(z) = lg(4 — z) fliggvény szigortian monoton csokkend konkdv
fiiggvény, emiatt a g(z) = —lg(4 — =) szigorian monoton névekedd és konvex fiiggvény.
A bal oldal eszerint egy szigorian monoton noévekedé konvex fiiggvénynek, mig a jobb
oldal egy szigorian monoton noveked6 konkav fiiggvénynek felel meg. Két ilyen fiiggvény
grafikonjanak geometriai okbdl legfeljebb két metszéspontja lehet. Ezek konnyen meg-
talalhatok: © = 3 és x = —2, de tudjuk, hogy utébbi nem lehetséges, mert az eredeti

egyenletben nulla szerepelne a nevezében.

Az egyetlen megoldas az x = 3.

)
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3. feladat: Igazoljuk, hogy ha a,b,c és d kilonbozd egész szamok, tovabbd tudjuk,
hogy az (x — a)(z — b)(x — ¢)(x — d) — 4 polinomnak gyike a q egész, akkor q = “trtetd,

Megoldas. (Péter Kristof megolddsa)
A g egész szam gyoke az adott polinomnak, tehat

(g—a)g—b)(g—c)(g—d)—4=0.

Az egyes tényezdk is egészek, s6t mind kilonbozo egészek a feltétel miatt, igy a

(g—a)(g—=0)(g—c)(g—d) =4

szorzatban négy kilonbozo egész szam szorzataként kell eléallitani a 4-et. A tényezdk
mindegyike osztdja a 4-nek, tehat mindegyik egy-egy kiilonbo6zo eleme a

{—4, —2, —1,1, 2, 4}

halmaznak. Ha valamelyik tényezo 4 vagy —4 lenne, akkor a maradék harom tényezo
mar csak a az 1 és a —1 koziil keriilhetne ki, vagyis a skatulyaelv alapjan bizotsan lenne
kozottik legalabb két egyforma. A 4-et és a —4-et tehat ki kell zarnunk a lehetséges
osztok, tényezok kozil. fgy viszont pontosan négy kiilonbozé osztéja maradt csak a 4-
nek, tehat valamilyen sorrendben ezek lesznek a (¢ —a), (¢—0), (¢—c¢), (¢—d) tényezok.
Vegyiik most az Osszegiiket, akkor

g—a+q—b+q—c+q—d=(-2)+(-1)+1+2=0,

dg=a+b+c+d,

tehat ¢ valéban a négy egész szam szamtani kozepe.
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Desszert - feladatok minden résztvevonek
1. feladat: Adja meg az egyenlet valds megolddsait:

(22 + 92 —7)° + (22° — T2 +6)° = (32 + 22 — 1)°.

I. Megoldas. (Major Botond megolddsa)

Legyen a = 22 + 92 — 7 és b = 22° — 72 + 6. Mivel a + b = 32% + 22 — 1, az eredeti
egyenlet a kovetkezo alakuva valik:

a® 4+ b = (a+b)>.
A jobb oldalt azonossag alapjan kibontva, majd rendezés utan szorzattd alakitva:
&+ 0 =a®+ b3 =a® + b + 3a%b + 3ab?,

ab(a + b) = 0.

Egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényez6je nulla. Tehat a fenti egyenlet akkor
teljestil, ha: (1) a = 0 vagy

(2) b =0 vagy
(3) a+b=0.
Az (1)-es egyenletbdl (visszahelyettesitve) az z? + 9z — 7 = 0 egyenlet lesz, melynek
gyokei:
—9 — /109 —9++/109
T = & Ty =

A (2)-es egyenletbdl (visszahelyettesitve) az 222 — 7x + 6 = 0 egyenlet lesz, melynek
gyokei:
T3 =2 és xy4= §
2
A (3)-as egyenletbdl (visszahelyettesitve) az 322 + 2z — 1 = 0 egyenlet lesz, melynek
gyokei:
rs = —1 és 1'6:1.

3
Tehat az egyenletnek 6 kiilonbozd gyoke van, melyek a kovetkezok:

9-V109 -9+ /109 3

rN=———"—"" T2 ,1’3:2,1‘4:—,1’5:—1 és Tg = =.

2 2 2 3

Mivel ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért ezek valoban megoldasok és csak ezek
megoldéasok.

IT. Megoldas. (Péter Kristéf megolddsa)

Az a® + b = (a + b)(a® — ab + b*) azonossdg felhaszndlasdval az egyenlet bal oldala
szorzattd alakithato.

(22 +92—T)+(22% —T2+6)]-[(2*+92—7)*— (2*+92—7) (22° —T2+6) + (20>~ 72+6)?] = (32 +22—1),

(3x*+2x—1)-[(2*+92—T7)*— (22 +92—7)(22% — T2 +6) + (22° — T2 +6)%] = (3z°+2z—1)>.
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Ha 322422 —1 = 0, akkor teljesiil az egyenldség, ennek a masodfoki egyenletnek a gyokei
megoldésai lesznek az eredeti egyenletnek:

1
I = —1, €S To = —.

3

A tovdbbiakban maér feltehetjiik, hogy 3z% + 2z — 1 # 0 és egyszerlisithetiink ezzel a
tényezével. Az egyenlet igy mar ,,csak” negyedfokui:

(22 4+ 92 —7)* — (22 + 92 — 7)(22° — Tz + 6) + (22° — Tx + 6)* = (32 + 2z — 1)
Vonjunk ki mindkét oldalbél (22% — T + 6)%-et és alakitsuk mindkét oldalt szorzatta.
(22 4+ 92 —7)* — (2* + 92 — 7)(22° — Tz + 6) = (32° + 22 — 1)* — (22 — T2 + 6)?,

(22492 —7)[(2*+92—7)—(22°—T2+6)] = [(32*+22—1)+(22°—T2+6)]-[(32* +22—1)— (22* — Tz +6)],
(2% 4+ 92 — 7)(—2% + 162 — 13) = (52 — 52 + 5) (2> + 92 — 7).

Most lathaté, hogy 2% + 92 — 7 = 0 esetén az egyenlet mindkét oldala nulla, ennek a
masodfoki egyenletnek a gyokei is megoldédsai az eredeti egyenletnek:

9109 =9+ /109

T3 = es Ty
2 ’ 2

A tovabbiakban feltehetjiik, hogy 224 92 — 7 sem nulla, {gy djabb egyszeriisitést kovetSen
mar csak egy méasodfoki egyenlet marad:

—2? + 16z — 13 = 522 — 5z + 5,

62% — 21x 4+ 18 =0,
2% — Tx + 6 = 0.
Ennek gyokei:
, 3
rs =2, 6s x6:§.

Az egyenlet megoldéasai:

-9 — 109 -9+ v109
_ = 2TV

T = ——————, Ty 5

2 5 1 é L
= Ty = =, Ty = — es Tg = —.
9 3 ) 4 27 5 6 3

Végiil egy egészen extra oOtlet, amelyre egy egyenlet megoldasa soran legtobben biztos,
hogy nem gondolunk.

ITI. Megoldas. (Tiefenbeck Floriin megolddsa)

Keressiik el6szor az egyenlet raciondlis megoldasait, viszont ha x raciondlis, akkor a
zardjelben 1éve kifejezések is raciondlisak. A Nagy Fermat-tétel miatt igy az egyenlet csak
akkor teljesiilhet, ha valamelyik zardjelben all6 kifejezés értéke nulla.

Ennek bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy

)+ = (5)
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ahol a, b, ¢, d, e, f mind egész szamok és b, d, f egyike sem nulla. Szorozzuk meg az
egyenlet mindkét oldalat (bdf)3-nal, akkor

(adf)* + (cbf)* = (ebd)’,

Ezek egész szamok, két kobszam Osszege egy harmadik kobszam. A Nagy Fermat-tétel
alapjan ez csak ugy lehetséges, ha valamelyik szamlald, azaz valamelyik tort nulla.

Legyen ¢ = 2>+ 91— 7, &= 202 — T + 6 és ? = 32% + 22 — 1. Vizsgdljuk el6szor azt
az esetet, ha ez utébbi tort nulla. A 322 + 2z — 1 = 0 egyenlet gyokei

, 1
T = —1 es To = g
Helyettesitsiik be az 1 = —1 értéket az egyenlet masik két masodfoku kifejezésébe:

%:x2—|—9x—7:—15, §:2m2—7x+6:15.

E két szam kobének osszege 0, tehat megkaptuk az eredeti egyenlet egy megoldasat. Most

hasonléképpen szamoljuk ki az egyes masodfoku kifejezések értékét, ha xo = %
35 35

%:x2+9x—7:—§, §:2I2—7x+6:§.

Ezek is egymas ellentettjei, tehat az zo = % is megoldasa az eredeti egyenletnek.

Legyen most 222 — 7o + 6 = 0. Ekkor majd annak teljesiilését kell vizsgdlni, hogy
7= % egyenlok-e.
20° — Tx +6 =0,

, 3
T3 = 2, €S Ty = 5
Ha x5 = 2, akkor

%:x2+9x—7:15,§:3x2+2x—1:15.

Mig, ha x4 = %—et helyettesitiink, akkor

%:x2+9x—7:%,§:3x2+2x—1:%‘

Ezzel az eredeti hatodfoku egyenletnek tovabbi két megoldasat kaptuk meg. A har-
madik masodfoku kifejezés, az 2% + 9z — 7 zérushelyei nem raciondlisak, {gy a hidnyzé
megoldasokat (két megoldast) mas tton kell meghatéaroznunk. A versenyzé itt azt az utat
valasztotta, hogy nulldra rendezte a hatodfoki egyenletet majd kiemelte a (3% 4 2z — 1)
és (22% — Tz + 6) tényezdket.

182°% 4 112° — 5792* + 4682° + 4532% — 5612 + 126 = 0,
(322 + 22 — 1)(22% — Tz + 6) (32 + 27z — 21) = 0.
Lathatd, hogy mar csak a
322 + 270 — 21 =0,
2+ 9r—7=0
egyenlet gyokeit kell meghataroznunk. Ezek:

-9 — /109

%—T, és  xg

_ —9++/109
- ==
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2. feladat: Legyenek a és b tetszoleges valos szamok. Keresssik meg a kovetkezo
kifejezés minimumdt:
6a® + 30> — 4ab — 8a — 2b + 11.

I. Megoldas. (Bokor Endre megoldadsa)

A kifejezés ekvivalens atalakitasokkal konstans eltéréssel teljes négyzetek Osszegévé
alakithato.

6a> + 30> —4ab—8a —2b+ 11 =2a*> —4ab+ 20> + 4a®> —8a+4+ > —20+1+6 =

=2(a—b)*+4(a—1)*+ (b—1)* +6.

Innen adédik, hogy a kifejezés legkisebb értéke legalabb 6. Ez azonban csak akkor lesz
a tényleges minimum, ha megadhato olyan a és b, amelyekre mindharom teljes négyzet
nulla. Ez be is kovetkezik a = b = 1 esetén.

A kifejezés minimuma 6, amelyet a = b = 1 esetén vesz fel.

II. Megoldas. (Telek Zsigmond megolddsa)

Egy jéval nehezebb azonos atalakitast kovetoen most egy teljes négyzet szamszorosanak
és egy masodfoki egyvaltozds polinomnak az 6sszegévé alakitjuk a kétvaltozos polinomot.

2 1
6a* 4 30> — 4ab — 8a — 2b + 11 = g(:m —b—2)?+ §(7b2 — 14b + 25).

Az els6 tag legalabb nulla. Ha meghatarozzuk, hogy a masodik mésodfoki polinom mely
b-re minimalis, majd meg tudunk adni ehhez olyan a-t, amelyre ugyanakkor az els6 négyzet
nulla, akkor megtaldltuk a minimumot. A 76> —14b+25 = 7(b— 1)+ 18 ldthatéan b = 1-
nél veszi fel minimumat. Ehhez kell gy megadnunk az a értékét, hogy az els6 négyzetben
nulla legyen. Lathatéan ez a = 1-nél be is kovetkezik.

Tehat a minimumot a = b = 1 esetén veszi fel a kétvaltozds polinom, amelynek értéke,
a minimum 6.

Megjegyzések.
1. A feladatot sikerrel megolddk tobbsége az elsé megoldas szerinti utat valasztotta.
Valoszintileg ez a természetesebb mddszer. PL.

z(a—b)*+ (6 —x)(a—y)* + (2 —2)(b—2)*

kibontasaval és az eredeti kétvaltozds polinommal torténd osszehasonlitassal gyorsan meg-
talalhaték: x =2,y =1, z = 1.

2. Erdekes utat véalasztott Sziinder Barna Ferenc és Kotén Tamés. Konstans b
paraméter esetén keresték az f(a) = 6a® + (—4b — 8)a + (3b*> — 2b + 11) minimumbhelyét.
Ezt megtalaltak az a = b+72 helyen. Ezutén az a helyébe irva ezt az értéket mar egyvaltozos
polinomot kaptak b-re. Ez pedig a minimumat a b = 1 helyen veszi fel, amit visszairva az
eredeti kifejezésbe kapjuk, hogy a = 1, tovdbba a minimum 6. A megoldas csak abban
az esetben teljes, ha a leirasbdl kideriil, hogy tetszéleges a-ra a minimumot %—nzﬂ veszi
fel, tehat ha az Osszes b-re megnézziik ezeket a masodfokuakat, akkor az Osszes lehetséges
a-ra a minimumokat tekintve a kétvaltozos polinomhoz tartozé paraboloid parabolamet-
szeteinek alsé pontjai kozott keressiik meg a minimalisat, igy ez tényleg az abszolit min-
imumhely.
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3. Telek Zsigmond kétvaltozos fiiggvények derivalasaval is adott egy megoldast. Az
elso parcidlis derivaltak eltlinése egy-egy els6foku kétismeretlenes egyenletet ad a-ra és b-
re. Ennek egyetlen megoldasa a = b = 1. Ez egy sziikséges feltétel a széls6érték létezésére.
Be kell latni, hogy ez valoban egy minimumbhely.
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