Hrask6 Andras: FPI tehetséggondozo szakkor 12. évf, karacsony

1. Az alébbi — kiilonb6z6 szamrendszerekben megadott — szamok koziil hany paros van?

1235; 1234¢; 123457; 123456s; 12345679.

2. Egy bolha a szamegyenes origdjabol indul és minden masodpercben eggyel jobbra vagy balra ugrik.
A a 11-edik masodpercben épp az 5-ben talalhaté. Hanyféle ugrassorozattal juthatott oda?

3. Hany olyan nemnegativ egész szamokbdl all6 legaldbb haromelemt szamtani sorozat van, amelynek
elsg eleme a 0, utols6 eleme a 20137

4. A 2012 egy hidalhat6 négyjegyii volgyszam. Négy szamjegybdl all, a két szélsé nagyobb, mint a
kozépsk (volgyszam) és a két szélss egyenls (hidalhato). Osszesen hany hidalhaté négyjegyii volgyszam
van?

5. Hanyféleképpen juthat el a kiraly a 4 x 4-es sakktabla bal alsé sarkabol a jobb fels6 sarkaba,
ha minden lépésben a vele jobbra szomszédos, felfelé szomszédos vagy atlosan jobbra felfelé szomszédos
mezére mehet at7

>

6. Egy sakkversenyen mindenki mindenkivel egyszer jatszik. Ha a résztvevok csak feleannyian lenné-
nek, akkor az eredetileg lejatszandé jatszmak 24%-éra keriilne csak sor. Hany versenyzo indult eredetileg
a versenyen?

7. Két parhuzamos egyenes mindegyikén primszam szamu pontot jeldltiink meg. A megjel6lt pontok
— mint cstcsok — altal meghatarozott Osszes négyszog szama kétszerese a megjeldlt pontok altal megha-
tarozott haromszogek szamanak. Hény ponttal van t6bb az egyik egyenesen, mint a masikon?

8. Hatarozzuk meg mindazon z egész szamok abszoliit értékének dsszegét, amelyekre az 2 +32x+2264
polinom helyettesitési értéke egyenld egy primszam négyzetével!

9. Az f(x) = 2% — 4|z — 1] + p valos valtozoju fiiggvény, amelyben p valos paraméter. Az f fiiggvény
pontosan harom helyen veszi fel a 2011 értéket. Hatarozzuk meg p ennek megfeleld Gsszes lehetséges
értékének Osszegét!

10. Az abran lathato modon helyezziik el a 600 egység oldalhossziisagii ABC DEF szabéalyos hatszog-
ben a PQBA egységoldali négyzetet. Gorditsiik kdrbe a hatszog belsé feliiletén a négyzetet a kovetkezo
modon: eloszor az dramutatd jirasival megegyezoen forgassuk a négyzetet a B koriil mindaddig, amig a
négyzet, () csicsa a hatszog C csticsdhoz ér. Ezutan C koriil forgassuk az 6ramutato jarasaval megegyezoen
a négyzetet, mig P egybeesik D-vel. Majd D koriil forgassuk az éramutaté jarasaval megegyezoen a négy-
zetet, amig a négyzet csticsa a hatszog E csicsdhoz ér.

E D
P Q)

F C
A B

Folytassuk tovabb ezt az eljarast mindaddig, amig a négyzet a hatodik forgatas utén vissza nem ér az AB
oldalhoz. Milyen hosszi utat jar be ezalatt P? Adjuk meg az Ut m-vel leosztott hosszanak egészrészét!
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A karacsonyi vetélkeds eredményei

Minden feladat végeredménye egy nemnegativ egész szam. Ezt kell bemutatni a jatékvezetének a
csapatsorszam és a feladat sorszaménak feltiintetésével. Minden feladat helyes megoldasa 20 pontot ér,
de a rossz eredményért alkalmanként -5 pont jar.

1. Az alédbbi — kiilonb6z6 szamrendszerekben megadott — szamok koziil hany paros van?

1235; 1234; 123457; 1234565; 12345679.
Eredmény: 4.

2. Egy bolha a szamegyenes origdjabol indul és minden masodperchen eggyel jobbra vagy balra ugrik.
A a 11-edik méasodperchen épp az 5-ben talalhaté. Hanyféle ugrassorozattal juthatott oda?
Eredmény: (131) = 165.
3. Hany olyan nemnegativ egész szamokbol 4ll6 legalabb haromelemt szamtani sorozat van, amelynek
elss eleme a 0, utolso eleme a 20137
Eredmény: a 2013 = 3 - 11 - 61 szdm 2013-n4l kisebb pozitiv osztéinak szama: 7

4. A 2012 egy hidalhat6 négyjegyii volgyszam. Négy szamjegybdl all, a két szélsé nagyobb, mint a
kozépsk (volgyszam) és a két szélss egyenls (hidalhato). Osszesen hany hidalhat6 négyjegyt volgyszam
van?

Eredmény: 12 4+ 22 + 32+ 42+ 52462+ 72+ 82492 = 285

5. Hanyféleképpen juthat el a kirdly a 4 x 4-es sakktéabla bal alsé sarkabol a jobb fels6 sarkaba,
ha minden 1épésben a vele jobbra szomszédos, felfelé szomszédos vagy atlésan jobbra felfelé szomszédos
mezére mehet at7

Eredmény: 63.
6. Egy sakkversenyen mindenki mindenkivel egyszer jatszik. Ha a résztvevok csak feleannyian lenné-
nek, akkor az eredetileg lejatszando jatszmak 24%-éra keriilne csak sor. Hany versenyzo indult eredetileg
a versenyen?
Eredmény: 26
7.
Két parhuzamos egyenes mindegyikén primszam szamu pontot jeldltiink meg. A megjel6lt pontok —

mint cstcsok — &ltal meghatarozott 6sszes négyszog szama kétszerese a megjeldlt pontok altal meghaté-
rozott haromszdgek szadménak. Hany ponttal van t6bb az egyik egyenesen, mint a mésikon?

()6)-2(E)- C))

(p—5)(g—5)=16,p =17, ¢ =13 vagy forditva. A valasz tehat 6.

8. Hatarozzuk meg mindazon z egész szamok abszolit értékének 6sszegét, amelyekre az 22+ 32242264
polinom helyettesitési értéke egyenld egy primszam négyzetével!

Eredmény: (z + 16)? + 2008 = p?, azaz x + 16 = n-nel 2008 = p*> — n?. Vilagos, hogy itt p és n
eldjelét szabadon cserélhetjiik. Keressiik eloszor a nemnegativ megoldasokat. Mivel 2008 = 23 - 251, ahol
251 prim és p — n < p+ n, ahol ez a két tényezd azonos paritisa, igy vagy

p—n=4é p+n=>502 azaz p = 253 = 11 - 23, ami nem prim, vagy
p—n=2¢és p+n=1004, azaz p = 503 és n = 501, és ez jo is.
n = +501 az Osszes megoldas n-re, igy = £501 — 16, |z1| + |z2| = 1002.
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9.
Az f(x) = 2% — 4]z — 1| + p valés véltozoju fiiggvény, amelyben p valés paraméter. Az f fiiggvény
pontosan harom helyen veszi fel a 2011 értéket. Hatarozzuk meg p ennek megfelelo Gsszes lehetséges
értékének Osszegét!
Eredmény: Az alabbi abran az egységnégyzetes felbontast koordinatarednszerbe illesztettiik be
p = 0 esetén a fiiggvény grafikonjat.
Y

Lathato, hogy az y = 0 és az y = 1 értékeket veszi fel haromszor a fliggvény. Ezeket kell 2011-be
tolni, tehat p = 2010 és p = 2011 a megfeleld értékek. A valasz 4021.

10. Az abran lathato modon helyezziik el a 600 egység oldalhossziisagii ABC DEF szabéalyos hatszog-
ben a PQBA egységoldali négyzetet. Gorditsiik kérbe a hatszog belso feliiletén a négyzetet a kovetkezd
modon: eloszor az éramutatd jarasaval megegyezoen forgassuk a négyzetet a B koriil mindaddig, amig a
négyzet () csicsa a hatszog C csucsdhoz ér. Ezutan C korill forgassuk az éramutato jarasaval megegyezden
a négyzetet, mig P egybeesik D-vel. Majd D koriil forgassuk az éramutaté jarasaval megegyezoen a négy-
zetet, amig a négyzet csticsa a hatszog E csicsdhoz ér.

E D
P Q)

F C
A B

Folytassuk tovabb ezt az eljarast mindaddig, amig a négyzet a hatodik forgatds utén vissza nem ér az AB
oldalhoz. Milyen hosszi utat jar be ezalatt P? Adjuk meg az ut m-vel leosztott hosszanak egészrészét!

Eredmény: A P pont az egyes forgatasokndl 0 vagy ¢ radian szdget fordul V2 vagy 1 egységnyi
sugdron. Az ut 600% (3 + 2v/2) igy a vélasz 582.

Matematikai Oktatasi Portal, http://matek.fazekas.hu/ -3/3-



