Hrask6 Andras: FPI tehetséggondoz6 szakkor 11. évf

FPI tehetséggondozo6 szakkor 11. évf. 1. foglalkozas, 2012. szeptember 18.

I.1. Bejarhato-e egy 5 x 5-0s sakktabla loval,

a) ha nem kell ugyanott befejezniink, ahonnan indultunk?

b) ha ugyanott kell befejezniink, ahonnan indultunk?

Mindkeét esetben minden mezdre pontosan egyszer kell lépniink (kivéve a b) feladatrészben az egy-
massal megegyezd kezdd és befejezs mezdt).

I.2. OKTV 1996/97. II. kat. 1. ford. 2. fel.
Egy sorozatban a1 = 2, a = an—1 + m, ha n > 1. Allitsuk el a,-et n fiiggvényeként!

1.3. OKTV 1996/97. II. kat. 1. ford. 1. fel.
Az a és b pozitiv szdmok Gsszege 1. Bizonyitsuk be, hogy
a? b?

a+1+b—|—1

< <

W =
N —

I.4. OKTV 1996/97. II. kat. 1. ford. 4. fel.
Egy 7 egység oldali négyzetben elhelyeziink 51 pontot. Bizonyitsuk be, hogy ezek kézdtt a pontok
kozott van 3 olyan, amely lefedhet egy egységsugart korrel.

I.5. Bergengoécia barmely két varosa kozott van busz- vagy repiilgépjarat. Igaz-e Bergengobcidban,
hogy vagy busszal vagy repiilvel barmelyik varoshol barmelyik masikba el lehet jutni (atszallassal, ha
sziikséges)?

L1.6. Hatarozzuk meg az ] + x5 kifejezés minimélis értékét, ha x1 és 2 a
9 1
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polinom gytkei!

I.7. (OKTV, 2005-2006. IIIL. kat. 1. fordulo, 1. feladat )

Igaz-e, hogy a Tk+3, k = 0,1,2, ... szamtani sorozatban végtelen sok palindrom szam van? (Azokat a
szamokat nevezziik palindrom szamoknak, amelyek tizes szamrendszerbeli alakjaban a jegyeket forditott
sorrendben felirva ugyanahhoz a szamhoz jutunk, pl. 12321.)

I.8. Keressiink pitagoraszi szimharmasokat!
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Hrask6 Andras: FPI tehetséggondoz6 szakkor 11. évf

FPI tehetséggondozo szakkor 11. évf. II. foglalkozas, 2012. szeptember 25.
Megmaradt példak:

I.5. Bergengoécia barmely két varosa kozott van busz- vagy repiilgépjarat. Igaz-e Bergengobciaban,
hogy vagy busszal vagy repiilvel barmelyik varosbol barmelyik masikba el lehet jutni (atszallassal, ha
sziikséges)?

I.6. Hatarozzuk meg az =7 + x5 kifejezés minimalis értékét, ha x, és 72 a
9 1
Y +pl’71¥7 p€R7p7éO7

polinom gytkei!

I.7. (OKTV, 2005-2006. IIL. kat. 1. fordulo, 1. feladat )

Igaz-e, hogy a 7Tk+3, k£ = 0,1,2, ... szamtani sorozatban végtelen sok palindrom szam van? (Azokat a
szamokat nevezziik palindrom szamoknak, amelyek tizes szamrendszerbeli alakjaban a jegyeket forditott
sorrendben felirva ugyanahhoz a szamhoz jutunk, pl. 12321.)

I.8. Keressiink pitagoraszi szimharmasokat!

Uj feladatok:

IT.1. (OKTV, 1996-1997. I. kat. 1. fordulo, 1. feladat )
Oldja meg a valés szdmok halmazan az

z+ Vad — 12z =0
egyenletet!

I1.2. (OKTV, 199-1998. II. kat. 1. fordulo, 1. feladat )

Egy tizes szamrendszerben felirt pozitiv egész szam szdmjegyeit forditott sorrendben is felirjuk, és az
igy kapott szamot hozzaadjuk az eredetihez.

a) Kaphatunk-e igy csupa 9-esbl all6 1997 jegy szamot?

b) Kaphatunk-e igy csupa 9-esbl allo 1998 jegy szamot?

I1.3. (OKTV, 199-1998. II. kat. 1. fordulo, 2. feladat )

Egy derékszog haromszog befogoira mint atmeérkre kifelé félkoroket szerkesztiink. Bizonyitsuk be, hogy
annak a négyzetnek a teriilete, amelynek oldala a két félkor koz6s érintszakasza, a derékszog haromszog
teriiletével egyenl. (A kozos érintszakasz: a két felkor kozos érintjén az érintési pontokat 6sszekot szakasz.)

IT.4. (OKTV, 199-1998. II. kat. 1. fordulo, 3. feladat )
Bizonyitsuk be, hogy ha p 3-nal nagyobb primszam, akkor barmely p darab egymaést kévet egész szam
négyzetének az Gsszege oszthatd p-vel.

I1.5. (OKTV, 199-1998. II. kat. 1. fordulo, 4. feladat )

32 telepiilés kozott telefonvonalakat épitenek ki. Egy telefonvonal pontosan két telepiilést kot Gssze,
és ket telepiilés kozott legfeljebb egy kozvetlen vonal épiil. Bizonyitsuk be, hogy ha mér 466 vonalat
kiépitettek, akkor barmely telepiilésrl barmely telepiilésre lehet telefonélni vagy kdzvetlen vonalon, vagy
tobb, mar kiépitett vonal Osszekapcsolasaval.
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Hrask6 Andras: FPI tehetséggondoz6 szakkor 11. évf

FPI tehetséggondozo szakkor 11. évf. III. foglalkozas, 2012. okt. 2.
Megmaradt példak:
I.8. Keressiink pitagoraszi szdmharmasokat!

IT.1. (OKTV, 1996-1997. I. kat. 1. fordulo, 1. feladat )
Oldja meg a valos szamok halmazéan az x + Va5 — 12/x = 0 egyenletet!

I1.2. (OKTV, 199-1998. II. kat. 1. forduld, 1. feladat ) Egy tizes szamrendszerben felirt pozitiv
egész szadm szamjegyeit forditott sorrendben is felirjuk, és az igy kapott szamot hozzdadjuk az eredetihez.

a) Kaphatunk-e igy csupa 9-esbl all6 1997 jegy szamot?

b) Kaphatunk-e igy csupa 9-esbl allo 1998 jegy szamot?

I1.3. (OKTV, 199-1998. II. kat. 1. fordulo, 2. feladat ) Egy derékszog haromszog befogoira mint
dtmeérkre kifelé félkoroket szerkesztiink. Bizonyitsuk be, hogy annak a négyzetnek a teriilete, amelynek
oldala a két felkor kozos érintszakasza, a derékszog haromszog tertiletével egyenl. (A kozos érintszakasz:
a két felkor kozos érintjén az érintési pontokat 6sszekot szakasz.)

IT.4. (OKTV, 199-1998. II. kat. 1. fordulo6, 3. feladat ) Bizonyitsuk be, hogy ha p 3-néal nagyobb
primszam, akkor barmely p darab egymast kévet egész szam négyzetének az 6sszege oszthato p-vel.

I1.5. (OKTV, 199-1998. II. kat. 1. fordulo, 4. feladat )

32 telepiilés kozott telefonvonalakat épitenek ki. Egy telefonvonal pontosan két telepiilést kot Gssze,
és két telepiilés kozott legfeljebb egy kozvetlen vonal épiil. Bizonyitsuk be, hogy ha mér 466 vonalat
kiépitettek, akkor barmely telepiilésrl barmely telepiilésre lehet telefonalni vagy kozvetlen vonalon, vagy
t6bb, mar kiépitett vonal osszekapcsolasaval.

Uj feladatok:

ITI.1. Bergengocidban egy fagyi ara 1 petdk, mig a csoki és a tarérudi 2 — 2 petékba keriil. Haynfé-
leképpen vasarolhatunk ebbl a harom termékbl, ha 10 petdkunk van, mind elkoltjiik és

a) nem szamit b) szamit a vasarlas sorrendje?

ITI.2. (OKTV, 1998-1999. II. kat. 1. fordulo, 2. feladat ) Az xg,x1, x2, ... sorozatban xo = a, xr1 = b

adott pozitiv szamok, és a sorozat tovabbi tagjainak képzési szabalya:
n 1
tpp = LD 01,2, ),
Tn

Fejezziik ki x199g értékét a és b segitségével!

IT1.3. (OKTV, 1998-1999. II. kat. 1. forduls, 3. feladat )

Hatarozzuk meg a derékszdg koordindtarendszer sikjaban azoknak a pontoknak a halmazét, amelyekre
igaz, hogy létezik olyan téglalap, amelynek a keriilete a pont els koordinatajaval, teriilete pedig a pont
maésodik koordindtajaval egyenl!

IT1.4. (OKTV, 1997-1998. II. kat. 2. fordulo, 1. feladat )

Egy 3 x 3-as tdblazat minden mezjére rairunk egy egész szamot gy, hogy a beirt szamok kozdtt legyen
paros is és paratlan is. Ezutan a tablazatbol egy tjabb (masodik) tablazatot készitiink a kévetkez modon:
az eredeti tablazat egy M mezjével szomszédos mezkre irt szdmokat Osszeadjuk, és ezt a szamot irjuk az
1j tablazatba az M-nek megfelel helyre, és ezt mind a kilenc mezre elvégezziik. Kérdéseink: ennek az
eljarasnak megismétlésével egy tetszleges tablazatbol kiindulva eljuthatunk-e olyan tablazathoz, amelyben

a) minden mezn paratlan szam &ll;

b) minden mezn paros szam all?

(Két mez akkor szomszédos, ha van kozos oldaluk.) Egy példa az uj tablazat szerkesztésére:
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Hrask6 Andras: FPI tehetséggondoz6 szakkor 11. évf

12114 | 5
11 113 | 13
12114 5
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Hrask6 Andras: FPI tehetséggondoz6 szakkor 11. évf

FPI tehetséggondozo6 szakkor 11. évf. TV. foglalkozas, 2012. okt. 9.
Megmaradt példak:

IT.1. (OKTV, 1996-1997. I. kat. 1. fordulo, 1. feladat )
Oldja meg a valés szamok halmazan az x + va® — 12/x = 0 egyenletet!

I1.2. (OKTV, 199-1998. II. kat. 1. forduld, 1. feladat ) Egy tizes szamrendszerben felirt pozitiv
egész, szam szamjegyeit forditott sorrendben is felirjuk, és az igy kapott szamot hozzdadjuk az eredetihez.
Kaphatunk-e igy csupa 9-esbl allo

a) 1997 jegy szamot? b) 1998 jegy szamot?

IT.4. (OKTV, 199-1998. II. kat. 1. fordulo6, 3. feladat ) Bizonyitsuk be, hogy ha p 3-néal nagyobb
primszam, akkor barmely p darab egymast kévet egész szam négyzetének az 6sszege oszthato p-vel.

I1.5. (OKTV, 199-1998. II. kat. 1. fordulo, 4. feladat )

32 telepiilés kozott telefonvonalakat épitenek ki. Egy telefonvonal pontosan két telepiilést kot Gssze,
és ket telepiilés kozott legfeljebb egy kozvetlen vonal épiil. Bizonyitsuk be, hogy ha mér 466 vonalat
kiépitettek, akkor barmely telepiilésrl barmely telepiilésre lehet telefonélni vagy kdzvetlen vonalon, vagy
tobb, mar kiépitett vonal Osszekapcsolasaval.

III.1. Bergengbcidban egy fagyi ara 1 petdk, mig a csoki és a turérudi 2 — 2 petdkba keriil. Haynfé-
leképpen vasarolhatunk ebbl a harom termékbl, ha 10 petdkunk van, mind elkoltjiik és

a) nem szamit b) szamit a vasarlas sorrendje?

ITI.2. (OKTV, 1998-1999. II. kat. 1. fordulo, 2. feladat ) Az xg,x1, 22, ... sorozatban xo = a, x1 = b
adott pozitiv szadmok, és a sorozat tovabbi tagjainak képzési szabalya:

n 1
pip = L 20,12, ),
J;TL
Fejezziik ki x199g értékét a és b segitségével!

IT1.3. (OKTV, 1998-1999. II. kat. 1. forduld, 3. feladat ) Hatarozzuk meg a derékszog koordinata-
rendszer sikjdban azoknak a pontoknak a halmazat, amelyekre igaz, hogy 1étezik olyan téglalap, amelynek
a keriilete a pont els koordinatdjaval, teriilete pedig a pont mésodik koordinatajaval egyenl!

ITI.4. (OKTV, 1997-1998. II. kat. 2. fordulo, 1. feladat ) Egy 3 x 3-as tablazat minden mezjére
rafrunk egy egész szamot ugy, hogy a beirt szamok kozott legyen paros is és paratlan is. Ezutén a
tablazatbol egy tjabb (masodik) tablazatot készitiink a kovetkez modon: az eredeti tablazat egy M
mezjével szomszédos mezkre irt szamokat Osszeadjuk, és ezt a szdmot irjuk az 0j tadblazatba az M-nek
megfelel helyre, és ezt mind a kilenc mezre elvégezziik. Kérdéseink: ennek az eljarasnak megismétlésével
egy tetszleges tablazatbol kiindulva eljuthatunk-e olyan tablazathoz, amelyben

a) minden mezn paratlan szam All;
quad b) minden mezn péaros szam all?

(Két mez akkor szomszédos, ha van kozos oldaluk.) Egy példa az uj tablazat szerkesztésére:

3 (-1(0 12114 | 5

9 7T 2 — 11 113 | 13

1 3 6 12114 | 5

Uj feladatok:

IV. 1. (OKTV, 1998-1999. II. kat. 1. fordulo, 4. feladat ) Oldjuk meg a valés szdmok halmazan a
kovetkez egyenletet:

x+2y+32=2(\/x—1—|—\/Qy—1+\/3z—1).

IV. 2. (OKTV, 1998-1999. II. kat. 1. forduld, 5. feladat ) Az ABC derékszdg haromszog hozzairt
koreinek (kiils érint koreinek) a kozéppontjai A’, B/, C'. Bizonyitsuk be, hogy az A’B'C’ haromszog
teriilete legalabb (v/8 + 2)-szerese az ABC' haromszog teriiletének!
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Hrask6 Andras: FPI tehetséggondoz6 szakkor 11. évf

IV. 3. (OKTV, 1999-2000. II. kat. 1. fordulo, 4. feladat ) Legyen P az ABCD négyzet koré irt

kisebbik AB ivének tetszleges pontja. Bizonyitsuk be, hogy a géigg hanyados értéke minden P pontra

(v/2 — 1)-gyel egyenl.
IV. 4. (OKTV, 1998-1999. II. kat. 2. fordulo, 2. feladat ) Egy derékszog haromszogbe kétféle modon
is beirtunk egy négyzetet: az els esetben a négyzet két oldala egy-egy befogdn van, egy csicsa pedig az

atfogom; a masodik esetben a négyzet oldala az atfogon van, egy-egy csucsa pedig egy-egy befogon. Az
els esetben a négyzet teriilete 441, a mésodikban 440 teriiletegység. Mekkora a befogok Gsszege?
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Hrask6 Andras: FPI tehetséggondoz6 szakkor 11. évf

FPI tehetséggondozo szakkor 11. évf. VI. foglalkozas, 2012. nov. 6.
Megmaradt példak:

ITL.4. (OKTV, 1997-1998. II. kat. 2. fordulo, 1. feladat ) Egy 3 x 3-as tablazat minden mezjére
rairunk egy egész szdmot G4gy, hogy a beirt szamok kozott legyen péaros is és paratlan is. Ezutdn a
tablazatbol egy tjabb (masodik) tablazatot készitiink a kovetkez modon: az eredeti téblazat egy M
mezjével szomszédos mezkre irt szamokat Osszeadjuk, és ezt a szamot frjuk az 4j tablazatba az M-nek
megfelel helyre, és ezt mind a kilenc mezre elvégezziik. Kérdéseink: ennek az eljarasnak megismétlésével
egy tetszleges tablazatbdl kiindulva eljuthatunk-e olyan tablazathoz, amelyben

a) minden mezn paratlan szam &ll;
quad b) minden mezn péros szam all?

(Két mez akkor szomszédos, ha van kozos oldaluk.) Egy példa az 4j tablazat szerkesztésére:

3 -1 0 1214 5

9 7 2 —- 11 1 13 | 13

1 3 6 12114 5

IV. 2. (OKTV, 1998-1999. II. kat. 1. forduld, 5. feladat ) Az ABC derékszdg haromszog hozzairt
koreinek (kiils érint koreinek) a kozéppontjai A’, B/, C’. Bizonyitsuk be, hogy az A’B’C’ haromszog
teriilete legalabb (v/8 + 2)-szerese az ABC' haromszog teriiletének!

IV. 3. (OKTV, 1999-2000. II. kat. 1. fordulo, 4. feladat ) Legyen P az ABCD négyzet koré irt

kisebbik AB ivének tetszleges pontja. Bizonyitsuk be, hogy a ?éiig hanyados értéke minden P pontra

(V2 — 1)-gyel egyenl.
IV. 4. (OKTV, 1998-1999. II. kat. 2. fordulo, 2. feladat ) Egy derékszog haromszogbe kétféle modon
is beirtunk egy négyzetet: az els esetben a négyzet két oldala egy-egy befogdn van, egy csiicsa pedig az

atfogom; a masodik esetben a négyzet oldala az atfogon van, egy-egy cstcsa pedig egy-egy befogon. Az
els esetben a négyzet teriilete 441, a masodikban 440 teriiletegység. Mekkora a befogdk Osszege?

ELADAS Két hét milva kedden (nov. 20-an) 16.00-t6l.
Fiiredi Zoltan: Véges geometridk és négyszogmentes grafok

Uj feladatok

ELADASO01 Jeloljiik ki az S = {0,1,2,3,4,5,6} halmaz néhany részhalmazat tgy, hogy a halmaz
barmelyik két elemét egyiitt pontosan egy kijelolt halmaz tartalmazzal

ELADASO02 Készitsiink hasonlé harmasrendszert 9 elemen!

VI. 1. Az ABC egyenl szari derékszog haromszog AC atfogbdjan gy vettiik fel az M és K pontokat,
hogy K az M és C kozé essék és, hogy az M BK / 45°-0s legyen. Bizonyitsuk be, hogy M K? = AM? +
KC?!

VI. 2. Az ABCD konvex négyszog olyan, hogy a DAC és DBC szdgek szogfelezi a C'D oldalon
metszik egymaést. Bizonyitsd be, hogy az ADB és az ACB szogek szogfelezinek metszéspontja az AB
oldalra esik!

VI. 3. (OKTV, 1996-1997. 1I. kat. 2. fordulo, 2. feladat )

A hegyesszog ABC haromszog koré irt kor A és B pontjaiban huzott érintk az S pontban metszik
egymast. Az AB és C'S egyenesek metszéspontjat jelolje M. Bizonyitsuk be, hogy

AM  AC?
MB ~ BC*

VI. 4. Adottak a sikon az ABC, ACO szabalyos haromszogek. Tekintsiik azt az O kézéppontt kort,
amely 4thalad az A, C pontokon! Bizonyitsd be, hogy e kér barmely M pontjara M A? + MC? = M B?!
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Hrask6 Andras: FPI tehetséggondoz6 szakkor 11. évf

IV. 2. megoldasa A hozzairt kordk p., pp, pe sugara rendre s — b, s — a, s, igy a BCA', ACB’
,ABC'", ABC haromszogek teriilete rendre @, w, 5, %b, a bizonyitand Gsszefiiggés
a(s —b) +b(s—a)+cs+ab
2

> (V2+1)ab

Hsznaljuk az ¢ = a? + b? Ssszefiiggést és vegyiik figyelembe, hogy a és b mértani kézepe nem nagyobb a
és b szamtani és négyzetes kozepénél.

IV. 3. I. megoldasa

Legyen a rovidebbik AB iv felezpontja O. Maésoljuk ra P-bl a PB egyenesre, de a B-vel ellenkez
oldalra a PA = PA’ szakaszt és PS-re, de a D-vel ellenkez iranyba a PC = PC* szakaszt. Szamoljuk ki
a PA’AZ-t és mutassuk meg, hogy A’ az O kozéppontt A-n és B-n &tmen kq koron van. Széamoljuk ki a
PC'C /-t is és mutassuk meg, hogy C’ az O kézépponttit C-n és D-n atmen ko korén van.

Mutassuk meg, hogy BPD/ = BOD/ = 90°. Igazoljuk, hogy az O centrumu derékszog forgatva
nytujtas, amely B-t a D-be viszi egytuttal a ki kor BA’ harjat a ko kor DC’ hrjaba képezi.. . .

IV. 3. II. megoldasa

Legyen ACBZ = a. Tekintsiik négyzetiink koriilirt koréne katmérjét egységnyinek, mutassuk meg a
szinusztételbl és a kerdileti szogek tételébl, hogy ekkor PA = sina, PB = sin(45° — a) , PC = cosa,
PD = sin(45° + «). Az addicios tétellel bontsuk fel a sin(45° + «) kifejezéseket és mutassuk meg, hogy
a kapott tort értéke mindig (v2 — 1).

IV. 4. megoldasa Ha a derékszég haromszog befogoi a és b, atfogdja és az ahhoz tartozé magassag

2 2
¢ és m, akkor az els médon beirt négyzet teriilete ( a“—fb) = 441, a mésodik médon beirté (7;’fc) = 440.
Az mc = ab és c=a® + b? sszefiiggések alkalmazasaval a k = (a + b), t = ab segédvaltozokkal az els

egyenletbl t = 21k, a msodikbl

t2(k* — 2t) = 440(k* — 1),
amibl a pozitiv k = 462.
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Hrask6 Andras: FPI tehetséggondoz6 szakkor 11. évf

FPI tehetséggondozo6 szakkor 11. évf. VII. foglalkozas, 2012. nov. 13.
Megmaradt példak:

IV. 4. (OKTV, 1998-1999. II kat. 2. fordulo, 2. feladat ) Egy derékszog haromszogbe kétféle modon
is beirtunk egy négyzetet: az els esetben a négyzet két oldala egy-egy befogdn van, egy csicsa pedig az
atfogom; a masodik esetben a négyzet oldala az atfogon van, egy-egy cstcsa pedig egy-egy befogon. Az
els esetben a négyzet teriilete 441, a masodikban 440 teriiletegység. Mekkora a befogdk Gsszege?

ELADASO1 Jeloljiik ki az S = {0,1,2,3,4,5,6} halmaz néhany részhalmazat tgy, hogy a halmaz
barmelyik két elemét egyiitt pontosan egy kijel6lt halmaz tartalmazzal

ELADASO02 Készitsiink hasonlé harmasrendszert 9 elemen!

VI. 1. Az ABC egyenl szaru derékszog haromszog AC atfogodjan ugy vettiik fel az M és K pontokat,
hogy K az M és C kbzé essék és, hogy az M BK / 45°-0s legyen. Bizonyitsuk be, hogy MK? = AM? +
KC?!

VI. 2. Az ABCD konvex négyszodg olyan, hogy a DAC és DBC szogek szogfelezi a C'D oldalon
metszik egymaést. Bizonyitsd be, hogy az ADB és az ACB szogek szogfelezinek metszéspontja az AB
oldalra esik!

VI. 3. (OKTV, 1996-1997. II. kat. 2. fordulo, 2. feladat )
A hegyesszog ABC haromszog koré irt kor A és B pontjaiban huzott érintk az S pontban metszik
egymast. Az AB és C'S egyenesek metszéspontjat jeldlje M. Bizonyitsuk be, hogy

AM  AC?
MB BC?’
VI. 4. Adottak a sikon az ABC, ACO szabélyos haromszogek. Tekintsiik azt az O kdzéppontt kort,
amely 4thalad az A, C pontokon! Bizonyitsd be, hogy e kér barmely M pontjara M A? + MC? = M B?!

ELADAS Jov héten kedden (nov. 20-an) 16.00-t6l.
Fiiredi Zoltan: Véges geometridk és négyszogmentes grafok
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Hrask6 Andras: FPI tehetséggondoz6 szakkor 11. évf

FPI tehetséggondozo6 szakkor 11. évf. VIII. foglalkozas, 2012. nov. 27.
Megmaradt példak:

. VI. 5. Mutassuk meg, hogy a szabalyos haromszég koré irt kor egy pontjat a csticsokkal Gsszekdt
harom szakasz lé'gizﬁl az egyik egyenl a masik ket& Osszegével (az abran PA = PB +CPC')!

P a) P b)

A P

VI. 6. Az ABC egyenl szarta derékszog haromszog (AC = CB, AC L CB) koriilirt kdrének

a) rovidebbik BC ivén

b) C-t nem tartalmazo AB ivén

helyezkedik el a P pont (lasd a fenti két bal oldali abrat). Milyen Gsszefiiggés irhato fel a PA, PB,
PC' szakaszok hossza kozott?

Uj feladatok

VIIIL.1. Melyek azok az a, b szamjegyek amelyekre az ab, ba kétjegy szamok legnagyobb kozos osztoja
a? — b7

VIIL.2. Az a, b egész szamokra
a=a’>+b*>—8b—2ab+ 16

egyenlség teljesiil. Igazoljuk, hogy a négyzetszam!
VIII.3. Legyenek x és y olyan pozitiv egészek, amelyekre teljesiil az

322+ =4y +y

egyenlet. Bizonyitsuk be, hogy (r — y), (3 + 3y + 1) és (4 + 4y + 1) mind négyzetszdmok!
VIIL.4. Jeloljiik a,-nel a \/n-hez legkizelebbi egész szamot. Szamitsuk ki az

Osszeget, ahol £ = 1999 - 2000.
VIIL.5. Mely n egészekre lesz az

n* — 4n® + 14n2 — 20n + 10

kifejezés értéke négyzetszam?
Emlékeztet

VI. 1. Az ABC egyenl szaru derékszog haromszog AC atfogdjan ugy vettiik fel az M és K pontokat,
hogy K az M és C kozé essék és, hogy az M BK / 45°-0s legyen. Bizonyitsuk be, hogy MK? = AM? +
KC?!

VI. 2. Az ABCD konvex négyszog olyan, hogy a DAC és DBC' szogek szogfelezi a C'D oldalon
metszik egymaést. Bizonyitsd be, hogy az ADB és az ACB szigek szogfelezinek metszéspontja az AB
oldalra esik!

VI. 3. (OKTV, 1996-1997. II. kat. 2. fordulo, 2. feladat )
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A hegyesszog ABC haromszog koré irt kor A és B pontjaiban huzott érintk az S pontban metszik
egymést. Az AB és CS egyenesek metszéspontjat jelolje M. Bizonyitsuk be, hogy
AM  AC?
MB BC?

VI. 4. Adottak a sikon az ABC, ACO szabélyos haromszogek. Tekintsiik azt az O kozéppontt kort,
amely dthalad az A, C' pontokon! Bizonyitsd be, hogy e kor barmely M pontjara MA? 4+ MC? = MB?!

VIIIL.1. Melyek azok az a, b szdmjegyek amelyekre az ab, ba kétjegy szamok legnagyobb kozos osztdja
a? — b7

Megoldas

a? —b?|10a + b és a®> — b* | 10b + a, igy

a? —v? | 11(a+b) és a® — b* | 9(a — b), tehat
a—b|1lésa+b]09...

Megjegyzés Lehet folytatni kétjegy a, b szamokkal.
VIIL.2. Az a, b egész szamokra

a=a®>+b>—8b—2ab+ 16

egyenlség teljestil. Igazoljuk, hogy a négyzetszam!

Megoldas Tekintsiik az adott relaciot b-re nézve masodfokin egyenletnek. Ebbl b = (a + 49) + 3+/a,
amicsak ugy lehet egész, ha a négyzetszam.

VIIIL.3. Legyenek x és y olyan pozitiv egészek, amelyekre teljesiil az
322 +x =4y +y

egyenlet. Bizonyitsuk be, hogy (z — y), (3z + 3y + 1) és (4o + 4y + 1) mind négyzetszamok!
Megoldas Az x, y ismeretlenekre megadott egyenlet igy is irhato:

y’ =322 =3y’ +x—y=(z—y)Br+3y+1). (1)

Ha p az (z —y) egy primosztoja, akkor az (1) szerint y-t is osztja, mig (3z + 3y + 1)-et nem osztja, hiszen
(Bxr+3y+1)=3(x—y)+6y+ 1. Ez azt jelenti, hogy a (x —y), (3 + 3y + 1) tényezk relativ primek,
tehat szorzatuk csak ugy lehet négyzetszdm, ha mindketten négyzetszamok. A megadott Osszefiiggés egy
mésik alakja:

22 =4a? — 4y +x—y= (v —y)(dr + 4y + 1). (2)
amibl az elzekhez hasonloan adodik, hogy a (4 + 4y + 1) tényez is teljes négyzet.

Megjegyzés Felmeriil a kérdés, hogy van-e egyaltalan a feltételt kielégit (z,y) szampéar. Egy megfelel
szadmpart szamitogéppel gyorsan talalhatunk: = = 30, y = 26 pld j6. Az Gsszes (x,y) szampar elallitasa
nem kénny feladat, a Pell egyenletek megoldasi mddszere lesz itt is alkalmazhato.

VIIL.4. Jeloljiik a,-nel a /n-hez legkizelebbi egész szamot. Szamitsuk ki az

1 1 1 1
— 4=+ —+...+—
aq a9 as ar

Osszeget, ahol £ = 1999 - 2000.
Megoldas: Pontosan akkor lesz a,, = k, ha

1 1
(k—?2<ﬁ—k+1§ngﬁ+k<®+§f.

Tehat épp 2k db n értékre teljesil az a,, = k Gsszefliggés, ilyen n-ekre az é értékek Osszege 2. A teljes
Osszeg 2 - 1999 = 3998.

VIIL.5. Mely n egészekre lesz az

n* — 4n® + 14n2% — 20n + 10
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kifejezés értéke négyzetszam?

Megoldas

Vegyiik észre, hogy n* — 4n3 + 14n? — 20n + 10 = (n? — 2n + 5)? — 15, tehat ha az adott kifejezés
értéke a? mig (n? — 2n +5) = b, akkor b? — a? = 15, azaz (b — a)(b+ a) = 15. Itt feltehet, hogy a és b
nemnegativak, st b = (n — 1)2 +4 > 4, tehat a lehetségek:

b | a n
4|1 1
8| 71]3v. -1

Ha b > 8, akkor b?> — (b—1)?2 = 2b — 1 > 15, igy nem kapunk megoldast. Tehat n lehetséges értékei:
—1,1 és 3.
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