Hraskd Andras, Suranyi Laszl6: 11-12. spec.mat szakkor
Tartottar Hraské Andras

A szakkoron a Kédok feladatgyiijtemeény 1.1, 5.1, 5.5, 5.8, 1.2, 4.1, 5.2, 5.3 példa keriiltek €l6.

1.1 Egy cég 10 széridban gyartott egész kg-os stllyokat. Az elsé széridban 1, a mésodikban 2, aharmadikban 3, ... a
tizedikben 10 kg-os stlyokat terveztek késziteni. Az azonos széridban késziilt egyforma stlyokat ugyanabban a ladaban
tartjak, mind a 10 ladararavan irva, hogy hanyadik széridban késziilt. Az egyik széria hibas lett, példanyai egyforma
sulylak, de ez az érték nem egyezik meg az el re adott értékkel.

a) Egy kijelzés mérleg egyszeri haszndlataval kell megtaldnunk, hogy mennyivel nehezebbek vagy kdnnyebbek a hibas
sulyok az el6irtnal.

b) Ezutan hatarozzuk meg, hogy melyik stily szérigja lett hibas!
Most is csak akijelzé6s mérleget haszndl hatjuk, és azt is csak még egyszer.

c) Probdljuk meg atalanositani el6z6 eredményeinket. Fontos volt-e, hogy épp 10 széria volt?
Lényeges-e, hogy rendre épp 1, 2, 3, ... 10 kg-osak a stlyok az egyes széridkban? Fogalmazzuk meg dtaldnosan a
feladatot, és adjunk vélaszt az a), b) kérdésekre az altalanos esetben is!

d) Médositunk az eredeti feladaton. Tegyik fel, hogy mindegyik stly megfelelé tomegii (az egyes szériakban rendre 1,
2, ... 10 kg), de el6fordulhat, hogy amikor aladakat a benniik |évé stilyok névekvd sorrendjében betoltak a raktarba
egymas mellé, akkor két szomszédos | adat fel cseréltek. Ezutan raktak rdjuk sorban a szériaszamokat, amelyek igy most
névekvé sorrendben vannak, de lehet, hogy az egyik szomszédos parndl nem alédaban levé stlyok tdmegét jelzik.
Héany méréssel lehet megdllapitani, hogy tortént-e ilyen tévesztés?

M egoldas:
a) Rakjunk fol a mérlegre mindegyik sulybél egyet-egyet, és nézzilk meg mennyivel tér el atdmeg
1+2+3+4+5+6+7+8+9+10=55 kg-tdl.

b) Rakjunk amérlegre az elsd széridbdl 1, amasodikbdl 2, ..., atizedikbdl 10 stlyt és nézzikk meg mennyivel tér el a
tomeg 14 + 22 + 38 + 44 + 56 + 66 + 7% + 88 + 90 + 1040 kg-t6l. Az eltérés és az el 6z6 mérésben kapott hiba
hanyadosa épp a hibas stlyok szériaszama.

Nem ez az egyetlen j6 megoldas. Az alényeg, hogy mindegyik szériabdl kildnbdzé szamu stlyt tegytink fél a mérlegre.

c) Han szériavan, és az egyes széridkban a sllyok tervezett tomege rendre Xy, Xo, X3, .., X, de az egyik széria hibas,
akkor X; + X+ Xo + ... + X, illetve xg + 2%, + 3%, + ... + nx, lekérdezése megoldja a két feladatot.

d) I. mego. A b)-ben adott mérés most isj06 lesz. Hapld a4. és5. széridt felcserdljik, akkor avart és atényleges témeg
kuldnbsége:
44 + 5%
455 + 5%
4X-1)+54 = 1.

d) I1. mego. Tegylnk fel az els6tél kezdve minden masodik szériabdl egyet-egyet a mérlegre!
Az 1+3+5+7+9 Osszeget vérjuk eredménynek. Ha volt csere, akkor nem ennyit kapunk.

d) Tanari kerdeés: afenti két megoldas kozott van-e olyan, amely akkor is j6, hanem szomszédos |adakat cseréltek f6l?
Es olyan, ami akkor is kimutatja a tévedést, ha nem volt csere, de az egyik széria hibas? (Az |. megoldas mindkettére
jo.)

5.1 (Dobos Sandor példéja)

Szadmrontd Rezsonek két mbdszere van egy szdm elrontaséra. Vagy egy szamjegyet tetszélegesen megvaltoztat (pld.
5437® 5487), vagy két szamjegyet kicserél (pld. 5437® 3457). Egyszer véletlenll az asztalon hagytam egy cetlit a
masol 6gép négyjegyii belépési szdméval. Rezsb ezt meglétta és rogton &tjavitotta 1323-ra. Szerencsére észrevettem, és
visszgjavitottam az eredeti szdmra. De, amikor legkdzelebb |ehetésége adddott Rezsé megint elrontotta a cetlin 1évé
szdmot, igy most 1213 van rairva. Mi lehet a masol 6gép belépési szama?

M egoldas:
Négy megoldésis van: 1223, 1313, 1233, 1123,
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5.5 A térbeli sakktéblan a bastya atébla oldaléleivel parhuzamosan tud |épni. Legfeljebb hany béstya helyezheté € a
tablan Ggy, hogy semelyik kett6 se lisse egymast, haatabla

a) 3’ 3-as?
b) 8" 8-as?
M egoldas:
a) 9-nél tobb bastya nem helyezheté el, mert a9 oszlop mindegyikében legfeljebb egy Iehet. 9 elhelyezhets, az aldbbi

abran a kocka 3 rétege kiilon-kulén |athatd, a korongok a bastyakat jelzik. Egy tablan belll semelyik két bastya sincs
ugyanabban a sorban vagy oszlopban, a kilonbdzé tablakon [évd béstyak soha sincsenek a tébla ugyanazon mezéjén.

@ @ @

@ @ @
[ J ® [ J

b) 64 amegoldas. A konstrukcio az el 6z6htdz hasonl6, af6étlo nyolc béstydjét ciklikusan folfelé toljuk.

58a)Az1, 2,3, ... 16 szamok kozll kell kitalalni egyet barkochba kérdésekkel. Legaldbb hany kérdeésre van sziikség?
b) Es ha a kérdéseket elére le kell irni, azaz a kdvetkezé kérdés nem fligghet az el6z6re kapott va asztol?

M egoldas:

a) Egy-egy kérdés a szobajové szamok hal mazét két részhalmazra bontja: azokra, amelyekre igen avélasz (ha az a szam
agondolt szam) és azokra, amelyekre nem avalasz. "Rossz esetben” olyan vdlaszt kapunk, amely azt mutatja, hogy a
nagyobb, pontosabban a nem kisebb részhal mazban van a gondolt szam. Ezért, ha biztosra megyink nem tehetiink
jobbat, minthogy kérdéseinkkel megfelezzik alehetésegeket. 4 kérdés kell akitaldlashoz, és ennyi elégiis.

b) Hazi feladat

1.2 Egy cég 5 széridban gyartott silyokat. Az egyes széridkon bel Ul mindegyik slly egyformatdémegi, de nem ismert,
hogy mekkorak. Az éppen tavol levs cégvezeté meg szeretné tudni, hogy milyen tomegt stlyokat gyartottak. Ezért egy
mérési tirlapot kild egyik alkal mazottjanak, majd annak kell elvégeznie a méréseket, és visszakiildeni az
eredményekkel kitoltott irlapot.

Legalabb hany mérést kell elvégezni, és mik legyenek ezek a mérések (hogyan toltse ki a cégvezeté az 1., 2,, ..., 5.
oszlopokat), ha varhat6, hogy (legfeljebb) egyszer az alkalmazott hibés értéket ir be a"Mért tdmeg" rovatba?

Az trlap igy néz ki:

Hany suly legyen az egyes széridkbdl a mérlegen? Mért tdmeg

1. széria 2. széria 3. széria 4. széria 5. széria (kg)

mérés

mérés

mérés

mérés

mérés

mérés

mérés

mérés

O ONo O~WNIE

. mérés

10. mérés

11. mérés

I megoldas (Mindent haromszor)

15 mérés elég. Sorra vesszik a szeriakat, mindig csak egy stlyt veszunk ki bel8ltk es azt a silyt haromszor is
megmérjik. Igy ajo eredményt mindegyik szériand legaldbb kétszer is megkapja a cégvezetd, igy tudni fogja a helyes
eredményeket.
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M egj egyzés: ez amabdszer j6, de nem optimalis.

I1. megoldas (Az |. megoldés javitasa)
Az el6z8 modszert alkalmazom, de csak ketszer merek meg minden stilyt, majd kizarolag azt teszem fel harmadszorra
is, amelynél két kiilonbdzé eredményt kaptam. Igy 11 méréssel oldom meg a feladatot.

M egj egyzés: ez ambddszer nem szabalyos, mert nincs lehetéség a cégvezetdnek menet kdzben beleszélni, hogy
melyiket mérje meg még egyszer az alkalmazott.

I11. megoldas: (Ujabb javités)

Enis csak kétszer mérek meg minden stlyt, végiil pedig mindegyik széridbdl egyet-egyet tetetek fel amérlegre,

igy 11 méréssel oldom meg a feladatot. Ha az egyesével mért stlyok egyikéndl a két mérés nem ugyanazt az eredmeényt
adta, akkor tudhatjuk, hogy az utolsd mérés j6, igy annak eredményébdl, és a masik négy stly tomegébdl meghataroz-
hat6 a bizonytalan eredmény is.

V. megoldas: 7 méréssel oldom meg afeladatot. Az elsd 6t mérésben csak egy-egy stlyt tesziink a mérlegre, az
elsében az elsd, a masodikban a masodik, ... az 6todikben az 6t6édik szériabdl. A hatodik mérésben 6t stlyt, mindegyik
szériabdl egyet-egyet tesziink a mérlegre. A hetedik mérésben 15 slilyt, az elsd szériabdl egyet, a masodikbdl kettét, ...
az 6tédikbol 6tot tesziink a mérlegre. Ha a hatodik vagy a hetedik mérés eredménye 6sszhangban van az els6 6t mérés
eredményével, akkor az elsé 6t mérés mindegyikének j6 az eredménye, tudjuk a tdmegeket. Ha a hatodik és a hetedik
mérés eredmeénye sincs 8sszhangban az els6 6t mérés eredményével, akkor az elsé 6t k6zott van a hiba. Most az 1.1
feladat @) és b) része megoldasanak aapjan készen vagyunk.

Hat mérés nem elég. Ennek igazolésara késobb tériink vissza

Hazi feladat: egy mérés tervhez meg kell adni az €l 6irt mérések szamaét - a tovabbiakban ezt n jeldli - tovabba
nemnegativ egész szamokkal kell kitdlteni az tirlap 1., 2., 3., 4., 5. oszlopait. Jel6lje az igy kapott szamtablézat i-edik
soranak (i =1, 2, ..., n) j-edik oszlopdba (j = 1, 2, 3, 4, 5) irt szamot &; (&; természetes szam). Tehét a; -vel jeldlom az i-
edik mérésnél aj-edik széridbol vett silyok szamét. Hatarozzunk meg az a; szamokkal kapcsolatos olyan algebrai
feltételt, amely azzal ekvivalens, hogy a mérésekbdl meghatarozhatdk a stlyok (feltéve, hogy legfeljebb egy hibas az
eredmények kozl).

Tovéabbi hazi feladatok:

4.1 (Palvolgyi Domotor példaja, Bergengde példatar 2. 237. fel.)

A budapesti telefonszdmok hétjegytiek. Sokszor eléfordul, hogy valaki két szomszédos szdmot felcserél,

ezért téves a hivasa. Keress minél egyszeriibb eljarast arra, hogy a hétjegyli szamok végére még egy dlenérzé szamot
téve, akozpont szamcsere (két szomszédos felcserélése) esetén jelezni tudja, hogy a szadm téves, és ne kapcsoljon!

5.2 Egy haj6 és utasai, Osszesen 100 f6, Ungabunga szigetén az emberevik fogsagaba esett. Tudjék, hogy mésnap
reggel a kannibd ok lelltetik 6ket egyméas mogé, és mindegyikik fejére egy-egy piros vagy kék sapkét hiznak.
Mindenki csak az dsszes el 6tte Ul6 ember fején [évo sapkat fogja latni, a sajatjét és a mogotte Ul6két nem. A leghétsd
embert6l kezdve sorban mindenki hangosan mondhat majd egy szint: pirosat vagy kéket. A végén azt engedik
szabadon, aki sgjét sapkdja szinét mondta, aki nem taldlta el, azt bizony megeszik. A kannibé ok szigortak, ha barki
mast tesz, minthogy aleheté legegyszeriibben kimondjaa"piros' vagy a"kék" sz6t, akkor senkinek sem kegyel meznek.
A foglyoknak még egy esélye van. Most este még dsszebeszélhetnek. Szeretnék, hogy minél tébben megszabaduljanak.
Hény fogoly tud biztosan megmenekilni?

Kodnnyités: oldjuk meg el6bb a feladatot abban az esetben, ha tudjuk, hogy 6sszesen pontosan
a2) két;

al0) tiz;

piros sapka van a 100 kdzott!

5.3 Gondoljuk végig az 5.2 feladatot kett6 helyett harom szinnel! Minden rab fején haromféle sapka lehet, és mindenki
haromféle szint is mondhat.
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A szakkoron tovabb folytattuk a Kodok feladatgyiijtemény feldolgozasét. Megbeszéltilk az 5.8 feladatot, visszatértiink
az 1.1 példéra és 1.2 megbeszél ése utan 5.5-reis. Kielemeztik a 4.1 feladatot.

Hazi feladat lesz: 5.3, 1.2-nél az 6sszes minimalis megoldas jellemzése, 4.6 és5.6.
Tovébbi gondolkodnival6; az ISBN szam elemzése.

A kovetkezd alkalommal megbeszéljik ajanuari Kémal B feladatokat.

A 16. szakkor részletezett anyaga

5.84a) Az1,2,3, ... 16 szamok kozul kell kitalalni egyet barkochba kerdésekkel. Legalabb hany kerdésre van szikseg?
b) Es ha a kérdéseket elére le kell irni, azaz a kbvetkezé kérdés nem fligghet az el6z6re kapott va asztol?

M egoldéas

a) Egy-egy kérdés a sz6bajové szdmok halmazét két részhalmazra bontja: azokra, amelyekre igen avélasz (haaz a szam
agondolt szam) és azokra, amelyekre nem avaasz. "Rossz esethen” olyan vdlaszt kapunk, amely azt mutatja, hogy a
nagyobb, pontosabban a nem kisebb részhalmazban van a gondolt szam. Ezért, ha biztosra megytink nem tehetlink
jobbat, minthogy kérdéseinkkel megfelezzik alehetésegeket. 4 kérdés kell akitaldlashoz, és ennyi elégiis.

b) Most is szilkséges a 4 kérdés, és elég is. Ehhez azt kell elérniink, hogy a kdvetkezd kérdés az €l 6z6re adott barmely
vélasz esetén megfel ezze alehetdségeket.

I. konstrukcio
Az aldbbi megoldas négy kérdése mind igy kezddédik: "A gondolt szam az itt megadott halmazban van?'. A négy
megadott halmaz:

l.hdmaz 1 2 3 4 5 6 7 8

2.hadmaz 1 2 3 4 9 10 11 12

3.hadmaz 1 2 5 6 9 10 13 14

4. hadmaz 1 3 5 7 9 11 13 15

I1. konstrukcié Az iménti megoldast a didkok gyakran megtaldljak, de ritkan veszik észre, hogy teljesen megegyezik a
kovetkezdvel. irjuk fel agondolt szamndl eggyel kisebb szamot kettes szamrendszerben négy jeggyel (potoljuk az elejét
0-kal, ha sziikséges)! Ezek afelirasok az alabbi téblazat oszlopaiban |&thatok.

n 1/2|/3]4|5]|6|7|8]|9[10]11/12|13[14]15]|16
n-1 0/1(2|3|4[|5]|6|7|8]9 |10|11|12]13]14]|15
lsor|0/0j0j0j0|0]0OfO0OJ2]2 |2 |2 |21 |1 |1 |1
2sr|0{0]0j0OJ2)2|1]1]0|J0 |O |O |1 |1 |1 |12
3sor|0|{0j1j1j0j0|1]1]0J0 |1 |1 |O|O |1 |1
4.¢o0r |0]1]0]1]0f2j0]1]|]0]1 |O |1 ]|]O |1 |O |1

Kérdéseink:

1. Az igy kapott szdm balrdl (atéblézatban folllrél) szamitott elsd jegye 0?

2. Az igy kapott szam balrdl (atablazatban folllrél) szamitott masodik jegye 0?

3. Az igy kapott szdm balrdl (atablazatban folllrél) szamitott harmadik jegye 0?

4. Az igy kapott szam balrdl (a téblazatban folllrél) szamitott negyedik jegye 0?

A négy vélasz alapjan megkapjuk a gondolt szamnd eggyel kisebb szam kettes szdmrendszerbeli alakjat, igy ki tudjuk
taldlni a gondolt szamot. Lathat6, hogy tablazatunk négy sora, megfelel az |. konstrukcid négy kérdésének. Az adott

sorban az n-1 szdmnak megfelelé oszlopban pontosan akkor dl 0, haaz el6z6 megoldas megfelel6 kérdésében n benne
volt akijeldlt halmazban.
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1.1+ Visszatérink az 1.1 a), b) feladatokhoz, egy ataldnosito kérdés ergjéig. Végezziink két mérést: az elsébenaz 1., 2.,
... 10., széria sllyaibdl rendre ay, ay, ..., a10; @ mésodikban a széridkbdl rendre by, b, ..., by darabot tesziink fel a
meérlegre (ay, ay, ..., @10, b1, by, ..., bygneEMnegativ egész szdmok). Adjunk meg olyan algebrai feltételt a felsorolt
darabszamokra vonatkozoélag, amely alapjan eldénthetd, hogy a két méréshél kitalalhaté-e hogy melyik széria adatai
hibasak vagy nem tala hat6 ki.

Elemezziik pld az aldbbi hdrom tervet:

A)
széria: 1.2 (3. |4 |5 |6.|7.18.1]9.|10.
lméés(a) | 1]|2|3|4|5|6|7|8|9]|10
2mérés(b) | 0| 1|2 |3|4|(5(6|7|8]| 9
B)
széria: 1.12.|13.|4.|5 |6.|7.| 8 9. | 10.
lméés(a) | 0|1|2|3|4|5|6 7 8 9
2.mérés(b) | 1| 2| 4|8 |16| 32|64 | 128 | 256 | 512
C)
széria 1.|2. /3. /4. |5.|6.|7./]8. (9. |10
Iméés(@) [ 1] 11112111 ]1]1
2mérés(b)| 0| 1|2 |3|4(4(3]2]1] 0
M egoldas

Az A) terv j6, mert akét mérés killdnbsége, épp az 1.1 a) feladat megoldasaban adott mérést dlitjael6, az 1. mérés
pedig az 1.1 b) feladat megoldasanak mérése.

A B) terv nem j6, a 2. és 3. szériakkal van agond. Haa 2. széria sllyai 2 kg-mal nehezebbek az el 6irt értékné, akkor
ugyanazokat az eltéréseket érzékeljik, mint amikor a 3. szériasllyai 1 kg-mal nehezebbek az el 6irtnal.

A C) tervnél hasonld jellegii ahibaaz 1. ésa10., a2. ésa9., sth. szériaparok viszonyaban.

Altal &ban, akkor nem tudjuk eldonteni, hogy a k-adik vagy aj-edik széria a hibés, havan olyan g, és olyan g nemnulla
hibatag, amelyre a6, = &% és ugyanakkor bg, = by>e. Pontosan akkor vannak ilyen e-ok, haag:a = by:b;, azaz ha az
(2 by, (&; by) vektorok egyallastiak.

Tovébbrais hazi feladat az 1.2 feladatra vonatkozo hasonl 6 jellegii diszkusszio: ott egy mérési tervhez meg kell adni az
el6irt mérések szdmat - a tovabbiakban ezt n jeldli - tovabba nemnegativ egész szamokkal kell kitdlteni az tirlap 1., 2.,
3., 4., 5. oszlopait. Jeldlje az igy kapott szdmtéblézat i-edik soranak (i = 1, 2, ..., n) j-edik oszlopaba (j = 1, 2, 3, 4, 5) irt
szamot aj; (&; természetes szam). Tehat a;; -vel jel616m az i-edik mérésnél aj-edik szérigbol vett stlyok szamét.
Hatarozzunk meg az a; szamokkal kapcsolatos olyan algebrai feltételt, amely azzal ekvivalens, hogy a mérésekbdl
meghatérozhatok a stilyok (feltéve, hogy legfeljebb egy hibas az eredmények kozil).

5.2 Egy haj6 és utasai, 6sszesen 100 f6, Ungabunga szigetén az emberevék fogsagaba esett. Tudjak, hogy masnap
reggel a kannibd ok lelltetik 6ket egymas mogé, és mindegyikik fejére egy-egy piros vagy kék sapkét hiznak.
Mindenki csak az dsszes el 6tte Ul6 ember fején [évo sapkat fogja latni, a sajatjét és a mogotte Ul6két nem. A leghétsd
embertél kezdve sorban mindenki hangosan mondhat majd egy szint: pirosat vagy kéket. A végén azt engedik
szabadon, aki sgjat sapkaja szinét mondta, aki nem taldltael, azt bizony megeszik. A kannibalok szigoruak, ha barki
mést tesz, minthogy a lehet6 legegyszeriitbben kimondjaa"piros' vagy a"kék" szét, akkor senkinek sem kegyel meznek.
A foglyoknak még egy esélye van. Most este még 6sszebeszél hetnek. Szeretnék, hogy minél tébben megszabaduljanak.
Hény fogoly tud biztosan megmenekilni?

|. megoldas

50 rabot szabaditok meg, hatulrdl szamitva minden parosadikat. A paratlan sorszamu rabok bemondjak az el 8ttuk levd
sapk§jdnak szinét, a paros sorszamu rabok pedig a sgjét sapkdjuk szinét. |gy az utébbiak mind megszabadulnak, a
tobbiek csak szerencsés esetben menekillhetnek meg.

[1. megoldas

93 rabot szabaditok meg. A leghatso hét rab csak az elsé 93-mal torédik. Megszamoljak, hogy azokon ésszesen hany
piros sapka van, ezt a szamot felirjak maguknak kettes szamrendszerben (ez legfeljebb hétjegyti), és ennek jegyeit
mondjak be sorban (pld "piros’ jelenti az "1"-et). Az elsé 93 mindegyike tudja, hogy rajtuk 6sszesen hany piros sapka
van, mindegyik halljaa mogétte levok sapkdjanak szinét (a 93-bdl), |&tja az el stte levokét, igy a sgjatjét ki tudjataldni
és bemondja.
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[11. megoldas

Az e€l6z6 megoldas javithatd. 99 rabot is ki Iehet szabaditani.

Az embereknek szilkségtelen tudni az 6sszes piros sapka pontos szamat, el ég tudni a piros sapkék szdmanak paritésat.
Megdlapodnak pld abban, hogy aleghétsd ember "piros'-at mond, ha az el 6tte levs 99 ember koziil Gsszesen paratlan
soknak afején |t piros sapkét, és kéket mond az ellenkezd esetben. gy a 99 emberbsl méar mindenki tudja, hogy rajtuk
Osszesen paros vagy paratlan db piros sapka van, 1&tja az el6tte levék sapkajét, hallja a mogotte levék sapkdjdnak szinét,
igy asgjatjat is kitald hatja és bemondja.

100 rab nyilvan csak szerencsés esetben szabadulhat, a leghétsd nem kap informacit sajét sapkajérol.

4.1 (Palvolgyi Domotor példaja, Bergengde példatar 2. 237. fel.)

A budapesti telefonszdmok hétjegytiek. Sokszor eléfordul, hogy valaki két szomszédos szdmot felcserél,

ezért téves a hivésa. Keress minél egyszeriibb eljarast arra, hogy a hétjegyti szamok végére még egy ellenérzé szamot
téve, akozpont szdmcsere (két szomszédos szam felcserélése) esetén jelezni tudja, hogy a szam téves, és ne kapcsoljon!

|. megoldas
Legyen xg© X; + 2%+ 3Xg+ 4x4+ Sxs+ 6xs+ 7%7 (Mod 10). Az 1.1 d) feladat |. megol désénak mint§jaralathatd, hogy két
szomszédos jegy felcserél6dése esetén ajobb oldali kifejezés értéke valtozik, igy az 6sszefliggés nem marad érvényben.

M egjegyzés
Sajnos baj van a 7. és 8. jegyek cseréjéndl. Ilyenkor a bal oldal isvatozik, nem csak ajobb, az dsszefliggés esetleg
érvényben marad. L ehetséges, hogy egyszerre teljesiiljon az
X1 + 2%+ X+ AX4+ BXst BXgt+ 7%7° Xg (Mod 10) ésa
Xy + 2%+ Xzt 4X4+ BXst+ 6Xst 7Xg° X7 (Mod 10)
Osszefliggésis. Valdban a két kongruencia kivonésa és rendezés utan
8(Xg - X7) © 0 (mod 10),
ami teljesll pld xg = 6, X; = 1 esetén, tehé ha egy j6 nyolcjegyii szdm utolso két jegye 6 és 1, akkor az utolso két jegy
cseréjét nem veszi hibanak arendszer.

I1. megoldas
Legyen xg© X; + X3+ X5+ X7 (Mod 10). Két szomszédos jegy felcserél 6dése esetén a jobb oldali kifejezés értéke valtozik,
igy az 6sszefliggés nem marad érvényben.

M egj egyzés
Sajnos most ishaj van a 7. és 8. jegyek cseréjénél. Lehetséges, hogy egyszerre teljesiljon az
X1+ Xst X5+ X7© Xg (mod 10) ésa
X1+ X3+ X5+ Xg© %7 (mod 10)
Osszefliggésis. Valdban a két kongruencia kivonasa és rendezés utan
2(Xg - X7) © 0 (mod 10),
ami az el6z6ével anal 6g hibat okoz.

I'. megoldas
Legyen xg© Oxg + Ix+ 2xa+ 3x4+ 4xs+ BXs+ 6X; (Mod 10). Most a 7. és 8. jegy felcserélését firtatd kongruencia-rendszer
a
7(Xg - X7) © 0 (mod 10)
kongruencidhoz vezet, amelybdl mér kdvetkezik, hogy xg° X; (mod 10), azaz xg = X;, 8zaz nincsigazi csere.

[1'. megoldas
Legyen xg© X, + X4+ Xg (mod 10). Az elsd hét jegybdl két szomszédos cseréjénél csak ajobb oldal, az utolsd két jegy
cseréjénél csak abal oldal értéke valtozik, tehét a kongruencia nem marad fenn.

Héazi feladat

4.2 Nézd meg sok killonb6z6 kényv azonositojat, az Ugynevezett ISBN (International Standard Book Number) szadmot!
Probaldd meg kideriteni, milyen részekbél @l, hogyan épil fel ez az azonositd! (Segitség: alegutolso jegy egy elenérzd
jegy, segitségével kisziirhets barmelyik két szamjegy felcserélése, illetve barmelyik jegy elirésa. A tébbi jegy harom
csoportba oszthat6 és a kdnyv azonositasara szolgdl .)

Elméleti 6sszefoglal6 a kédokr dl:
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Legyen adva egy tetszéleges abc (betiikészlet, a kddolasndl tipikusan {0,1}) és egy n pozitiv egész (a szavak hossza).
Az abc elemeibél készithets n hossziisagul sorozatokat szavaknak nevezziik.

K ét sz6 tavolsagan (Hamming tavolsag) azoknak a helyeknek a szamét értjik, amelyeken kil onbdznek egymastél.
(Az AABC, CBBC szavak tavolsaga pld. 2, mert az els és améasodik helyen térnek el egymastdl.)

Az dltalanos megkozel itéshen kédon a szavak egy tetszéleges részhalmazat értjik. A kodba tartozd szavak a kddszavak.
Ugy képzeljiik, hogy két fél kommunikal egyméssal és a kodszavak az értelemmel bird jelek. Elsfordulhat, hogy a
kommunikécié soran egy kddszo sértil (akuldé hibézott, a kommunikéci és csatorna zaja médositotta az Uizenetet vagy a
fogadé fél hibdsan olvasta ki a szét). A kapott sz6t Ugy javitjuk, hogy atirjuk atéle legkisebb (Hamming) tavolsagra
lévé egyik kédszora.,

A kdd k-hiba javit6, ha barmelyik kédszavaban k vagy annal kevesebb betii médosul ésa esetén afenti hibajavitd
maodszer mindig egyértelmiien helyredllitja az eredeti (izenetet.

A kad k-hiba jelzg, ha barmelyik kédszavaban k vagy annal kevesebb betii mddosul asa esetén nem juthatunk masik
kédszéhoz, azaz afogadd fél észre tudja venni, hogy hiba van, mert nem kddszét olvas.

A kad k-torlés javitd, habarmelyik kddszavaban k vagy anndl kevesebb betii torl6dése (olvashatatlansaga) esetén
ahidnyzo k betii csak egyféleképpen tolthets ki Ggy, hogy kédszot kapjunk.

A kod minimélis tavolsdga a kddszavai kozott fellépé legkisebb pozitiv Hamming tévol sag.

Régen, amikor a szdmitogépeknek kazettén adtak informéciot, akkor az Uizenetet hetes bitcsomagokban taroltak, és
minden hetest egy tovabbi bittel egészitettek ki egy byte-td. Ez az egy bit volt az lgynevezett paritaselzs bit, amelyet
Ugy dlitottak be, hogy a byteban dsszesen paros darab 1-es legyen. Ha egy kiolvasott byteban nem ez volt a helyzet,
akkor Ujralekérték az adatot. Ebben a megkozelitésben egy 1-hibajelzé kédrél van sz6.

Az 5.2 feladatban egy hasonl6 eljarast 1-torlés javitasra alkalmaztunk. A "torlés" itt azt jelenti, hogy (az elsd 99 ember
kozil) mindenki |&ja vagy halljaatobbiek sapkajanak szinét, szaméra egy sapka szine - a sgjétjae - van torélve.

Az 5.5 feladat (térbeli sakktabla) megoldasais felfoghato ilyen médon. Nézzik pld a8” 8-as esetet! A "tabla" mezdit
nevezzik meg a{0, 1, 2, ..., 7} halmazbdl képzett szdmharmasokkal. (2, 0, 3) pld a2. emelet 0. sor 3. oszlopéban dl6
mez6 kdédja. A 64 bastya mezéinek koordinatéit (x, y, Z) megadhatjuk pld az aldbbi feltétellel:

X+y+2z° 0(mod8).
Ennek 64 mez6 felel meg, hiszen x ésy értéke tetszélegesen megadhatd. Két bastya akkor ti egymast, ha
koordinatéik kozll kett6 is megegyezik egyméssal. Ez afenti feltételnek eleget tevé mezék kozll semelyik kettére sem
teljeslilhet, ugyanis, hax, y és z kozul kettét megadunk, akkor a harmadik mar egyértel miien meghatarozhatd, nincs két
lehetdség.

Tovabbi hazi feladatok:
4.6 Keress haromféle betii alkalmazasaval minél tébb szébdl allé négybetiis 1-hibajavité kodot!

5.6 Bergengdciadban atotd, a bajnoksagnak megfelel6en csak 4 mérkdzést tartalmaz. Minden mérkdzés eredményére
haromfé eképpen lehet tippelni: 1-gyel, 2-vel vagy X-szel. Egy szelvényen csak egy tipposzlop van.

a) Hany szelvényt kell venni ahhoz, hogy biztosan legyen telitaldatunk?

b) Es ahhoz, hogy biztosan legyen olyan szelvényiink, amely legaldbb 3 taldatos?
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A szakkoron mégsem a Komal példék keriiltek teritékre, hanem tovébb folytattuk a Kodok feladatgyiijtemény
feldolgozasat. Egy bemelegité feladat utén tisztaztuk az ISBN szdm fel épitését (4.2), magjd 1-hibajavito kodot
gyértottunk (4.6) éstotdztunk is (5.6, 5.7). Menet kbzben megismerkedtiink a Hamming tévolsag fogalméval, és néhany
egyszerii lemmat fogal maztunk meg a kddok minimélis tavolsaga és hibajelzé, illetve javitod képessége kozdtt (pld 4.5).

Héazi feladat lesz: 5.9, és egy szokatlan példa a 7-sz6g binaris mintairol.

A 17. szakkor részletezett anyaga

Négyzetminta Egy négyzet csiicsaiba egy-egy egész szamot irtunk, majd XX HX, XX+
mindegyik cstics mellé még odairtuk az abba a cslicsha irt szamnak a X, X,
szomszédos cslicsokba irt szamokkal vett Osszegét. Hany paratlan szam lehet az
igy kapott nyolc szdm koz6tt? Adjuk meg az 6sszes | ehetéséget!

M egoldéas
A feladat nem nehéz, O, 4 vagy 8 pératlan szamot kaphatunk. X, X,
Ez az egyszerii példa a késibbiekben egészen més 6sszef liggéshen el 6 fog
bukkanni, az lesz az igazi feladat, hogy észrevegyuk, mikor.

X1+X3+X4 X2+X3+X4

3.2 Nézzik meg sok killdnbdzé kényv azonositéjét, az Ugynevezett ISBN (International Standard Book Number)
szamot! Probdljuk meg kideriteni, milyen részekbdél dl, hogyan épll fel ez az azonosito! (Segitség: alegutolso jegy egy
ellendrzd jegy, segitségével kisziirheté barmelyik két szamjegy felcserélése, illetve barmelyik jegy elirdsa. A tdbbi jegy
hérom csoportba oszthatd és a konyv azonositaséra szolgal.)

M egoldas

Nagy segitséget jelent, ha észrevessziik, hogy néhany ISBN szdmban az utolsd jegy nem is szam, hanem az X jel. Innen
sejthetd, hogy az ellenérzé jegy amult érai 4.1 feladat megoldasdhoz hasonl 6an adhaté meg, csak annyi a kiildnbség,
hogy mod 11 kell szdmolni.

A Bergeng6c példatér els6 kiadasanak kédja pld ISBN 963 9132 31 4. Ebbdl az €ls6 hdrom jegy, 963, Magyarorszég
kodja. Nagyobb orszagoknak kevesebb jegybdl @l akédja, hogy tobb maradjon a kényv azonositésara. A kovetkez6
négy jegy, 9132, a Typotex kiaddt jeléli. Ez egy viszonylag kis kiadd, ezért ilyen hosszli a kddja. A kdvetkez két szam,
a 32, akényv sorszama. Ha a Typotex tdllépi a kddjdhoz tartozd 100 kdnyv kiadaséra lehetéséget add keretet, akkor
majd Uj kodot kap. Az utolsd jegy, a 4-es az ellendrzé jegy, ez a kordbbiakbol igy szamithat6 ki:

4° 109+ 26+ 38 +40+54+ 68+ 72+ 88+ 94 (mod 11).
Ha a szorzattsszeg 11-es maradéka 10 lenne, akkor az X betii lenne az ellenérzé jegy.

Altalanosabban: az I1SBN kod €ls6 kilenc jele egy-egy szamjegy, ezek az orszégot, azon beliil akiaddt, illetve a konyvet
azonositj&k; ezen bel Ul nincs régzitve, hogy e harom jellemzé melyike hany helyen tarol 6dik; nagyobb orszagok,
nagyobb kiaddk révidebb, kisebb orszagok, kisebb kiaddk hosszabb karaktersort kapnak; tsszesen mindig 9 jegybél &l
ez ahérom rész. A tizedik jegy meghatérozaséra az alabbi egyméssal ekvivalens feltételek barmelyike alkalmazhato.
X10© 2%g + 3Xg + 4% + 5Xg + 6% + 7%y + 8%3 + 9%, + 10%; (mod 11);
X100 1% + 2%, + 3%z + 4%, + 5 + 6% + 7%, + 8%g + 9%g (mod 11);
00 10+ 2%g + 3Xg + 4% + 5Xg + 6% + 75,4 + 8% + 9%, + 10%; (mod 11);
00 1x; + 2% + 3%z + 4%, + 5% + 6%g + 7%, + 8%g + 9%g + 10%,o (Mod 11).

Az utolsd alakbdl kdnnyen leolvashatd, hogy az ellenérz jegy kisziiri barmely két jegy cseréjét vagy barmelyik jegy
elirdsét. Hapld az 6todik jegyet xs-rél Xs'-re moédositjuk, akkor nem dlhat fenn a
00 1Ix; + 2% + 3%z + 4%y + 5% + 6%g + 7%, + 8%g + 9%g + 10%,o (Mod 11),
00 1% + 2%, + 3% + 4%, + 5X5' + 6%g + 7%; + 8%g + 9% + 10%o (Mod 11)
k6zUl mindketts, mert kil 6nbsegik:
0° 5% x5 - X5) (mod 11),
ésmivel 11 prim, igy ez csak akkor dlhat fenn, ha
0° Xs-xs5 (mod 11),
azaz Xs = Xs, tehdt ha nem is tortént médositas. Ehhez hasonl6an, ha feltételezzilk, hogy az i-edik ésj-edik jegy cseréje
érvényes szamot eredményez, akkor a
0° (i -j)%x - %) (mod 11)
kongruenciahoz jutunk, amelyben |i-j |<10és|x - X | <10, tehdt i = j vagy x = X , azaz nem tortént val odi csere.
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Néhany tovabbi azonosito |eirasét is Osszeqyiijtottik.

Most kdvetkezzék egyszerre két feladat:

4.6 Keress haromféle betii alkalmazasaval minél tobb szébdl allé négybetiis 1-hiba javité kddot (lasd az €l6z6 szakkor
anyagat)!

5.6 Bergengdciaban atotd, a bajnoksagnak megfelel6en csak 4 mérkdzést tartalmaz. Minden mérkdzés eredményére
héromfé eképpen lehet tippelni: 1-gyel, 2-vel vagy X-szel. Egy szelvényen csak egy tipposzliop van.

a) Hany szelvényt kell venni ahhoz, hogy biztosan legyen telitaldatunk?

b) Es ahhoz, hogy biztosan legyen olyan szelvényiink, amely legaldbb 3 taldatos?

Definicié (Hamming tavol sag)
Ha adott két sz6 (azaz két azonos hosszlisagul jel sorozat), akkor sorban ésszehasonlithatjuk a bennik [évé jeleket:
el6sz0r a két sz6 elsj jeleit vetjik Ossze, azutan a szavakban méasodiknak kovetkezo jeleket, ..., végll az utol sdkat.
Azoknak a helyeknek a szamét, ahol egymastol kil énb6zé jeleket taldlunk, a két sz6 Hamming tavol sdganak nevezziik.
Formalisan:

O (X XXz Xy Y1YaY3.--Yn) = {i| % i},
PId d4(AABC, ABBA) = 2, mert amasodik helyen (A ill. B) és anegyediken (C és A) van eltérés.

Torténeti megjegyzés

Claude E. Shannon (1&sd pld Gyorfi LaszI0 cikkét, Charles A. Gimon irdsét vagy a MacTutor M atemati katorténeti
Arhivumot) a Bell Laboratérium munkatarsaként 1948-ban publikalta a modern kommunikéci6 elvi megal apozasit
jelenté "A Mathematical Theory of Communication" cimii cikkét. 1950-ben a cég miiszaki folydiratanak mésik
szaméban R. W. Hamming (lasd a MacT utor Matematikattrténeti Arhivumot) "Error Detecting and Error Correcting
Codes' cimii irdsaban konkrét kddolasi modszereket javasolt.

Definicié (Kod minimalis tavol saga)
Egy adott kodd minimdlis tavol sdgén a kiilonb6z6 kddszavai kozott fellépd legkisebb Hamming tavolsagot értjik.

Lemma
Egy kdd pontosan akkor 1-hibajavitd, ha minimdlis tvolsiga legaldbb 3.

Bizonyitas

Haakéd nem 1-hibajavitd, akkor van olyan p kédsz6 (pld AABA), amit egy betiijében megvétoztatva egy c;
kddszohoz jutunk (pld AABC), de meg lehet p-t Ugy is valtoztatni egy betiivel, hogy egy c2 kddsz6t kapjunk (pld
ABBA). Ebben az esethen a c1, c2 kddszavak Hamming tavol sga egy vagy ketté attdl fliggéen, hogy a két esetben a
véltoztatas ugyanazon a helyen tortént vagy nem. Tehét 1-hiba javitésra alkalmatlan kédok minimélis tavolsaga kisebb
3-nél.

Masrészt, ha egy kod minimalis tavol sdga kisebb, mint 3, akkor van a kddban két olyan kédsz6, ¢, ¢, (pld AABC és
ABBA), amelyek Hamming tavolsaga 2 vagy 1. Ha atavolsag 2, akkor kdnnyen készithetiink olyan p szét, amely mind-
két kddszotdl csak egy helyen tér €: p egyezzen meg c;-gyel és c,-vel mindazokon a helyeken, ahol ¢, és ¢, megegyezik
egymassal (p = A B ), az eltérést okozo két hely egyikén pedig p egyezzen meg ¢;-gyel (p = AAB_, vagy A BC), a
mésikon c,-vel (p = AABA, vagy p = ABBC). Ha véletleniil a p lizenet érkezik hozzank, akkor nem tudjuk kijavitani. Ha
¢; és ¢, Hamming tévolsdga csak 1, akkor c;-et kapva bizonytal ansagban vagyunk, hogy c;-et vagy c,-t kildték, ha egy
hibat megengediink.

1. Hazi feladat

4.11 Bizonyitsd be, hogy egy kdd pontosan akkor

a) k-hibajavité, ha minimalis tavol saga legal bb 2k+1;
b) k-hiba jelz6, haminimdlis tavol saga legal dbb k+1;
C) k-torlésjavitd, hak-hibajelzs!
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Most visszatériink a 4.6 feladat megoldasahoz.

4.6 |. megoldasa (A minimélis tavol sag alapjan)

Tegyik fel, hogy mar van egy ilyen kédunk! Legyenek a betiik 0, 1, 2, és gylijtsik 6ssze a 0-val kezdsdé kédszavakat!
Legfeljebb harom lehet bel 61k, mert ha mar négy volna, akkor volna kdzottik kettd, amelyek a masodik "betiiben” is
megegyeznek, és igy legfeljebb csak két helyen térnek el egymastél. Teljesen hasonléan az 1-gyel és a 2-vel kezdddé
szavakhdl is legfeljebb harom-harom lehet, tehéat 6sszesen legfeljebb csak 9 ilyen kodszé van.

Taldtamis9 megfelel6 kodszét:

0O 0 0 O 1 0 1 2 2 0 2 1
0 1 1 1 1 2 0 1 2 1 0 2
0 2 2 2 1 1 2 O 2 2 1 0

Elészor a 0-val kezdédoket irtam dssze (elsé oszlop). Egyszeriinek tiint a maradék harom jegyet mindig egyformanak
véasztani. Ezutdn mér alig volt szabadsagom. Kellett még harom-harom 1-gyel és 2-vel kezdédb kddszo. Ezeknek az
utolsd harom helyén 0-bdl, 1-bsl és 2-bdl is csak egy-egy fordulhatott €6 szavanként, hogy a mér kijel6lt harom kédszo
egyikével se egyezzenek meg két helyen. Harom jelnek épp hat permutécidja van, ez adjaaz esdlyt. Miutan leirtam az
1021 kédszét is mér csak egyféleképpen lehetett folytatni: 021 ciklikus elforgatottjait kellett lefrni az 1-es mogé, hogy
ne legyen Ujabb egyezés, a masik harom permutéci 6t pedig a 2-es moge.

4.6 11. megoldésa (Algebrai konstrukcié az 1.1 feladat anal6giéjéra)

Haakddszavakat 1-1 helyen az 6sszes | ehetséges mddon megvaltoztatjuk, akkor csupa kiilénbdzé széhoz kell jutnunk.
Egy kddszénak négy betiije van, mindegyiket kétféleképpen vatoztathatjuk meg, igy egy kddszéhoz 6nmagaval egyditt
9 576 tartozik. Mivel dsszesen 3* = 81 sz6 van, igy legfeljebb 81/9 = 9 kddsz |ehetséges.

Megadunk 9 megfelel kddszot. Legyen a négy betii sorban Xy, Xo, X3 €S Xa.

Valasszuk meg x;-et 6s x,-t az Osszes |ehetséges modon! Ez dsszesen épp 9 lehetdség.

Xz-at és X, szamitsuk ki x;-bol és x-bél az 1.1 feladat megol désa alapjan, csak modulo 3 szamolva:
X3© X1 + X% (Mod 3), X4 © Xy + 2%, (mod 3).

Tehét akodszavak: 0000, 0112, 0221, 1011, 1120, 1202, 2022, 2101, 2210.

Ha kapunk egy négybetiis szét, akkor "betiiit" helyettesitsik be afenti egyenletekbe. Ha mindketté teljesil, akkor nincs
hiba (vagy egy hibanal tébb van). Ha csak az egyik nem teljesil, akkor annak bal oldala a hibas és kijavithatd. Ha egyik
seteljesil, akkor x; ésx, egyike a hibés, az elsé egyenletbdl kidertl mennyivel, a masodikbdl, hogy melyik.

M egjegyzés
Haall. megoldast Ggy modositjuk, hogy Xs-at és x4-€t az

X3 © X1 + %5 (mod 3), X4 © 2% + X, (Mod 3)
keépletekkel értelmezziik, akkor épp az |. megoldasban kapott 9 kddszéhoz jutunk.

5.6 a) megoldasa
3* = 81-féleképpen alakulhat a négy mérkszés eredménye, ezért ennyi, azaz 81 szelvényt kell kitdlteni a biztos
telitaldat érdekében.

5.6 b) I. megoldasa

Osszesen 9-féleképpen lehet Ggy kitdlteni atotdszelvényt, hogy legaldbb hdromtaldatos legyen:

van 1 négytaldatos;

van 2 olyan, amelyen az 1., a2., ésa 3. mérkézésre adott tipp taldt (a 4. mérkézés eredményre adott tipp kétféleképpen
lehet rossz);

6s még 2-2-2 olyan szelvény képzelhet6 el, amelyenaz 1., 2., 4.; az 1., 3., 4.; illetve a 2., 3., 4. mérk6zés eredményét
taldltuk €.

Ezért csak 81-9=72 olyan kitoltés lehetséges, amely legfeljebb kéttaldlatos. Tehat 73 szelvényt kell ahhoz venni, hogy
biztosan legyen egy legal dbb haromtalalatos.
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M egj egyzés Ez a megoldés hibés, mert nem afeltett kérdésre vdlaszol, hanem a kdvetkezére: hany szelvényt kell
vennie a nagyon buta tot6zénak, ha azt akarja, hogy azokat gondolkodas nélkil, de csupa kilénbézé modon kitdltve
legyen egy |legaldbb hédromtal &l atos szel vénye.

Egy gondolkod6 totézé kevesebb szelvénnyel is € tud érni harom (vagy tébb) taldlatot.

5.6 b) I1. megoldasa

Ha héromtal d atosat szeretnénk, a kdvetkezéképpen jarunk el. Mivel anegyedik tipp nem szamit, csak az elsé harmat
nézzik. Ezeket 3>858-féleképpen tolthetj ik ki. Tehat barmilyen is atelitaldatos, biztoslesz a kitéltottek kozott harom-
taldatos. igy 27 szelvényt kell ehhez kitolteni.

M egj egyzés
Ez amegoldésis hibés, ugyanis nem derll ki beléle, hogy 27-nél kevesebb szelvénnyel nem oldhaté meg a feladat
(szerencse nélkil).

5.6 b) I11. megoldasa
A négy mérkdzés egylittes eredményét réviden "eredmény"-nek fogjuk hivni.

Ha egy szelvényt kitdltlink, akkor 9 olyan eredmény van, amely mellett van harom taldlatunk: atelitaldat, valamint haa
3 mérkszés kozul pontosan egynél hibdztunk (2-féle hiba lehetséges): 1+4:2=9. Nem Uszhatjuk meg tehat 81/9=9
szelvénynél kevesebbel. Nézzilkk meg, hogy 9 szelvénnyel boldogul hatunk-e!

A szelvények mindegyike 9 eredmény esetén nyer (azaz 3 vagy 4 taldatos). L2 merksss
Ahhoz, hogy mind a 81 |ehetséges eredmény esetén legyen nyerd szelvényiink X
az kell, hogy egyik eredménynél se nyerjen 2 szelvény. Probdljunk meg igy X2
kitolteni 9 szelvényt! A probakozashoz egy (3" 3)” (3" 3)-as téblazatban

abrézoljuk alehetséges eredményeket, illetve tippeket. 2

—_ b o b e

A téblézathban 6sszesen 81 mezé van, minden mezé egy lehetséges 1
eredmenynek felel meg. Az, hogy az adott mezé melyik "sorharmasban” van, T T T T 4 meee
megmondja, hogy mi az elsé mérkézés végeredménye; a sorharmason bel il 1 2 X 3 mérkss
sor amasodik mérkézés végeredményére utal; az oszlophéarmas a harmadik,
azon belll az oszlopszam a negyedik meccs végeredményét jelzi.

1. 2. mérkézes

X
X [ M JMET
A kitoltott szelvénynek megfelel6 mezot befeketitjik. Ennél az eredménynél ! I

lenne a szelvény telitaldatos. Sziirkével jel6ljik azokat az eredményeket, 2 |1 Il I [l . i I
amelyek 3 taldatosak lennének. Ezeket nem szabad befeketiteni. S U A1 I
Bevonalkézzuk azokat a mezéket, amelyek a sziirkéktol csak 1 mérkszés {3 " I N
végeredményében térnek el. Ezeket atovabbiakban nem szabad befeketiteni, 1 Il
mivel minden eredménynél csak egy szelvény nyerhet (lehet 3 vagy 4 ! 21 X1 22 1 %\ e
taldlatos). o

Roviden a szabayok: afekete mezétsl csak egy adatban eltéré mezék sziirkék, a 1 2 makizs
pontosan két adatban eltérék vonalazottak. NS i L

Mivel az 1-2-X eredmények egyenértékiiek, és a mérkézések egyméastol 22 [T
fliggetlenek, mindegy, hogy melyik az elsd kitoltott szelvény, ezért szimmetria- !
okokbdl vllasszuk elsdnek a kdzépsé mezét (2222)! Ezutén is tarthatjuk 12
magunkat a szimmetriahoz, még 4-4 szelvény kellene, esélylink van 90°-o0s UL
forgasszimmetriara. Ezért bejel 6link a kdzépponthoz legkdzelebb 1évé még 1
kitolthet6 szelvényt, rogton a forgasszimmetria szerint négyet (1X21, 21X1,

X12X, 2X1X). L 2 mékize

Lam, még szerencsénk is van: anégy mezé egyittes bej el 6lése sem okoz éatfedést.
Mint lathatd, pont annyi lyuk van, amennyi szelvényt még el kell helyezniink. 25
Siker(lt! Megelégedéssel olvashatjuk le a megfelel§ tippeket: ! ]
2222 12 H
1X21, 21X1, X12X, 2X1X L
X211, 1112, 12XX, XXX2 1 2 X amekiss
E szelvényekkel biztos alegaldbb 3 taldlat, igy 9 szelvény szilkséges és el égséges.
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5.6 b) V. megoldésa

Az el6z6 megoldasban el€jén lattuk, hogy legaldbb 9 szelvény szikséges, és 9 szelvény pontosan akkor oldjameg a
feladatot, ha nincs olyan "eredmény”, amely a9 szelvény kozll kett6tdl is csak egy mérkzés eredményében tér el. Ez
épp azt jelenti, hogy a9 szelvény 1-hibajavitd kédot alkot. Ezek szerint a 4.6 feladatra adott megoldasok barmelyike
optimalis szelvényeket szolgdltat, csak a 0-kat kell X-re cserélni.

M egj egyzés (Tokél etes kddok)

Tekintsiink k kiilonbdzé karaktert, és abel§lik alkothatd dsszes n hosszil sorozatok, "szavak”, H halmazét. Ugy is
tekinthetj ik, mintha n mérk6zéstink lenne és mindegyiknek k-féle eredménye Iehetne. Legyen r rdgzitett pozitiv egész,
éshi H tetszoleges sz6. "h kézéppont( r sugar korlapon" azoknak a szavaknak a halmazét értjiik, amelyeknek h-tol
valé Hamming tévolsaga legfeljebb r. A "kédelmélész" arratorekszik, hogy minél tébb szét taldjon Ugy, hogy a
korguk irt r sugaru korlapok diszjunktak legyenek. r = 1 esetén pld igy 1-hibajavité kédot kap. A "tot6z6" célja ezzel
némileg ellentétes: 6 szavaknak egy olyan készletét keresi, amelyek koré irt r sugart korlapok lefednek minden szét,
nem marad ki egy "eredmény” sem. igy 6 olyan optimalis szelvény-készletet dlit €6, amellyel biztosan nyer, har
taldlatot enged atelitaldatbol. Bizonyos (k, n, r) szdmhérmasoknal céljukat ugyanannyi széval, ugyanazzal a
szOkészlettel érik el. Az ilyen szOkészletek a tokéletes kodok.

5.7 A szenvedélyes jatékosok mér régota keresik az olyan nyeréesélyes tipprendszereket, Ugynevezett totokul csokat,
mint amilyet az 5.6 feladatban is kerestiink. Mégis, mar "kicsinek" tiing esetekben sem ismeretes, hogy legkevesebb
hany szelvény kell bizonyos szamu talalat eléréséhez.

Az alébbi téblézat™ mutatja, hogy mit tudott a vilag 1995-ben. n amérkézések szamét jeléli, r pedig azt mutatja, hogy
legfeljebb hany taldatot engediink ki a keziinkbél. Az 5.6 feladat az n = 4, r =1 esetnek felel meg (k = 3).

[ n/r ] 1 | 2 | 3 |
1 1
2 3 1
3 5 3 1
4 9 3 3
5 27 8 3
6 63-73 12-17 6
7 150-186 26-34 7-12
8 393-486 52-81 13-27
9 1048-1356 128-219 25-54

10 2818-3645 323-558 57-108
11 7767-9477 729 115-729
12 21395-27702 1919-2187 282-729
13 59049 5062-6561 609-1215

Lathato, hogy elég kevés konkrét eredmény ismert. Az aldbbi kérdés az egyik pontos eredményre kérdez ra.

Mutassuk meg, hogy a 13 mérkézéshdl allo toton legal dbb 59049 szelvényt kell kitdlteni ahhoz, hogy biztosan el érjink
legaldbb 12 taldlatot!

M egoldas
Osszesen 3"3-féle szelvény lehetséges. Egy szelvénnyel 1 + 243 = 27 = 3° esetben van legalbb 12 taldatunk, igy
legalabb 3%%/3% = 3'° = 50049 szelvényre van sziikség.

2. Hazi feladat
Kiséreljink meg konstruélni 59049 megfelelé szelvényt.

M egj egyzés
Léathato, hogy k = 3 esetén akkor van lehetéség 1-hiba javito tokéletes kédra (r = 1), hal + 2n = 3°. Hatehat s
tetszéleges pozitiv egész,

American Math. Monthly, August-Sept 1995, 579-588.
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akkor az egyszerii |leszaml@és nem zé&rja ki toké etes kod | étezését.

3. Hazi feladat

5.9 Mostisaz 1, 2, 3, ...16 szamok kozll kell kitaldlni egyet barkochba kérdésekkel. K érdéseinket el6re le kell irni és
nincs befolyasunk arra, hogy a gondolé milyen sorrendben nézi és vélaszolja meg azokat.?

Hany kérdéssdl tudjuk biztosan kitaldlni a gondolt szamot, ha varhat6an egyszer (legfeljebb egyszer) téves valaszt
kapunk?

4. Hazi feladat

Hétszogmintak Ebben afeladatban egy szabélyos hétszog cslicsaira irunk O-t vagy 1-et. Osszesen 2'=128 ilyen kitoltés
van. A kitoltések egy |, részhalmaza " 7-szdgre idedlis’, ha

1. Hahl 1;b h barmely (n"860°/7-kal val6) elforgatottjais I,-ben van.

2. Barmely két |,-beli kitdltés csticsonként és mod 2 szamitott sszegeis |,-ben van.

A kitoltéseknek hany "7-szdgre idedlis' részhalmaza van?

% Ezzel az "El6z6 vélaszod igaz volt?" - tipust kérdéseket akarjuk kisziirni. Tehat kérdés nem vonatkozhat a vélaszok
igazsagtartalméra.
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Folytattuk a KAdok feladatgyiijtemény feldolgozasét, leginkébb az 5.9. feladattal foglalkoztunk. Menet kézben megis-
merkedtiink a linedris kod fogalmaval, éstébb példan is lattuk, hogyan lehet 1-hiba javité linedris kddot konstrualni.

Héazi feladatnak a malt érardl megmaradt: hétszdgmintak, 13-astotd, Uj példak: 5.11, fizetés barkochba.

A 18. szakkor részletezett anyaga

5.9 Mostisaz 1, 2, 3, ...16 szdmok kozll kell kitaldlni egyet barkochba-kérdésekkel. K érdéseinket el6re le kel irni és
nincs befolyasunk arra, hogy a gondol6 milyen sorrendben nézi és valaszolja meg azokat.® Hany kérdéssel tudjuk
biztosan kitaldlni a gondolt szamot, ha varhatéan egyszer (legfeljebb egyszer) téves valaszt kapunk?

M egoldas (Also korlat)

Tegylk fel, hogy k elére leirt kérdéssel ki lehet talalni a gondolt szamot. Tekintsiik ezt ak kérdést, és valasszuk ki a 16
sz&m egyikét, mintha az lenne a gondolt sz&m. Vélaszoljuk meg a k db kérdést hazugsag nélkiil. irjunk O-t az "igen", 1-
est a"nem" védasz helyett. gy egy k hossziisagul 0-1 sorozatot kapunk, amit a kivélasztott szam kodjénak fogok
nevezni. Haa vdlaszol 6 egyszer hazudik, akkor nem a szdm kédjat kapjuk, hanem egy olyan sorozatot, amely egy
helyen killénbézik a szam kodjétdl. Az ilyen sorozatokat a szam alkodjanak fogom nevezni. Alkédbdl éppen k darab
van, mert ak kérdéshél egyre kaphatunk rossz vdlaszt, és mindegyik kérdésre egyféle rossz vélaszt kaphatunk. A 16
szamhoz 16 kod és 16k dkadd tartozik. Ezeknek mind kill6nbdzéeknek kell lennie, mert ha volna kdzds elemiik, akkor
az annak a 0-1 sorozatnak megfelel$ valaszok esetén nem tudnank kitaldni a gondolt szamot. Osszesen 2% darab k
hossz(i 0-1 sorozat van, igy biztosan teljesiil a 16x(k+1) £ 2 egyenlstlenség. A két oldal értékét k=1, 2, ... esetén
tabl&zatban irom fel.

k 1]2[3[4]5] 6 7 8
16> (k+1) | 32 | 48| 64 | 80| 96 | 112 | 128 | 144
2 2| 4| 8|16(32| 64 | 128 | 256

Lathato, hogy az egyenlétlenség ak = 7 esetben teljesiil el¢szér. Tehat legalabb 7 elére leirt kérdésre van szilkség.

I. konstrukcio ("Moho algoritmus”)

7 elére leirt kérdéssel megoldhatd afeladat.

Ennek igazolasahoz 16 db olyan 7 hosszlsagll 0-1 sorozatot kell megadni, amelyek kozil barmelyik kettd legaldbb
harom helyen eltér egymastél. Ebbdl ugyanis kévetkezik, hogy a 16 kod és 16 alkéd mind kil 6nb6zé lesz: ha két
kilonb6z6 kddhoz tartozd dkdd megegyezik, akkor a két kdd csak két helyen tér el egymastol.

Moho algoritmussal dolgozunk. A 0000000 sorozattdl kezdve alexikografikusan legkisebb olyan sorozatot keressik,
amelyik mindegyik korabban mér kivalasztott sorozattdl legaldbob 3 helyen killonbozik. Az eredményil kapott 16 db
0 - 1 sorozat az aldbbi tablazat oszlopaiban taldhaté:

112]3|4|5]|6|7[8|9]|10]11)|12|13|14|15|16
lsor|0j]0Oj0OjO]OjO|OjOj1]1 ]2 |1 )12 ]1]1
2sor|0|0|O0O|OJ2]|1)2]2|j0j0]JO0O]O]1 1|11
3sr/0{0f2;1/0|0j12}j2j0j0 1|2 ]0]0]1]1
4.0or | 0JO0O}]21)1j2]1/0|0f2|2]0O0O|]0O]0O]O]1]1
Ssor|O|1|O0|1|0]|1|j0]1|j0j1 0|21 ]0]1]O0]1
6.sor ([ O|1|/0|1|1]|0j2]0)j1j]0]J]1]|]0O0]j0O]1]O0]1
7sr|0{1/2|0j0}|1}j2]0)j1]0]J0]2]1]0]0]1

A 7 kérdés a 7 sorbdl olvashaté ki. Egy oszlophoz tartozd kérdés, azokraaz 1 és 16 kozti szamokra kérdez rg, amelyek
soraban az adott oszlopban 0 dll. A hét kérdés mindegyike igy kezdddik: "A gondolt szam az itt megadott halmazban
van?'. A hét megadott halmaz az aldbbi sorokban olvashaté:

% Ezzel az "El626 vélaszod igaz volt?" - tipust kérdéseket akarjuk kisziirni. Tehat kérdés nem vonatkozhat a vélaszok
igazsagtartalméra.
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lkérdéss 1 2 3 4 5 6 7 8

2.kérdés: 1 2 3 4 9 10 11 12

3.kérdés: 1 2 5 6 9 10 13 14
4.kérdés: 1 2 7 8 11 12 13 14

5. kérdés: 1 3 5 7 9 11 13 15
6. kérdés: 1 3 6 8 10 12 13 15
7.kérdés: 1 4 5 8 10 11 14 15

Erdekes, hogy afenti 1., 2., 3., 5. kérdések rendre megegyeznek az 5.8 b) feladatra adott megoldéasok kérdéseivel (14sd
a16. szakkort).

[1. konstrukci6 (Algebral.)
Az 5.8 b) feladatra adott |1. konstrukciora épitve az 1.2 feladat 1V. megoldasanak mintajéra (I1asd a 15. szakkort)
dolgozunk.
Legyen (n-1) kettes szamrendszerbeli aakjaxgxaxox, (1 1,2, ..., 16, x1 0, 1). Ebben a megkdzelitésben az 5.8 b)
feladatra adott 11. konstrukci6 kérdései igy irhatok:

"xg = 07"; "Xy =07"; "X = 07"; "x; = 07",
Allitjuk, hogy ajelen feladat megoldasat kapjuk, haafenti négy kérdést kiegészitjiik az aldbbi harommal:

"XtXotXy = 07" "XgXptXy = 07'; "XgtXetxg = 07",

ahol az 6sszeadas és az egyenl 6seg mindeniitt mod 2 értends.
A véaszokat elfogadva megéllapithatjuk Xg, Xa, Xo, X1, Xa+Xo+Xq, Xg+Xo+Xy, Xg+Xa+X; Ertékeit és az els6 négyre kapott
értékkel leellendrizhetjik az utolso harmat. Ha egyik ellenérzés sem teljesiil, akkor biztosan x; volt aludas, értékét
kijavithatjuk. Ha két ellenérzésnéd sem stimmelt az 6sszeg, akkor X, X4 vagy xg értéke volt hibas, attdl fiiggéen, hogy
melyik két egyenlettel volt baj. Mindegyik valtozo legal dbb két 0sszegben szerepel, igy ha csak egy ellenérzésnél
jutottunk ellentmondéshoz, akkor biztosan annak az tsszegnek az értékét kaptuk rosszul, avaltozok értékei helyesek.
Végll, haminden ellenérzés klappolt, akkor nem is kaptunk hamis vélaszt, tudjuk a valtozok értékeit.

M egj egyzés
Mutassuk meg, hogy az |. konstrukcidban megadott kérdések is megfogal mazhatdk a Il. konstrukcidban adott algebrai
alakban!

[11. konstrukci6 (Algebra I1., Hamming kéd)

Az |. konstrukcié gondolatmenete alapjén, de all. konstrukcioban szerepl 6 algebrai mddszerhez hasonlé megol dést
keresiink.

16 db olyan hét hosszlisagu O - 1 sorozatot kell megadni, amelyek kdzil barmelyik kett6 legaldbb hdrom helyen eltér
egymastol. Szeretnénk ezeket a sorozatokat egy

aytayy.+..+ary;=0,
bi-y1+ Doyt ..+ b7y, =0,
Cir Y1+ Cr Yot .. +Cry;=0

homogén linedris egyenletrendszer megol dasaként eléallitani. (Itt, és az aldbbiakban a +, - miiveletek és az egyenl §ség
ismod 2 értends, az egyiitthatok, valtozok értékei 0 és 1 lehetnek.) Azaz olyan a;, ay, ..., a7, by, by, ..., b7, ¢y, Cy, ...y C7
egyUtthatdkat keresiink, amelyek esetén afenti egyenletrendszert kiel égit6 y; Y ... Y7 sorozatok kozll barmelyik ketté
legaldbb 3 helyen eltér egyméstél. Az ilyen kddot lineéris kddnak nevezik.

A linedris kodnak a kovetkez6 el6nye van. Az egyenletrendszer egyik megoldasa, tehat az egyik kddszd a 00...0 sorozat.
TegyUk fel, hogy sikertil olyan az egyenletrendszer egyiitthatGit Ggy megva asztani, hogy barmelyik mésik megoldés
00...0-t4l legal &b harom helyen térjen el, azaz |egal dbb harom 1-es legyen benne. Allitjuk, hogy ebben az esetben
barmelyik két megoldas legalabb harom helyen eltér egymastdl. Valdban, haaz yi1 Yo; ... Y71 €58Z Y12 Yo ... Y7o SOrozat is
teljesiti afenti egyenletrendszert, azaz

ayntayynt..+taryn=0, A Yo+ 8y Yoot ...+ ar =0,
b1y + by + .+ by =0, D1 Yio+ Do Yo t .o + b7 y72=0,
CrrYu+tCr¥Yut..+Cryn=0, Cr Y12+ Co' Yoot ... + C7- Y2 =0,

akkor amegfelel 6 egyenletek kivonasa révén kapjuk, hogy
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ar- (Yii- Y12) + @ (Ya- Y22) + ... + @7 (Y- ¥72) = O,
D1- (Yi1- Yi2) + Do (Yor- ¥22) + oo + b7 (Yr1- ¥72) = 0,
Cr- (Yir- Y12) + Cor (Yor- Y22) + . + C7- (Y71~ ¥72) = O,

azaz az (Y11 - Y12) (Yo1- Y22)... (Y71 - Y0) SOrozat isteljesiti az eredeti egyenletrendszert. Ebben a sorozatban feltétel ink
szerint legaldob hdrom 1-es van, de pontosan ott van benne 0-tdl killénb6z6 szam, ahol az yi1 Va1 - Y71, V12 Y22 - Y72
sorozatok eltérnek egymastél. Tehat ha egy linedris kddban nincs olyan kddszd, amelyikben egy vagy két 0-tél
kilonb6zo jel van, akkor barmely két kddszo tavol saga legal dbb harom.

Feltételi egyenlet nélkil az yy, Vs, ..., Y- bindris valtozok értékei 2’-féleképpen véaszthat6k meg, hiszen mind a hét
valtozd szabadon és egyméstdl fliggetlenil folveheti a0, 1 értékek barmelyikét. Egy egyenlet |ehetéséget ad, hogy az
egyik valtozot kifejezzik atobbibdél, igy a szabad valtozdk szdma eggyel csokken. Azt szeretnénk elérni, hogy az
egyenletrendszernek 16 = 2* megoldasa legyen, ehhez 3 (fiiggetlen) egyenletet kell megadni.

Az
apyi+ayyt+..+ary,=0,
by y1+ 0y Yot ..+ 070y, =0,
CrrYi+CorYot..+Cry;=0

egyenletrendszer tehé pontosan akkor megfelel 6, ha (egyenletei fliggetlenek és) nincs olyan megoldésa, amelyben az
ismeretlenek kozll egynek vagy kettének az értéke 1-es (és atdbbi 0).

y1 =1, ¥, = ... = y; = 0 pontosan akkor megoldésa a fenti egyenletrendszernek, ha az

9y Ay 85 8, A5 g 37 0

§61C; €3 €4 5 C5 Cr

métrix elsé oszlopdban mindeniitt 0 &ll. Altaldban, egyenletrendszeriinknek pontosan akkor van olyan megoldasa,
amelyben az egyik valtozo értéke 1, a tébbié 0, ha A-nak van azonosan 0 oszlopa.

yi =y, =1, y3=... = y; = 0 pontosan akkor megoldasa az egyenletrendszernek, ha az A matrix els6 két oszlopa egyenlé
egyméssal. Altaldban, pontosan akkor van olyan megoldas, amelyben két véltozo értéke 1, atobbié 0, ha A-nak van két
egyforma oszlopa. Az A métrix tehé pontosan akkor ad megfelelé egyenl etrendszert, ha egyik oszlopa sem egyezik
meg az azonosan 0 oszloppal vagy egy masik oszloppal (és az egyenletek fliggetlenek).

A egy-egy oszlopa egy harom elembél 416 binéris sorozat, amely 2° = 8-féleképpen vélaszthatd meg. A 8 koziil az
egyik azonosan 0, ez nem lehet A-ban, tehat A oszlopai - a sorrendtél eltekintve - egyértel miilen meghatérozottak:

2110100%
A=1101010-
§10110015

Tehat amegfelel6 egyenletrendszer:

1y +1y,+1y3+0ys+1y5+0 ys+ 0 y; =0,
Lyi+1y+0y3+ 1y, +0-y5+ 1y + 0y, =0,
Ly +0yo+1y3+ 1y, +0-y5+0-ys + 1y, =0,

Ennek valéban 16 megoldasa van (azaz egyenletei fliggetlenek) hiszen yy, Vs, Vs, V4 értékel szabadon v aszthatok és

Ys=1y1 +1-y,+1.y3+0-y,,
Yo=1y1 +1yo+0-y3+ 1y,
y7=1y1 +0-y, +1-ys+ 1-ya.

A 16 megoldasitt lathato:
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112|(3|4|5]/6|7]8[9]10|11|12]13|14[15]16
y, |0j0of0|jo0ojojo0j0joj2f1j1;1(1|1}1|1
y, |0jo0of0|0{2y241j2j0f0|j0j0|1]212|1|1
y |0j0f21|1|{0j01j2j0|0|2 |12 |0]|]0|1]|1
ys |/0j2(0|2|{0j2|0|2j0|1]0]12|0]|212]0]|1
ys |0j0Of21|1{2j240|0Oj2|1|0O0|0|0]|]O0O|1]|1
V¢ |O}2(0|2|2j0|1|0j2|0]|2]0|0]|2]0]|1
y 10]2/1]0]0}J1}1]0]2|0]0O]1]J1]0O0]0O]1

Lathat6, hogy - két sor felcserél 6désétsl eltekintve - ugyanahhoz a tablazathoz jutottunk, mint az |. konstrukcio esetén.

Megjegyzes
Az el6bb |&tottak alapjan Uj konstrukciét adunk a mdlt orai 4.6, 5.6 példékhoz. Most tehat hdromféle jeltink van, pld 0,
1, 2 és négyes sorozatokat kell gyartanunk. Szamoljunk mod 3 (tehat 2 = -1), és keressiink olyan

- Y1+ ay Yot agyst asys=0,
D1 y1+ 0y Yo+ b3 Y3+ 04 y4=0

alaku egyenletrendszert , amely megoldashal maza 1-hiba javito lineéris kod! Azért van szilkkség most csak két egyenl et-
re, mert 4 valtozénk van, de 9 kddszot keresiink, tehét két szabad valtozét kell hagynunk, kett6t kell tudni kikisz6bdlni
az egyenletekkel. Most is Ugy kell megvéasztani az egyenletrendszer egyitthatdinak

by b, by b, &

maétrixéat, hogy az egyenletrendszernek ne legyen olyan megoldasa, amelyben csak egy vagy két valtozd értéke
kuldnbozik 0-t6l. Az egy darab O-t6l killonb6z6 elemet tartalmazo sorozatokat most is Ggy tudjuk kizarni, hogy nem
engediink meg a métrixban olyan oszlopot, amelyben mindkét elem 0. Tekintsiink most két darab nullétél kiildnbdzé
elemet tartalmazo sorozatokat, legyen pldy; =y, 1t 0, y3= y, = 0. Ez pontosan akkor megoldas, haa; = - a, ésb; =- by,
azaz haaz

&0 2,0

.5 &,
oszlopvektorok egymés ellentettjel. Azy; =1, y,=-1, y3= y,=0vaamintazy, =-1,y, = 1, y3= y, = 0 szamnégye-
sek pontosan akkor megoldasok, haa; = a, ésb,; =b,, azaz ha

2,0 a0
big &b g
Ha nem akarunk olyan megoldasokat, amelyek legfeljebb két helyen térnek el egymastdl, akkor olyan A matrixot kell

vélasztani, amelynek nincsenek azonosan 0, egyméssal egyenld, illetve egymassal ellentétes oszlopai. Pld egy ilyen
matrix:

2d120¢
gzlo 25

amely az

Yit Yo+ 2:y3=0,
2:y1+Y,+2:y,=0
egyenletrendszert, azaz a

Yit Y2=Ys,
2:y1+ Y2 =V

dsszefliggéseket hatarozza meg. Epp ezeket "taldltuk ki" az € 6z6 6ran a 4.6 feladat |1. megol désaban.
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V. konstrukcié (Négyzetminta)

Térjlnk visszaa"Négyzetminta' feladathoz, az €l6z6 foglalkozas els6 példgdhoz! Egész szdmok helyett szamoljunk
binarisan (mod 2), azaz a"paros' és"paratlan” szavakat 0 és 1 helyettesitse! A négyzet cslicsaihoz irt 8 szamot 16-féle-
képpen adhatjuk meg, hiszen a csiicsokhoz el 6szor irt egy-egy szam dsszesen 2°-féle lehet és ezek méar meghatarozzék a
tovabbi négy szamot. igy tehét 6sszesen 16 db 0-1 sorozatot kapunk, amelyek egy lineéris halmazt alkotnak, azaz a 16
kozll barmelyik két sorozat dsszege (természetesen koordinatanként és mod 2 értve) is a 16 sorozat kdzott van. A
"Négyzetminta" feladatban azt 1attuk, hogy e sorozatokban 0, 4 vagy 8 db 1-es |ehet, tehét a 16 sorozat egy olyan linea
ris kodot alkot, amelynek minimalis tavolsaga 4. Ha a nyolcelemii sorozatok egyik, pld az utolsd elemét mindegyikben
elhagyjuk, akkor 16 olyan hételemii 0-1 sorozatot kapunk, amelyek kézil barmelyik ketté Hamming tavol sdga legal abb
3. Az |. konstrukci6 elején leirtak szerint éppen ilyen sorozatokat kerestink.

Végll két levezets feladat:
J6-30-as Az egész szdmok egy |3 részhalmazét "jo 30-as'-nak nevezzilk, hateljesiiinek ra az alabbi feltételek:

1. Hahl 14 ésn tetszéleges egész szam, akkor n-h T 1.
2. Ha h1T I3 éShzT I 30, @kkor hy+ hgT 3.
3.300 I

Az egész szdmok halmazénak hény "j6 30-as' részhalmazavan?

M egoldas

Az 1. - 2. tulajdonsagokbdl kdvetkezik, hogy j6 30-as halmazban |ehet maradékosan osztani, azaz, ha il 1 éshyl I3
éshy, = n-h, + mahol n, megész szamok, akkor mil 15,. Legyen k egy j6 30-as halmaz (egyik) |egkisebb abszol Gt-értékii,
de 0-tél killonb6zs eleme. (Ilyen elem biztos van, hiszen 30 benne van a halmazban, igy csak az 1, 2, ... 30 eseteket kell
végignézni.) Ekkor k minden tébbszérése is ajé 30-as halmazban van, de mas elem nem is lehet a halmazban, mert a
maradékos osztés k-ndl kisebb abszol Gt-értékii elemet eredményezne. Tehat minden j6 30-as halmaz egy €lem Osszes
tobbszorosébsl al. 30 pontosan akkor lesz egy ilyen halmaznak eleme, ha a szobanforgd elem 30 oszt6ja. 8 megfelel 6
halmaz van, ezek rendre 30, 15, 10, 6, 5, 3, 2, 1 dsszes tdbbszordseibsl allnak.

Pénzes bar kochba (Pésa Lajos feladata) Az 1, 2, 3, ... 16 szdmok kozll kell kitaldni egyet barkochba-kérdésekkel. A
vélaszokért fizetnink kell: az IGEN véalaszért 1 Ft-ot, aNEM vélaszért 2-t. Legaldbb hény Ft-ravan szilkség ahhoz,
hogy biztosan kitaldjuk a gondolt szdmot?

Ez afeladat hazi feladatnak maradt. Tovabbi gondolkodnival 6k:

Még amultkori 6rarol:

Hétszogmintak Ebben afeladatban egy szabélyos hétszog cslicsaira frunk O-t vagy 1-et. Osszesen 2'=128 ilyen kitoltés
van. A kitoltések egy |, részhalmaza " 7-szbgre idedlis', ha

1. Hahl 1;P h barmely (n"860°/7-kal val6) elforgatottjais I-ben van.

2. Barmely két I-beli kitdltés csiicsonként és mod 2 szamitott 6sszege is I-ben van.

A kitoltéseknek hany "7-szogre idedlis' részhalmaza van?

13-astotd "Adjunk meg" 59049 szelvénykitoltést a 13 mérkszéshol dlé totdn Ugy, hogy biztosan legyen olyan
szelvényiink, amely legalabb 12 taldatos!

Uj feladat:

5.11 (Juhasz I stvantél és Szegedy Balazstdl is hallottam)

Egy kém az ellenséges orszég televizigjand dolgozik. Esténként alkalma van az adasba keriil 6 8" 8-as fekete fehér tébla
egyetlen mezdjének szinét megvaltoztatni. Nem feltétleniil szilkséges valtoztatnia. Sajnos sohasem tudja el ére, hogy
milyen mintazatl lesz a 64 mezg, amikor e€léje kerlll. Hanyféle informaci 6t tud igy kildeni a TV-n keresztiil?
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Folytattuk a KAdok feladatgyiijtemény feldolgozasét. Bemel egitésként a Pénzes bar kochbaval foglakoztunk, majd
ismétlésként megoldottuk a4.11 feladatot. "Kitoltottink” 3 szelvényt, amelyekkel a 13-as totén biztosan elériink 12
vagy 13 taldatot. Ennek kapcsan megismerkedtiink atokéletes kdd, valamint a binéris és a ternér Hamming-kod
fogalméval. Leellendriztik a Golay-kodok paramétereit. A " Jo 30-as" feladat folytatasakeént, a Hétszdgmintak

el 6készitése kedvéért megkerestiik az " | dedlis 101-es" sorozatokat.

Hézi feladatnak a mult 6rérdl megmaradt: hétszégminték, 5.11, j péda: Altalanos Hamming-kod, " 1 deélis 1001-
es'.

A 19. szakkor részletezett anyaga

Pénzes bar kochba (Pésa Lajos feladata) Az 1, 2, 3, ... 16 szamok kozll kell kitaldlni egyet barkochba-kérdésekkel. A
véaszokeért fizetniink kell: az IGEN vélaszért 1 Ft-ot, aNEM vélaszért 2-t. Legaldbb hany Ft-ra van szilkkség ahhoz,
hogy biztosan kitaldljuk a gondolt szamot?

M egoldéas

Forditsuk meg a kérdést! Probdljuk meg kitaldni, hogy n Ft felhasznélasaval legfeljebb hany dolgot tudunk
megkulénbdztetni, azaz legfeljebb hdny szdm kézil tudjuk biztosan kitaldlni a gondoltat. Jeldlje ezt a szdmot s,. Ha
adott egy s, elembdl a6 Shalmaz, akkor elso kérdésiink két részre osztja St: az | részhalmaz azokbdél az elemekbsl Al,
amelyekre - mint gondolt szamokra- "igen" avaasz, az N részhalmaz pedig azokbdl, amelyekre "nem" avélasz. Ha
"igen" valaszt kapunk, akkor még (n - 1) Ft maradt meg kérdésekre, "nem" véllasz esetén azonban csak (n - 2), igy

= Sh1, IN| = Sy2, @ZaZ S, = Sh1+ Si2. Vil&gos, hogy s, =1, mig s, =2, igy 3= 3,54 =5, =8, 5 = 13, 5, = 21, tehat
16 szém kozil 7 Ft-tal tudjuk biztosan kitaldlni a gondolt szamot. Az elsj kérdésiink lehet pld ez: "a gondolt szam az
{1, 2,3 ..., 13} hamazban van?'.

4.11 Bizonyitsd be, hogy egy kdd pontosan akkor

a) k-hiba javit6, ha minimdlis tavol saga legal dbb 2k+1;
b) k-hibajelz6, ha minimalis tavolsaga legal dbb k+1;
c) k-torlésjavito, hak-hibajelzs!

M egoldéas

a) Habarmelyik két kodsz6 minimalis tavolsaga legalabb (2k+1), akkor barmelyik kodszoban k betiit elrontva, attol
csak k Hamming tavolsagra jutunk, mig az ésszes tobbitdl legaldbb (k+1) Hamming tévolagnyiralesziink. Igy a sz
kijavithato.

Ha két kddsz6 tavol siga csak 2k lenne, akkor azokat a szavakat nem tudnank kijavitani, amely a 2k hely kozill k helyen
az egyik kdédszoval, k helyen a masik kédszdval, atdbbi helyen pedig mindkét kodszéval megegyeznek. Ezek a szavak
mindkét kddszobdl megkaphatdk k betii elirasaval.

b) Habarmelyik két kddsz6 tavol saga legalabb (k+1), akkor hidba rontunk el egy kodszét k, vagy annal kevesebb
helyen, nem kapunk mésik kddszét, hanem tudni fogjuk, hogy hiba tortént. Méasrészt, ha van két olyan kil6nb6z6
kodszd, amelyek tavolsaga legfeljebb k, akkor az egyiket legfeljebb k helyen "elirva' megkaphatjuk a masikat, és
ilyenkor nem veszi észre a hibat arendszer.

¢) Haszndljuk fel ab) dlitést! Haa két kodszd tavolséga legfeljebb k, akkor az egyik kédszobdl azt alegfeljebb k betiit
torolve, ahol kilonboznek, olyan "szd"-hoz jutunk, amelynek rekonstrualasa nem egyértelmii. Tehét k-térlés javitd kod
minimdlis tavolsaga legaldbb (k+1).

Ha egy kédszd minden maés kédszotdl k-ndl tobb helyen eltér, akkor barmelyik k betiijének torl 6dése esetén sem
keverhetd 6ssze masik kédszoval. Tehat egy legalabb (k+1) minimalis tavolsagu kod egyben k-torlés javito is.

13-astotd "Adjunk meg" 59049 szelvénykitoltést a 13 mérkézéshol dlé totdn Ugy, hogy biztosan legyen olyan
szelvényiink, amely legalabb 12 taldatos!

Emlékeztetiink r4, hogy az 5.7 feladat megoldasaban mar megmutattuk, hogy ennyi szelvényre val6ban szilkség van. A
megoldasbdl az is kidertil, hogy 59049 szelvény pontosan akkor lesz megfelel 8, ha a kitéltések 1-hibajavitoé kddot
alkotnak, azaz barmelyik két killénboz6 kitdltés Hamming tévolsaga legaldbb 3. Konstrukcionk az 5.9 feladatra adott
[11. konstrukcidt, illetve az azt kbveté - az 5.6 feladatra vonatkozo - Megjegyzést koveti.
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Konstrukcié

Linedris kédot keresiink, azaz olyan
ar Y1t ay Yot ... +a Yi3=0,
Dy y1+ 0oyt .+ g y13=0,
Crr Y1+ CorYot ... +Ci3y13=0

alaku egyenletrendszert, amelynek egyenletei, valtozoi, miiveletei mod 3 értenddk. A kddszavak az egyenletrendszer
megoldésai lesznek. Azért van sziikség épp harom egyenletre, mert 3" sz6bdl csak 3'-t akarunk kédszonak vélasztani,
azaz a 13 valtozobol csak 10-et akarunk szabadnak tekinteni, 3 pedig kikuszobolends. Lattuk, hogy a kdd akkor lesz 1-
hiba javitd, ha az egyutthatdk

?l a2 .-.alsg
A=Cb; by by <
g6 ¢y Cia g

maétrixaban egyik oszlop sem azonosan 0, és semelyik két oszlop sem azonos vagy egymas el lentettje (azaz -1-szerese,
vagy masképp: kétszerese). |lyen matrixot tudunk vélasztani, hiszen az oszlopok harom elembél @16 binaris sorozatok,
amelyekbs| 3% = 27 van, az azonosan 0 nélkiil 26, az ellentett parokat nem megk(ilénbdztetve épp 13.

Tapasztalataink alapjan kimondhatjuk, hogy az aldbb definidlt kodok 1-hiba javito tokéletes kddok.

M egj egyzés (Binaris és ternér Hamming-kod)

Legyen r tetszéleges pozitiv egész. Az el6bbiek dltaldnositasaként értelmezhet6 egy bindris (tehat kétféle jelet
haszndl 6), valamint egy ternér (azaz haromfé e jelet hasznd 6) linedris kdd. A kodot definidl 6 egyenletrendszer
egyenleteinek szdma mindkét esetben r. A kddszavak hossza a binéris, illetve aternér esetben rendre

r_
2"-1 illetve 3 2 1,

akddszavak szdma pedig
3-1
2257 llgve 32
Az egyenletrendszer egyenleteinek sorrendjét rogzitj Uk, és igy az egyes valtozdk egyltthatdi egy-egy r komponensii
binaris, illetve ternér (oszlop)vektort alkotnak. Ezeket a vektorokat Ugy valasztjuk meg, hogy killdnbdzzenek a
nullvektortdl, egyméstdl, illetve egymas ellentettjeitol (-1-szereseitdl).

Hézi feladat: Altaldanos Hamming-kod Altalanositsunk tovabb! Mely ¢ esetén lehet az el 6bbiekhez hasonlé médon
értelmezni q jelet haszndl6 1-hiba javito tokéletes kddot? Pontosan hogyan?

Tétel (Tietdvainen, Van Lint) t-hiba javitd tokéletes kodbdl t > 1 esetén csak kettd van, az Ugynevezett Golay-kodok,
ezek egyike bindris, 3-javito, szavainak hossza 23; a masik ternér, 2-javitd, szavainak hossza 11.

A tételt itt nem bizonyitjuk. A ternér Golay kdddal az 5.7 feladat tablézatéban is taldlkozunk, hiszen |1&tezése idedlis
totokulcsot jelent annak szdméra, aki a 11 mérk6zésbsl alé totdn legaldbb 9 taldlatra tor.

Golay Ellenérizzik le, hogy afenti Tételben emlitett kodok adatai megfel el hetnek tokéletes kodnak!

M egoldas A ternér esetben 11 hosszisagl sz6bdl dsszesen 3™ van. Egy sz6tél 1 Hamming tavolsagnyira 2-11=22, mig
2 Hamming tavolsagnyira 2% - 11- 10/2 = 220 sz6 van. Egy sz6tdl legfeljebb 2 tavolsagnyira tehét épp 243=3° sz6
taldhat6. igy nincs kizérva, hogy 3'/3° = 3° = 729 kédszéval 2-hibajavité kédot taldljunk.
A binéris esetben 23 hosszlisagul sz6bdl 6sszesen 2% van. Egy szétdl 0, 1, 2, ill. 3 Hamming tavolsdgnyirarendre
8Q3§: 1, 3&2: 23, aé’-"’g: 253, 8&)’2: 1771
Og § 1g § 24 g 35
sz6 van, ami dsszesen 2048=2"". igy nincs kizarva, hogy 2%/2** = 22 = 4096 kddszdval 2-hibajavité kodot taldjunk.

M egj egyzések

1. A Golay-kodokrdl is olvashatunk a Typotex Kiadonadl megjelent Uj matematikai mozaik cimii kétet Hibajavitd kodok
cimii irésaban, amelyet Szényi Tamés és Hrask6 Andras irt.

2. A Golay-kddokat manapsag is hasznaljék. Lasd pld 4i2i.com,

3. A Golay kddokrol még olvashatunk a Univ. of Illinois at Chicago honlapjén.
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4. Erdemes olvasni J. H. v. Lint kényveit, pld a Course in Combinatorics cimii kényvét, amely az amazon.com-on meg
isrendelhets, vagy a Designs, Graphs, Codes and their Links, illetve az Introducion to Coding Theory cimii konyveit.

"|dedlis 101-es'

Ebben afeladathan a természetes szamok bizonyos részhalmazait keressiik. A szamokat mindig kettes szamrendszerben
leirva képzeljik, illetve aldbb igy is emlitjik 6ket. Két szdmot nem a szokasos mdédon adunk dssze, hanem kettes
szamrendszerbeli alakjuk megfelel6 jegyeit modulo 2, és &vitel nélkil adjuk dssze (pld 1100110 + 10011 = 1110101).
A természetes szamok (pontosabban azok kettes szamrendszerbeli alakjainak) egy 110, részhalmazat "idedlis 101-es'-
nek nevezzik,

1. hahl 1y, P hOT 1404; (WO @ah dupljét, tehédt azt a szamot jeldli, amelyet Ggy kapunk, hogy h mégé irunk egy 0-t)
2. hahl i ésjl I b h+jl 1301
3. ha 1011 Iy (itt 101 az egy-nulla-egy szdmot, azaz az 5-6t és nem a szézegyet jelenti).

Hény "idedlis 101-es" részhalmaza van a természetes szamok hal mazanak?

Példak Némi probakozés utan harom példat talal hatunk:

A) A természetes szamok halmaza. Ha feltessziik, hogy 11 140, és alkalmazzuk az 1., 2. szabélyokat, akkor ezt a
"részhalmazt" kapjuk.

B) Hacsak annyit tesziink fel, hogy 1011 1,0, és alkalmazzuk az 1., 2. szabdlyokat, akkor egy kisebb részhalmazt
kapunk. Ez pontosan azokbdl a szamokbdl dl, amelyek kettes szdmrendszerbeli alakjaban a parosadik helyiértékeken és
apératlanadik helyiértékeken kil on-kiilén az 1-esek szdma paros.

C) Az arészhalmaz is 6, amelynek elemei az olyan szamok, amelyek kettes szamrendszerbeli alakjaban az 1-esek
szdma paros. Ezt arészhalmazt az 11 elem "generdja’.

Segitség ateljes megoldashoz: feleltessilk meg atermészetes szamok kettes szamrendszerbeli alakjait F, testbeli
egytitthats (azaz mod 2 szémolunk) polinomoknak! Az a = a,-2" + an.1-2™ + ... + a2 + a92° = @n1...a180 SZAMNak
az apX" + a1 X" + ... + a;:X + a polinom feleljen meg.

M egoldéas

A megfeleltetés utdn mar a polinomok részhalmazait keressiik. Az 1. tulajdonsag azt jelenti, hogy |1:-beli polinom x-
szereseis | 191-ben van, 2. szerint pedig | 19:-beli polinomok 6sszege is ott van. Ezekbdl az is kdvetkezik, hogy |1o,-beli
polinom tetszéleges polinomszorosais | 19;-ben van, hiszen barmely polinommal val6 szorzas felépithet6 x-szel valo
szorzésokbdl és polinomok dsszeadasabdl. Az x* + x polinommal példaul Gigy szorzunk meg egy masik polinomot, hogy
egymas utan négyszer megszorozzuk x-szel és az eredményhez hozzéadjuk az x-szel szorzott polinomot.

A feladat megoldasainnentdl kezdve mar nagyon hasonld a"J6 30-as" feladatéhoz, csak mig ott az egész szamok
halmaza volt afészerepld, itt a polinomok halmaza jatszik. Lényeges k6zds vonas, hogy mindkét halmazban lehet
maradékosan osztani.

Legyen most |0, legkisebb foku (az azonosan 0-tdl kiil6nb6zs) eleme ap polinom. Ha gl 1401, akkor plg, mert aq
polinom p-vel val6 osztdsi maradékais I,o,-ben van és p-nél kisebb fokd, igy 0. Tehat |1, ap 6sszes tobbszordsébol, és
csakis azokbdl dl. Annyi megoldas van, ahany osztéjavan az x* + 1 polinomnak. Az osztok: 1, x + 1, X* + 1, amibd|
I&thato, hogy afenti A), B) és C) eset az dsszes megoldast |efedi.

Hazi feladatok: " 1dedlis 1001-es' Oldjuk meg az “idedlis 101-es" feladatot 101 helyett mindeniitt 1001-gyel!

Még amultkori orardl:

Hétszogmintak Ebben afeladatban egy szabélyos hétszog cslicsaira frunk O-t vagy 1-et. Osszesen 2'=128 ilyen kitoltés
van. A kitoltések egy |, részhamaza " 7-szégre idedlis”,

1. hahl 1;P h barmely (n"860°/7-kal val6) elforgatottjais I-ben van.

2. habarmely két I-beli kitdltés csticsonként és mod 2 szamitott 6sszege is |-ben van.

A kitoltéseknek hany "7-szdgre idedlis' részhalmaza van?

5.11 (Juhasz I stvantdl és Szegedy Baldzstdl is hallottam)

Egy kém az ellenséges orszég televizidjand dolgozik. Esténként alkalma van az adasba keriil6 8" 8-as fekete fehér tabla
egyetlen mezéjének szinét megvaltoztatni. Nem feltétleniil szikséges valtoztatnia. Sajnos sohasem tudja el ére, hogy
milyen mintazatl lesz a 64 mezg, amikor eléje kerll. Hanyféle informaci 6t tud igy kildeni a TV-n keresztiil?
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Az el6add betegsége miatt az Ora kissé szokatlan volt. A nebulok a4.7, 5.10 feladatok megoldasaval folytattédk a Kodok
feladatgytijtemeny feldolgozasat, majd egy esszét olvashattak a CD miikodésenek matematikai alapjairol.

Uj héazi feladat nincs, de kordbbrél megmaradt még a hétszogmintak, 5.11, az Altalanos Hamming-kéd ésaz " | dedlis
1001-es'.

A 20. szakkor részletezett anyaga

4.7 Osszehasonl itunk harom kodot! Mindharom kéd kilenc szébdl &l, mindegyik egy harombetiis ABC-t hasznal.
kq) A legegyszeriibb: A szavak kétbetiisek, a kilenc kodsz6 az 6sszes kétbetiis sz6.

ko) Mindent haromszor: A szavak hatbetlisek és lgy késziilnek, hogy a kétbetiis szét haromszor irjuk le egymas utan.
ks) A sirii: A szavak négybetiisek, a 4.6 feladatban meghatérozott 1-hibajavito toké etes kddot akotjék.

TegyUk fel, hogy egy betii a kommunikacié sorédn 10% eséllyel megvatozik és 90% eséllyel jol tovabbitodik. k, és ks
esetén a kiolvasott jelsorozatot mindig atéle legkevesebb jelben eltéré kddszora véltoztatjuk. Ha ez nem egyértelmii,
akkor nem javitunk. Hatarozzuk meg a harom esetben kiildn-kiilén, hogy mi az esélye, hogy egy szét gy olvasunk ki,
ahogy elkuldték!

M egoldas

ky esetén mindkét jelet j6l kell kiolvasni, igy 0,9°= 0,81 aapjan 81% az esdly.

ko esetén mindkét jel harom példanyabél haromnak vagy kettének kell helyesen megérkeznie, tehét a szamolas: (0,9° +
3.0,1:0,9%)°= 0,944784, azaz 94,4784% az esély.

ks esetén anégy jelbdl négynek vagy haromnak kell helyesnek lennie, igy 0,9* + 4.0,1:0,9% = 0,9477 aapjan 94,77% az
esdly.

5.10 (Dienes Péter javadata)

Hanyag Hugb az 1, 2, 3, ..., 16 szamok egyikére gondolt. Egy-egy cetlire kell folirni kérdéseinket, s mind odaadni neki,
majd amikor ré&ér egyszerre mindegyikre vdaszol fog. De lehet r& szdmitani, hogy az egyik véalaszt elveszti miel 6tt az
eljutna hozzank. Legaldbb hany kérdésre van igy sziikség ahhoz, hogy kitaldljuk a gondolt szamot?

M egoldas
Ot kérdés nyilvan szilkséges, de ennyi elég is. Ot megfelel¢ kérdés megkaphat6 az 5.9 feladatra adott barmelyik
konstrukcié mintajara (lasd a 18. szakkér anyagat).

Most 16 db olyan 5 hosszsagu O - 1 sorozatot keresiink, amelyek kdzil barmelyik kett6 legalabb két helyen eltér
egymastol. Ha ugyanis az egyik kérdésre nem érkezik valasz, azaz a sorozatokban az egyik helyen alé elem eltiinik,
akkor tovabbrais 16 killénb6z6 sorozatot kell kapjunk. Ez felel meg annak, hogy a négy megmaradt kérdésre adott
véaszbdl minden esetben kitaldhatd a gondolt szam. Az alabbi tablézat oszlopaiba 16 megfelel 6 sorozatot irtunk be.

11234 |5|6|7]8|]9]|]10]11)12[13]14|15]|16
lsry0jo0f0joOjofjojojoj1j]21j]1]1]1]1)1]1
2sorf 0)Jo0ojo|lO0Oj]2}j]1|J1]1]0]J]0]O]O]1T]12]1]1
3sorf/0)jo0oj1|1j0j]0O0J1]2]0|J]0]212]1)]0]O0O0]1]1
4sorf/ 0)1]0}]1)]0|2]0]12]0O0O]J1T]O0O]1]|]0]1]0]1
Ssr{ 0)1}]1|/0]2]0]J]0O]2T]1]J]0]O]1T]0]12]1]0O0

Lathat, hogy az utolsd sor az el6zéekhez hozzétett paritasjelz6-bit. Az 6t kérdés kdzil az elsé négy megegyezik az 5.8
b) feladat megoldasaként konstrudlt négy kérdéssel, az 6todik

pedig azokra a szamokra kérdez r4, amelyekre addig pératlan sokszor kérdeztiink ré. igy 6sszességében minden szamra
paros sokszor kérdezlink r, tehat ha mind az 6t kérdésre kapnank valaszt, akkor paros sok "lgen”-t hallanénk. Ezért, ha
egy valasz hidnyzik, akkor az mér kitaldlhat6 a tébbi négybdl.

M egj egyzések
1. Az 5.9 feladatra (hazudds barkochba) adott 11. konstrukcid szellemében fenti kérdéseink igy is irhaték:
"Xg= 07", "X4= 07", "X = 07", "X = 07", "Xg T Xq4 + X + X = 07",

2. Tablazatunk oszlopai most egy 16 kddszdébdl allé tbetiis 1-torlés javitd kddot alkotnak.

A CD-ré8l szbl6 esszé €l 6tt felelevenitjik a hazi feladatokat:
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"1dedlis 1001-es" Oldjuk meg az "idedlis 101-es' feladatot 101 helyett mindeniitt 1001-gyel!

Hétszogmintak Ebben afeladatban egy szabélyos hétszog cslicsaira irunk O-t vagy 1-et. Osszesen 2'=128 ilyen kitoltés
van. A kitoltések egy |, részhamaza " 7-szégre idedlis”,

1. hahl 1;P h barmely (n'860°/7-kal val6) elforgatottjais I-ben van.

2. habarmely két I-beli kitdltés csticsonként és mod 2 szamitott 6sszege is |-ben van.

A kitoltéseknek hany "7-szogre idedlis' részhalmaza van?

5.11 (Juhasz I stvantél és Szegedy Balazstdl is hallottam)

Egy kém az ellenséges orszég televizigjand dolgozik. Esténként alkalma van az adasba keriil 6 8" 8-as fekete fehér tébla
egyetlen mezdjének szinét megvaltoztatni. Nem feltétleniil szilkséges valtoztatnia. Sajnos sohasem tudja el ére, hogy
milyen mintazatl lesz a 64 mezg, amikor eléje kerll. Hanyféle informaci 6t tud igy kildeni a TV-n keresztiil?

Matematika Oktataso Portal, http://matek.fazekas.hu/ -23/35-



Hraskd Andras, Suranyi Laszl6: 11-12. spec.mat szakkor
Tartottar Hraské Andras

A CD matematikgja

Ennek afejezetnek az anyagat nagyrészt aJ. H. van Lint, The Mathematics of the Compact Disc, DMV-Mitteilungen
4/98, 25--29. és a Compact disc digital audio, Philipstechnical review, Vol. 40, 1982, No. 6. miivek alapjan alitottuk
Ossze.

A pélya

A CD legjatszét a Philips és a Sony cég fejlesztette ki.

Maga alemez egyetlen egy palyabdl dl, ami 5 km hosszd. Ezen bindrisan van térolva az informaci6. " Siksdgok" és
"arkok" kovetik egymést, de az &rok aljais sik. Az 1-es bitet avaltozés, az arok széle, a 0-at az egysegnyi hosszliségu
vizszintes rész jel6li, amely lehet siksagon vagy az arok ajan is.

A kddolt Gizenetnek nagyon sok feltételt tudnia kell:

: =T
“—Jl ] I | Il
a r r 1 4 y
[ 1 arok ' rarok!
1 I 1 1 1 1 A
1 I I 1 | 1
1 ] | ] 1 ]
1 1 1 I ] ]
I 1 1 I I l
I 1 | | I 1
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a) A CD lemez keresztmetszete a palyairanyaban

V: védéréteg; T: tikrozofellllet; A: &tlétszo réteg.

b) I: Az optikai olvasofej dtal érzékelt jel intenzitdsaaz idd (t)
flggvényében.

1) A digitalizalas ellenére az emberi ful szdméra hiien adja vissza afelvett zenét;

2) Az elszort véletlenszerii bithibakat képes legyen kijavitani;

3) A csomdban keletkezé hibék --- ujjlenyomatok, karcol&sok, anyaghibék --- korrigélasat is megoldja;
4) A hallgaté szdmérainformaci6t tudjon nyUjtani, hogy hol tart;

5) A |ézeres leolvasoszerkezet hatékonyan olvasni tudja az informéciot;

6) A szerkezet mitkodése ne keltsen az emberi fUl szaméra hallhaté zajt (alejatszandd zenén kivil).

Audiobit

A zenefelvételekor az érzékel 6 bizonyosidénként "mintat vesz", azaz egy-egy pillanatban megméri milyen a beérkezé
hullam nyomasa. L ényegében ez az érték atarolt informacio.

A felvétel lgjatszésakor keletkezé hang a pillanatnyi minték visszaadésabdl dl dssze, igy természetesen nem pont
ugyanaz, mint amit fel szandékoztak venni. A mintavételezés gyakorisagétdl fliggéen, a zenei hang bizonyos
hulldmhossz( 6sszetevéi hitlen hallhatok.

Egy fizikai elv, Nyquist tétele, kapcsolatot teremt a mintavételezés gyakorisaga, és az abbol

htien rekonstrua haté hanghullamok frekvencigja kozott. Ennek atételnek az alapjan és abbdl kiindulva, hogy az emberi
ful kb. 20 000 Hz-ig hall j6l mésodpercenként 44 100-nek adddik a szilkséges mintavételezési gyakorisag.

Minden minta eredményét 16 bitté alakitja arendszer. A felvétel dtaldban sztered, igy méris
32 hit - igynevezett audiobit - tartozik egyetlen pillanatnyi mintdhoz. A 32 bit 4 byte-ba van rendezve (egy byte az
nyolc egymast koveto bit).

2-hiba javité kéd
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Ha nem volnanak hibajavité kddok hozzatéve afelvett audiobitekhez, akkor a CD lemez | ejétszhatatlan mindségii lenne.
A leggyakoribb "kérokozdk" az ujjlenyomatok, az apro karcoldsok, alemezben vagy rajtalévé idegen anyagok, a
miianyagban 6hatatlanul meglévé |égbuborékok, az eredeti fellileti egyenetlenségek és afelvételkor vétett
pontatlansagok.

Tegyik fel, hogy nem alkalmazunk hibajavité kodot. Ha a byte-hiba val dszintisége csupan 0,01% lenne, akkor az egy
mintavételnek megfelel§ informécidban, azaz 4 byte-ban megbivé hiba esélye 1-0,9999* » 0,9996 alapjan kb. 0,04%-0s
lenne. Ez masodpercenként tobb mint 17 hibés |gjtszott hangot okozna.

Tegyuk fel el6szor, hogy csak 1-hibajavitést alkalmazunk. A CD-n haszndlt Reed-Solomon-féle kddolasi eljérés egy-
egy byte-ot egyben, egyetlen "szdmként" kezel. Ennek részleteibe most nem megytink bele, inkdbb egyszeriisitésként
képzeljik azt, mintha egy byte-on csak 31-féle informacié lenne széllithatd. Feleltessiink meg minden lehetéségnek egy
0 és 30 kozotti szémot és szamoljunk vel ik mod 31.*

Az 1-hibajavitads megoldhat6 tgy, hogy minden mintavételnek megfelelé byte-négyeshez még 2 byte-ot vesziink hozza.
Az R-Skodolas ezt az 1.1 feladathoz kicsit hasonldan oldjameg. Az X;, X2, Xa, X4 €redeti byte-ok mellé az x5 és Xg
ellenérzd biteket tgy kell valasztani, hogy teljesiiljén az aldbbi két dsszefiiggés:

X1+ Xo + X3+ X4 + X5+ X © 0 (mod 31),
X1 + 2% + 3%z + 4%, + 5X5 + 6% © 0 (mod 31).

Ha a dekddolasndl kiderdl, hogy nem teljesiil ez a két dsszefliggés, mondjuk a felsé

bal oldali kifejezés érteke 2, az alsoé pedig 41, azaz 10 (mod 31), akkor - abban bizva, hogy csak 1 hiba tértént -
kiszdmol hatjuk a kédolt informéci6t. Tudjuk, hogy a hiba értéke 2, tehat azt kell megkeresniink, hogy melyik 1 és 26
kozotti szam kétszerese ad 10 maradékot 31-gyel osztva. Ez aszém az 5, tehat az s byte hibés, 2-vel nagyobb a
kelleténdl (mod 31).

Nézziik, most mennyi hibara szamithatunk! Sajnos azzal, hogy megnoveltik a bitsorozat hosszét vagy kevesebb zenét
kell régziteniink alemezen, vagy kisebb jeleket siiriibben kell irnunk a CD-re, ami noveli a hiba val 6szintiségét. Az elsb
lehetdséget ne fogadjuk el. Tegyik fel, hogy a byte-hiba val 6sziniisége 0,02%-ra né. Annak esélye, hogy egy minta-
vételnek megfelel 8, most mér 6 byte-bdl alé adatsor hibéas lesz, tehét 2 hiba keriil bele:

1-0,9998° - 6:0,0002:0,9998° » 0,0000006.
Ez mésodpercenkeént csak &tlagosan kb. 0,0264 hibas lejatszott hangot okozna, ami Iényegesen jobb, mintha nem
alkalmaztunk volna kédol ast.

Egy, az el6z6nél jobb, két hibét javitd kdddal még sokkal jobb eredményt érhetliink €. Most byte-négyesek helyett byte-
ok nyolcas csoportjaira osztjuk a kédolandé Uzenetet, és ezekhez négy tovébbi byte-ot illesztiink. Nevezetesen, az
eredeti byte-oknak megfelelé 8 szam legyen
X1, Xo, ..., Xg, ANEQY €llendrzé szém pedig Xo, X10, X11, X12. Szabalyaink legyenek
Xp+Xo+ Xz + Xg+ ...+ Xgq + X0 © 0 (mod 31),
X1+ 2% + 3Xg + 4X4 + ... + 11x3 + 12%3 © 0 (mod 31),
Xy + 4%, + Oxz + 16X, + ... + 121Xy, + 144%;5, ° 0 (mod 31),
X1 + 8% + 273 + 64Xy + ... + 1331xyy + 1728%3, ° 0 (mod 31).

Annak részletes vizsgalatét, hogy igy 2-hibajavitd kodot kapunk, feladatnak hagyjuk. Jegyezzik meg, hogy ebben az
esetben is csak masfélszer annyi Uzenetet kell &tkildentink, mint kédolas nélkil. Hatehédt itt is a 0,02%-o0s hibgju
berendezést haszndljuk, akkor alegaldbb 3
hibat tartalmazo6 csoportok lesznek azok, amelyeket nem tudunk javitani. Ennek val 6szintisége

1-0,9998™ - 12-0,0002-0,9998"" - 66-0,0002°:0,9998" » 0,000000002.
Ha ugy szamolunk, hogy ilyenkor a 8 byte-hoz tartozé mindkét hang rossz, akkor is masodpercenként atlagosan csak
kb. 0,0000774 hibas |gjtszott hangot kapnank, az egy éranyi zene aatt sszesen 0,28-at. Ez mér elfogadhatd eredmény.

Lényeges, hogy a CD-n olyan kédot haszndljunk, amely alehetd legkisebb aranyban ndveli meg az adatsor hosszét, és
nagyon gyorsan dekddol hat6.

* Az egyszeriisitésre azért van szilkség, mert a természetesen ad6dé mod 256 szamolas 256=2° esetén az osztéssal baj
van, pl.: a2feleaz 1 ésa129is, a 3-nak viszont nincsen fele. Lehet a 256 elemii halmazon gy értelmezni az
alapmiivel eteket, hogy ne forduljon elé hasonlé probléma, ezt 1attuk az els6 félévben.
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24

dik, C2 kéd 28 byte-ot kezel egy(tt, a tablazat minden oszlopét tovabbi 4 byte-tal eg

maso

egymas mellé ker(il jelek pedig alejatszandd zenében val 6jdban egymastdl nagyobb idokiilonbséggel kdvetkeznek. igy

a hibafolt ugyan tobb informécidba "bel episzkit", de mindegyikbe csak egy picit.
A mésik trikk az, hogy akét kédolés az aldbbi tablazatos formahoz hasonl6 médon miikddik egytt. Az elss, C1 kod 24

byte-ot kezel egyltt, ezekhez 4 byte-ot tesz hozza 2-hiba javité madon, tehédt alétrejové 28 byte-os kbdszavak

Eddig csak a véletlenszerii, elszort hibak kisziirésersl volt sz6. Sajnos, a hibak jelentds része csomdban jelentkezik.
Ez egyrészt azt jelenti, hogy az egyméashoz kapcsol 6dé informéciok alemez killénbdzé helyein vannak elhelyezve, az
minimdlistavolsaga 5 lesz. Rendezziink el 28 ilyen, mar C1-gyel kédolt 28 byte-os adatsort egy tablazat soraiban! A

Ezek ellenében a CD-n két "keresztbe font” (Cross-I nterleaved) Reed-Solomon kéd biztositja az informécio

megmaradasat.

"Keresztbe font" kodok

___________________________ .._
____________ -
ST el Aq onzse8any My
_______ Tel

|&zatok minimélis tavolséga
-26/35-

25, tehat a kettés kod alkalmas a 28" 32 adatban keletkezé 12 hiba kijavitésara.

Keresztbefont kédok

tehét alétrejové 32 byte-os oszlopkddok minimalis tavolsaga s lesz.
A két kéd alkalmazasaval |ényegében egy 24” 28-as tablazat adatait kodoltuk at egy
Matematika Oktataso Portal, http://matek.fazekas.hu/
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C, dekddolasa

| tokéletesen dekodol

Minden sorban 2 torolt és 1 hibas byte

PRSP A N S A S A A A SO S AP S-S S S

MW hibés byteok W torolt byteok

Keresztbefont kédok dekddolasa

Képzeljunk el egy ennél sokkal rosszabb esetet, amikor 22 hiba van a téblazatban: tizenkét oszlopban 1-1 hiba, két
oszlopban 3, egyben pedig 4 hibais el6fordul. Nem vérhato €, hogy ki tudjuk javitani a hibakat, hiszen az oszlopok 2-
hiba javitasa utan még elképzelhetd, hogy marad sor 3 hibaval. Ugy dontiink, hogy a C2 kédot a dekddolasndl csak 1-
hiba javitasra haszndljuk.

Fel tudjuk ismerni a 3 hibat tartalmazo oszlopokat, mert azok legalabb 2 tévolsagra vannak alegkdzel ebbi kodszotal.
Konnyen elképzel heté viszont, hogy a 4 hibét tartalmazd oszlop csak 1 tavolsagra kerlilt egy kddszétdl, igy azt
"kijavitjuk" 5 hibasra. A triikk az, hogy kijavitjuk (legaldbbis igy képzeljik) az 1 hibét tartalmazd oszlopokat, azokat
viszont, amelyekrdl 1atjuk, hogy ennél tébb hibéat tartalmaznak csak megjel6ljik, hogy "térlends”, ne vegyék
figyelembe. Korabbi feladatainknak nyelvén a"hazugsgot" "hanyagsaggd' vatoztatjuk. Ez azt jelenti, hogy a 32
oszlophdl C2 dekddolésa utan 29 j6, 2 térlends, 1-ben pedig 5 hibais van. Nézzikk most a sorokat, amelyeket C1-gyel
kodoltunk! Mindegyikben 2 jel tordlve van, 6t sorban pedig van egy-egy hibésis. Mivel C1 minimdlistévolsigab, igy
mindegyiket ki tudjajavitani.

Eléfordulhat mégis, hogy a dekddol 6 észreveszi a hibét, de nem tudja kijavitani. Ez a helyzet pl. akkor, amikor tdl sok
legal&bb 2-hibés oszlop van. Ekkor a C2 dekdder végill is a"tdrlends” jelet mellékeli jonéhany byte-hoz.

A dekdderbsl kimené byte-ok még mindig nem a lejatszés sorrendjében kdvetkeznek egymas utan, hanem
Osszefonbdva. A visszarendezéskor az "épségben’ 1évé térsai kozeé érkezé "torlends” byte helyettesitheté szomszédai
atlagaval. llyen interpolacioval, ami szukcessziven is alkal mazhato el érhets, hogy ahelyett, hogy "mute"-ra kapcsolna a
zenegép, egy-egy pillanatban amolyan "kitdlté" hangot ad. Ez, hatényleg csak pillanatokrdl van sz6 val észiniileg észre
sem veheté.

A csomohiba maximdlis hossza, amit a dekodolassal még ki tud javitani a rendszer 4000 adatbit. Tehét ha ennyi
egymast koveto bit elromlik, akkor azt nem fogjuk észrevenni. Ez a disc-en 2,5 mm-nyi torzulést jelent a pdlya
iranyaban.

Az interpoléci6 segitsegével poétolhatd egybefliggé bitsorozat maximalis hossza 12 000.

A barazda-jelek

Lattuk, hogy a mintavételbél keletkezd byte-ok 24-es csoportjét az egyik kdd 28, majd amésik 32 byte hosszlisagura
noveli. (A "keresztbe fonas' miatt ez ennél valamivel bonyolultabb, csak a szdmaranyok tekintetében pontos a
megdallapités.) A 32 byte-hoz hozzétesznek egy 33.-at, egy kontrol byte-ot, amely lehetévé teszi, hogy tudjuk, hogy hol
tartunk.
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Az igy kapott adatsor nem alkalmas arra, hogy a"siksdgok” és "arkok" modszerével az anyagba vive, azt alézer
olvasofe biztonsagosan ki tudja olvasni. Az &rok mélysége és a siksag magassaga Ugy van bedllitva, hogy az arokbdl
sokkal kisebb intenzitasi fény verédik vissza a leolvastfejbe, mint a siksagrél. Az egyméshoz tul kdzeli 1-esek, tehét
kozeli falak, olyan interferencidt okoznanak, amely megzavarna aleolvasast. A tdl tavoli falak esetén nagy a
bizonytalansag, hogy pontosan mennyi ideje tart alapos rész, hany 0-t jelent ez. |lyen megfontolasok alapjan alemezen
olyan jelsorozatokat érdemes téarolni, amelyben két 1-es kozott legaldbb két, de legfeljebb tiz 0 van. Az ilyen
elrendezésii jel sorozatok a barazda-jelek (channel-hits).

A byte-ok 256 |ehetséges értékét hany barazda-biten lehet tarolni? Ennek meghatarozasahoz a mérnokoknek az alabbi
feladatot kellett megol daniuk:

Ha F, az n hossziisagul barazda-jel ek szama, akkor melyik az a legkisebb n érték, amelyre F,, 3 2567

A helyes eredmény 14. Tehdt a byte-okat 14 bitre bovitik. Ez az eljaras az EFM étal akitas (Eight-to-Fourteen
Modulation).

Problémét okoz, hogy két szomszédos barézda-jel egyutt mér nem feltétlenil teljesiti a barazda-jelekre kirdétt

kovetel ményeket. Segitséget jelent viszont, hogy Fy4 értéke 267, tehét 11 darab 14 hosszlségu bardzdarjel kidobhato.
10-et azért hagytak ki, mert "nem jottek volna jol ki a szomszédaikkal", 1-et pedig véletlenszeriien valasztottak. Ezutan
az EFM &t akitast ugy tervezték meg, hogy a szilkséges logikai kapuk szama minimalis legyen.

Az egymas mellé keriil6 barazda-jelek problémaét nem teljesen oldotta meg a 10 kellemetlen sorozat kidobésa.
Tovébbi 3-3 bitet kellett berakni a byte-oknak megfelel6 14 hosszlsag bitsorozatok kdzé.

A 3 bit egy kicsit tulbiztositott. Bedllitasukkor arrais torekednek, hogy a pélya kezdetétsl a siksagok és az arkok
hosszanak kiilénbsége minél kisebb legyen. Az ezt a killonbséget leird hullamszerii fliggvényt ugyanis a berendezés
"érzi": annak megfelel 6 za) indukd 6dik a berendezésben. Ebbél ki kell kiiszébdlni az emberi fil szdméra hallhaté
nagyobb amplituddji komponenseket, tehat minél kisebb kitéréseket kell elérni.

Végul a 33 byte-bdl ad6do 33° 17 bit utén 27 szinkronizal 6 bit jon. Ez a 27 bitsorozat olyan, hogy nem keverheté dssze
akaddolt zenével, csak arra szolgal, hogy az egyik 33-as egység végét, a kovetkezo kezdetét jeldlje.
Mindebbdl kiszdmolhatd, hogy egyetlen masodpercnyi zenét 4 321 800 hiten térol a CD.
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Megbeszéltiik a bindris Hamming kéd egy (j interpretécidjét és megoldottuk az 5.11 feladatot (kém Uzen atv-n). Ezek
utén feltartuk az " 1dedlis 1001-es' ésahétszogmintédk mélyén rejl6 algebrai struktirdkat és megismerkedtiink egy
polinom-kéddal. A szakkér kédelméleti részének zardsat a Mariner szonda kédjanak leirdsa, és néhény g éanlott
olvasmany jelenti.

A 21. szakkor részletezett anyaga

M egj egyzés (binaris Hamming kéd)

Uj interpretéciot adunk a binaris Hamming kddhoz. Lassuk pédaként a 16 db
hétbetiis kddszobdl all6 kddot! Ez szolgdltattaaz 5.9 "hazudds barkochba'
feladat megoldasét is ésott alll. konstrukcidban a

1 X +1X+1-X+0-X+1-X+0-%X+0 Xx,=0,
1% +1X%+0-x3+1-X+0-Xx+1 X+0-%;,=0,
1% +0- X%+ 1 X+1:-X+0-x5+0-X+1-x,=0

egyenletrendszer dlitottael6. Az ismeretlenek indexel itt 1, 2, ..., 7; ezek helyett
"beszédesebb”, ha az indexszel avéltozo egytthatdira utalunk:

1- X1 + 1 Xqg0+ 1+ Xao1 + O- Xpa1 + 1+ Xq10 + 0- X109 + O0- Xo01 = 0,
1- X1 + 1 Xqg0+ O- Xao1 + 1- Xga1 + 0- Xqq0 + 1+ Xg10 + O0- Xo01 = 0,
1- X1 + 0 Xqg0+ 1+ Xao1 + 1- Xga1 + O- Xq10 + O- Xg10 + 1+ Xo01 = 0.

Tehét avaltozokat x; jeldli, ahol az i, j, k bitek nem mindegyike O és ahol x; egytitthatdja az egyes egyenletekben
rendrei, j, k. Az els6 egyenletben azok avaltozok szerepelnek 1-es egylitthatoval, amelyek indexének elsé jegye 1-es, a
masodik egyenletben azok, amelyek mésodik jegye 1-es, végul a harmadikban azoknak a valtozéknak 1 az egyitthatdja,
amelyek indexében az utolsb bit 1-es. Az &bréan avatozokat Venn-diagrammba rendeztilk, a Hamming kédba a
valtozok olyan értékrendszere tartozik, amelynél a harom halmaz kdzil barmelyikben szerepl 6 négy vatozo értékének
Osszege zérus (mod 2).

Ehhez hasonl6an adhatjuk meg az altalanos esetben is a binaris Hamming kédot. Anndl akodnal, amelyben a szavak
hossza, az egyenletek szama és a kddszavak szdmarendre

2r_1| r, 22r-l-l',
avdtozokat r hosszl binaris sorozatokkal indexeljik (a csupa 0 sorozatot nem engedjiik meg indexként) és az i-edik
egyenlet azt fejezi ki, hogy azon valtozok értékeinek dsszege, amelyek indexében az i-edik jegy 1-es, zérussal egyenld
(mod 2).

5.11 (Juhasz I stvantdl és Szegedy Bal&zstdl is hallottam)

Egy kém az ellenséges orszég televizidjanad dolgozik. Esténként alkalma van az adasba keriil6 8" 8-as fekete fehér tabla
egyetlen mezojének szinét megvaltoztatni. Nem feltétleniil szikséges valtoztatnia. Sajnos sohasem tudja el ére, hogy
milyen mintazatl lesz a 64 mezg, amikor eléje kerll. Hanyféle informaci ét tud igy kildeni a TV-n keresztiil?

I. Megoldas

Tekintsiink egy lehetségesinformaciot! Legyen pld u; az az informécié, Uzenet, hogy "tamadés véarhat6 északrdl". Az
Uzenet vevdjénd és az azt kozvetité kémnél kell lennie egy a dekddolast illetve a kddolast segité iratnak, amelyben ol
van sorolva, hogy az u, lizenetet mely sakktablaszinezések jelentik. Bonyolult lenne mindig lerajzolni a sakktablat.
Ehelyett rakjuk inkabb sorba a 64 mezét, és minden sakktabl aszinezésnek feleltessiink meg egy-egy 64 hosszlsagul 0-1
sorozatot, pld O jelentheti afehér szint, 1 afeketét. Haa sorozat 11. eleme 1-es, akkor a megfeleltetett szinezésben a
sakktdbla 11. mezbje fekete. Az u, lizenetet ezek utdn a 64 hosszlsagul 0-1 sorozatok egy U, részhalmaza tovabbitja.
Megprébdljuk meghatérozni egy megfelel6 U, részhalmaz tul g donségait.

Az uy Uzenetet el kell tudnia killdeni a kémnek, béarmilyen mintais kertl elé. Ez azt jelenti, hogy barmely 64 hossziisagu
0-1 sorozathoz taldhat6 U,-ben azzal teljesen megegyezé vagy téle csak egy helyen eltéré sorozat. Masképpen:
1) az U, elemei koréirt 1 sugard Hamming gdmbok lefedik az dsszes 64 hosszsagul 0-1 sorozatot.

Tudjuk, hogy barmely 1 sugarti Hamming gdmbben éppen 1 + 64 = 65 elem (0-1 sorozat) van, dsszesen pedig 2* darab
0-1 sorozat van. Ennek alapjan, ha az U;-ben szereplé 0-1 sorozatok szémany, akkor ny - (64 + 1) 3 2%, Ebbs| (mivel 65
nem osztja 2%-t) n, > 2%/65. Ez barmely informécidraigaz, és az 6sszes informéciéhoz tartozd dsszes szinezések
legfeljebb 2%%-en vannak, igy ha 6sszesen k-féle informéciét kil dhetiink, akkor
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k- 2%%65 < n, + n, + ... + n £ 2%,
azaz k < 65.

Megmutatjuk, hogy 64 informécio &tkuldése lehetséges. 64 helyet prébakozhatunk 1, 2, 4, 8 mezével, ezekben az
esetekben a kém altal elkiildhet6 informaciok szamal, 2, 4, 8, és viszonylag kénnyii is megtaldni a szinezések, illetve a
0-1 sorozatok megfeleld U; részhalmazait. Az altal anositas azonban nehezen észrevehetd. Ennek oka az, hogy tul sok
szabadsagunk van, val 6jaban a fenti esetekben mindig elég eggyel kevesebb mezé is ugyanannyi Gizenet atkiildésére.
Ennek esélyét belathatjuk, haaz el6z6 bekezdésben leirtakat 64 mezd helyett 63-mal is végiggondoljuk. Valdban,
ilyenkor a Hamming gomb elemeinek szama 64, 2°4/64 most egész, igy lehetséges, hogy n; = 2°Y/64 legyen, tehét az
ad6do k- 2%%/64 £ ny + n, + .. + n £ 2% egyenl8tlenség nem zérjaki, hogy az lizenetek k szama 64 legyen.

63 mez6n csak akkor kildhetlink & 64 Uzenetet, ha barmelyik Uzenethez tartozé U; halmaz egyes elemei koré irt
Hamming gdmbok egyméshoz diszjunktak (nincs k6zds elemik) és lefedik az dsszes 63 hosszd 0-1 sorozatot. Ez éppen
azt jelenti, hogy mindegyik U; halmaz egy-egy tokéletes 1-hibajavito kad.

Legyen az u, informéci6hoz tartozd U, halmaz a 6 egyenlettel meghatérozott 2° - 1 hossz( szavakbél &16 Hamming
kod. Legyen tovabbé x tetszéleges 63 hosszu 0-1 sorozat. A sorozatokat a kdvetkezékben vektorokként kezelj Uk,
koordinatanként mod 2 adjuk ket dssze. Toljuk € U;-et x-szel. Ezen a kdvetkezét értjik: tekintsiik U, 6sszes elemét
(vektorét) és mindegyikhez kiilén-kil6n adjuk hozza az x vektort. Az igy kapott vektorok halmazét U; + x -szel jel6ljik.
K épezzilk ezt a halmazt minden |ehetséges x-re. igy 2% halmazt kapunk. Allitjuk, hogy

1) barmely x-re, az U, + x elemei koré irt 1 sugari Hamming gémbok lefedik az 6sszes 63 hosszisagu 0-1
sorozatot.

2) barmelyik ketté halmaz vagy megegyezik egyméssal vagy diszjunkt.

Ha dllitasaink igazak, akkor készen vagyunk, az egymastdl diszjunkt eltoltak lesznek az lizeneteknek megfelel 6 U;
halmazok.

Belétjuk afenti 1Y), 2) dlitasokat. Az U, halmaz elemei koré irt 1 sugard Hamming gdmbok unidja az sszes 63
hosszlisagu 0-1 sorozat (vektor) halmaza, hiszen U, tokéleteskdd. Az U, + x elemel kéré irt 1 sugard Hamming gémbo-
ket Ugy is képezhetjik, hogy az U; elemei korili gdmboket toljuk el x-szel. Ezért az U; + x elemei koré irt 1 sugari
Hamming gdmbok uniéja U, elemei koriili gdmbdk unidjanak, azaz az 6sszes sorozatnak (vektornak) az eltoltja. Haaz
Osszes sorozatot (vektort) eltoljuk ugyanazzal a sorozattal (vektorral), akkor az 6sszes sorozatot (vektort) megkapjuk,
igy az 1") dlitasigaz.
Haaz U; + x, Uy +y halmazok nem diszjunktak, akkor van k6zos elemilk, tehat valamely a, b U;-beli vektorokkal a + x
=b +y. Ebben az esetben az U, + x halmaz tetszéleges a' + x elemére (a' az U;-ben van) ésaz U, + y halmaz barmely
b' +y elemére (b' az U;-ben van)

a+x=(@-a+ @+x=@-a+ (b+y=@-a+b)+y,

b+y=(0b'-b+ (b+y)=({k-b+ (@+x)=('-b+a)+x
Mivel U; linedriskdd, igy (@' -a+b) és(b'-b+a) azU; elemei, tehdta' + xaz U; +y, b' + y pedigaz U; + x
halmazban van, azaz a két halmaz val6ban megegyezik egymassal. A 2) dlitast is bebizonyitottuk.

I1. megoldas (csak konstrukcié, Pésa Lajos)

Konstrukci6t adunk 64 informéaciéra. Az egyik mezét kidobhatjuk. A maradék mezékre irjuk ra 1-tél 63-ig a szamokat
kettes szamrendszerben 6 biten (000001-111111)! Ha adott a tabla szinezése, akkor adjuk dssze afekete mezék szamait
bitenként mod 2. igy egy X szamot kapunk. A fogado fé is igy fogja majd dekodolni az lizenetet. Legyen az
informéci6, amit a akarunk adni Y (szintén 6 biten tarolva). Képezzik az X - Y bitenkénti differenciat! Ha ez 000000,
akkor nem kell valtoztatnunk, egyébként valtoztassuk meg a neki megfelelé mezé szinét.

M egj egyzések

I. Ha&gondoljuk a binaris Hamming kddnak a szakkor elején ismertetett interpretaci 6jét, akkor észrevehetjik, hogy a
I1. megoldasban adott konstrukcié az |. megoldas konstrukciéjanak frappans atfogal mazasa, amellett, hogy konkrét
kodolasi-dekddolasi algoritmust is ad.

[1. A Il. megoldasbdl az iskidertl, hogy 64 mezével akkor is megoldhatd 64 informécio tovabbitasa, ha kapott mintan
a kémnek mindenképpen kell valtoztatnia. A 64. mezé szama lehet 000000, és ha a 63 mezére vonatkozé modszer
esetén nem kellene valtoztatni, akkor a 000000 mezé szinét modositja a kém.

"1dedlis 1001-es" (emlékeztetd: l&sd az "idedlis 101-es’ feladatot és megoldasét a 19. szakkor anyagaban!)
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Ebben a feladathan a természetes szamok bizonyos részhalmazait keressiik. A szamokat mindig kettes szamrendszerben
leirva képzeljik, illetve aldbb igy isemlitjuk 6ket. Két szdmot nem a szokésos mddon adunk dssze, hanem kettes
szamrendszerbeli alakjuk megfelelé jegyeit modulo 2, és atvitel nélkil adjuk dssze (pld 1100110 + 10011 = 1110101).
A természetes szamok (pontosabban azok kettes szdmrendszerbeli alakjainak) egy |01 részhalmazét "idedlis 1001-es'-
nek nevezzik,

1. hahl 11901 P hOI l1001; (WO @h dupl&ét, tehdt azt a szamot jel6li, amelyet gy kapunk, hogy h mogé irunk egy 0-t)
2. hahl lioo €SjT 11001 P D+ T 13005
3. ha 10011 400, (itt 1001 az egy-nulla-nulla-egy szamot, azaz a 9-et és nem az ezeregyet jelenti).

Hany "idedlis 1001-es" részhalmaza van a természetes szamok halmazanak?

M egoldas
Az "idedlis 101-es" feladat " Segitség" részében leirt megfel eltetésbdl indulunk ki, természetes szamok helyett F, fel etti
(azaz az egyltthatok és a miiveletek mod 2 értendék) polinomokrdl beszéliink. Az ottani megol dasbdl kiderdl, hogy 1.
6s 2. azzal ekvivalens, hogy az "idedlis 1001-es' halmaz valamely p polinombdl és p 6sszes tobbszordsebsl (azaz
polinom-szorosabdl) &l. A 3. tulajdonség pedig pontosan akkor teljesiil, ha p az x° + 1 polinom osztéja, azaz x* + 1
eléall p-nek egy (F, feletti) polinommal vett szorzataként. Tehat az "idedlis 1001-es halmazok" leszdmldl asa ekvivalens
az X2 + 1 polinom osztdinak leszamlélasaval. F, felett, azaz mod 2 szamolvaisteljesil az x® + 1 = (x + 1) - (¢ + x + 1)
azonossag, és itt mér egyik tényez6t sem lehet tovabb bontani kisebb fokd polinomok szorzatéra, a két tényez6 mar
felbonthatatlan, idegen széval irreducibilis. Az F, test feletti polinomok korében isigaz a szamelmélet alaptétele (ezt a
szakkor dszi félévében igazoltuk, de a szakkdri anyagban egyel re nincs részletesen leirva). Ennek kdvetkezményeként
X2 + 1 Bsszes osztdja, tehét az Bsszes lehetséges p polinom x° + 1 irreducibilis oszt6ibdl dlithatd dssze. A két
irreducibilis oszt6b6l tsszesen négy osztd dlithatd 6ssze: pr =1, p=x+1, ps=xX+x+1éspy= (x+1) - 0¢ + x+ 1)
=x3 + 1. Tehét négy "idedlis 1001-es hamaz" van. A p;-nek megfelelé halmaz az 6sszes természetes szambdl &l, ap,
atal meghatarozott pedig azokbdl atermészetes szamokbdl, amelyeknek kettes szamrendszerbeli aakjéban péros darab
1-esvan. A p; és p, dtal generdlt "idedlis 1001-es halmazokat" bonyolultabb leirni, szilkkség van hozza, hogy a
természetes szamok kettes szdmrendszerbeli alakjanak jegyeit hdrom csoportba osszuk. Alabb aldhlzéssal, délt
szedéssel, illetve normé szedéssel jel 6ltik acsoportokat egy példaként vett szdm kettes szdmrendszerbeli alakjan:
1001110110001,
teh& minden harmadik jegy tartozik ugyanabba a csoportba. A p; dtal generdlt "idedlis 1001-es halmaz" azokbol a
kettes szamrendszerbeli alakokbdl all, amelyeknél hafelirjuk a harom csoportba tartozé 1-esek szamat, akkor harom
ugyanolyan paritasi szamot kapunk. A p, dtal generdlt halmaz pedig azokbdl a kettes szamrendszerbeli alakokbadl al,
amelyek mindharom csoportban paros darab 1-est tartal maznak.

Hétszogmintak Ebben afeladatban egy szabélyos hétszog cslicsaira frunk O-t vagy 1-et. Osszesen 2'=128 ilyen kitoltés
van. A kitoltések egy |, részhalmaza " 7-szogre idedlis”,

1. hahl 1;b h barmely (n"860°/7-kal val6) elforgatottjais I,-ben van.
2. habarmely két 1,-beli kitoltés csiicsonként és mod 2 szamitott Osszege is 1.-ben van.

A kitoltéseknek hany "7-szdgre idedlis' részhalmaza van?
M egoldas

A feladat megoldhat6 az esetek alapos elemzésével, de a tapasztalat azt mutatja, hogy a didkok gyakran elnézik a két
legizgamasabb " 7-szdgre idedlis" részhalmazt. Aldbb egy, az absztrakt algebraba hajlé megoldast ismertetiink.
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Visszavezetjik afeladatot az "idedlis 101-es', "idedlis 1001-es' probléméakkal anal6g kérdésre. Tekintsik az F, test
feletti polinomok F,[X] halmazét. Minden polinomhoz hozzéarendeljik a hétsz6g egy "kitoltését" a kdvetkezé modon. A
hétszg cslcsait szdmozzuk meg az egyik forgasirdnyban a0., 1., 2., ..., 6. sorszdmokkal, és a p polinom tagjait irjuk fel
sorban, kérkordsen a hétszog csicsaira. A polinom konstans tagja kertiljon a 0., az elséfok( tag az 1. cslicshoz ésigy
tovéabb, a hetedfokU tag értelem szerint megint a 0. csticshoz kertll. A hétszognek a p polinomhoz rendelt kitoltésének
értéke egy adott csticson legyen egyenlé ap polinomnak az ahhoz a cslicshoz irt tagjai egyitthat6inak 6sszegével. A p
polinomhoz igy rendelt kitoltést j (p) fogjajeldlni. Tehét j (p)-ben azi. cslicshoz irt érték a p polinom azon tagjai
egytitthat6inak dsszegével egyenls, amely tagok kitevéje 7-tel osztvai maradékot ad. Példaul ap(X) = 1 + 0x + 1% +
3¢ + 0%t + 05 + 158 + 1x” + 158 + 0% + 1% polinomhoz

rendelt kit6ltésnél a 0. csticshoz irt szam a0, mert az 1 + 1%’ 1x

polinom egyditthatdinak ésszege 0. Ehhez hasonldan az 1. cslicshoz
frt szam 1, mert Ox+15¢ egyiitthatdinak dsszege 1. A 2., 3., 4., 5., 6.
csticsokhoz irt szdmok j (p)-benrendre 1, 0, O, O, 1.

Legyen most advaegy |, halmaz, ehhez hozza fogjuk rendelni az
F,[x]-beli polinomok egy részhalmazat, amelyet - késébb vilagossa
val6 okokbdl - |10000001-gye| ]e|O| Unk. 110000001 a |J on az 6sszes ol yan
polinombdl, amelyhez a fenti hozzarendelés 1,-beli kitoltést feleltet
meg. Réviden: 110000001 =] (17). “7-szogreidedlis’ |, halmaz lehet az
Ures hamaz is, de dlitjuk, hogy az 6sszes ettdl kilonbozo " 7-szégre
idedlis" |7 halmazhoz rendelt 110000001 POlinom-hal maz rendelkezik az
alébbi harom tulajdonsaggal :

L. hahl l10000000 P "X 1 110000001;

2. h7a Al 110000001 €S j1 110000001 P 0+ j 10000001
3. X"+ 1l l10000001-

Vadban, 1'. az 1., 2'. a 2. tulgjdonsag kozvetlen kovetkezménye, 3'. pedig abbdl adédik, hogy nem Ures " 7-szdgre
idedlis' halmazban a 2. tulajdonsag miatt (azt két egymassal megegyezé polinomra alkalmazva) benne van az azonosan
0 kitoltés, ésaz x” + 1 polinomhoz rendelt j (x + 1) kitdltés is azonosan 0. Nevezziik az 1'., 2'., 3. tulajdonsaggal
rendelkezé polinom-halmazokat "idedlis 10000001-es'-nek. Allitjuk, hogy

A) "idedlis 10000001-es' halmaz képe aj |eképezésndl "7-szdgre idedlis’;
B) egymastdl kiilénbozé "idedis 10000001-es' halmazok képe kiilonbdzik egymastol.

Valdban, az 1), 2') tulgjdonsaghdl kdvetkeznek az 1), 2) tulajdonsagok, igy az A) dlitésigaz. B) igazolasahoz 3'.-reis
sziikség van. Ha valamely p, g polinomokraj (p) =] (q), akkor p- qeléall ax” + 1, X8 + x, x° + %, ... polinomok
dsszegeként, azaz p - q = r(x)%x’ + 1), ahol r(x) ispolinom. Az 1'., 2'., 3. tulajdonsagokbdl kovetkezik, hogy r(x)%x’ +
1) minden "idedlis 10000001-es" halmazban benne van, igy 2'. szerint q pontosan akkor van benne egy "idedlis
10000001-es" halmazban, ha abban p = q + r(x)%x’ + 1) is benne van. Ezzel megmutattuk, hogy ha két "idedlis
10000001-es" halmaz képe megegyezik egymassal, akkor a két "idedlis 10000001-es" halmaz is megegyezik egymassal.

Mindezekbdl kdvetkezik, hogy az tres halmaztél kilonbozs "hétszégre idedlis' kitdltés-halmazok kolcsdnésen

egyértelmii megfeleltetésben allnak az "idedlis 10000001-es' halmazokkal. Ez utébbiak az "idedlis 101-es' feladat

megoldasanak mintgjaraaz x” + 1 polinom irreducibilis felbontasanak segitségével hatdrozhatok meg. A felbontés:
X'+ 1= (x+21)pC+ 3+ X+ + X+ x+ 1) = (x+ D)X+ X + D)x( X + x + 1).

Ebbdl kovetkezik, hogy 9 db "7-szdgre idedlis' kitdltéshalmaz van, az Ures halmazon kivil az adbbi nyolc:

gener 46 polinom leiras elemszam

1. p=1 az 6sszes kitoltés 2’
2. po=x+1 az 1-esek szdma paros 2°

_ > az abran lathato 8, és ugyanezek a 4
3 ps =X+’ +1 0 o1 felcordldsondl 2
4. Ps=X +x+1 3. tikorképe 2!
5. Ps= (X + 1)+ X + 1) 2. és 3. kozOs része 2’
6. Pe = (X + 1p0C + x + 1) 2. és 4. kozos része 2’
7. pr=xX+ X+ + X+ +x+1 azonosan 0, és azonosan 1. 2!
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[ 8 ] Pe=x +1 | azonosan 0 | 2° |

M egj egyzés (polinom-kodok)

A téblazatban taldlhat6 3. (és4.) "hétszdgre idedlis' halmaz régi ismerés: binéris, linedris, 1-hibajavitd, tokéletes kod.
"Hétszodgre idedlis' halmaz definicidja szerint binéris és linedris. Ez a halmaz azért 1-hiba javitd kod, mert linearis kéd,
és az azonosan 0 kitdltésen kivil mindegyik kitdltésben legaldbb hdrom darab 1-es van. Toké etessege egyszerii
leszadmld asbol adodik.

Ezt akddot tehdt a kdvetkezoképpen is értelmezhetjik. Tekintsik a0, 1 jelekbdl képezheté hétbetlis szavak halmazét.
Minden szénak feleltessiink meg egy F, feletti legfeljebb hatod-fok( polinomot. Egy sz6 pontosan akkor kddszo, haa
neki megfeleltetett polinom oszthaté ap; = X* + x* + 1 polinommal. ps-at legfeljebb harmad-foki polinommal szorozva
kapunk legfeljebb hatod-foku polinomot. Osszesen 2* darab legfeljebb harmad-fokd polinom van F, felett, igy ps-nak
dsszesen 2* legfeljebb hatod-foku tébbszordse van. Ezek a kodszavak.

Az igy értelmezett polinom-kdd elénye, hogy nem kell megjegyezniink a kddszavakat, csak a ps polinomot kell fejben
tartanunk. Minden legfeljebb harmadfoki polinomhoz (azaz |ényegében minden négy hosszd 0-1 sorozathoz) rendel ink
egy informécidt, és akivant informaciét ugy kuldjik e, hogy a neki megfelelé polinomot megszorozzuk ps-mal, és az
igy kapott polinom egyutthatGit tovabbitjuk. A fogadd fél egyszerii polinom-osztassal fejtheti vissza az Uzenetet: a
kapott 0-1 sorozatot |legfeljebb hatod-fokd polinomként értelmezi és ps-mal osztja. Ha nem tértént hiba, akkor nem lesz
maradék és a hdnyados egyutthat6i alkotjék az informaciét. Ha 1 hibatortént akkor az elkuldeni kivant polinom helyett
az attdl az 1, x, -, X2, x*, x°, x® polinomok valamelyikével eltérs polinomot dekédoltuk. Ebben az esetben lesz maradék,
méghozza éppen annyi amennyi az 1, x, 3, X, X', X°, X* polinomok kézill megfeleldnek a ps-mal val6 osztasi maradéka.
Allitjuk, hogy

A)az 1, x, X4, X2, x*, x°, x° polinomok nem oszthatok ps-mal;
B) az 1, x, X4, X, X*, x°, x® polinomok kiilénb6zé maradékot adnak ps-mal osztva.

A) azt jelenti, hogy észrevehetjik, hogy 1 hibatortént, B) pedig azt, hogy ki istudjuk javitani. A) igaz, hiszen p; osztja
az X’ + 1 polinomot, igy az attdl 1-gyel eltérs x” polinomhoz, és annak minden osztjahoz (tehét az 1, X, ..., X’
polinomokhoz ) relativ prim. B) azért igaz, mert hax™ ésx" (m< n) azonos maradékot ad ps-mal osztva, akkor
X" - X" = X"+ X" = X" x(1 + X™™) oszthat6 ps-mal, azaz g = (X" + 1) oszthat6 ps-mal (n-m<7). Ebben az esetben a

q* - X7—(n-m) >(Xn—m + 1) + (X7 + 1) - X7—(n-m) +1
polinom is oszthatd p;-mal, ami azért nem lehetséges, mert p; harmadfoku, és g és g* kozll az egyik legfeljebb
harmadfoku, de kilénbdzik ps-tdl.

Hatehét elérefelirjuk az 1, x, 4, X2, X*, x°, X° polinomok ps-mal val6 osztési maradékait, akkor az iizenet
dekddolsakor, a polinom-osztas soran nyert maradék alapjan azonnal rajdhetiink, hogy hol volt a hiba.
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Héazi feladat:

4.10 Ha adott egy négyzet alakil H; szdmtablzat, akkor elkészithetjik a kétszer akkora oldalhosszisagu
Ol 6
Hy = EHI I g
H -Hg
szamtéblazatot. Induljunk ki az 1" 1-es H; = (1) "szémtablazat"-bdl, és képezzik a

majd aHg, Hg, His, Ha, szamtablazatokat. Ha-nek mér 32 soravan, mindegyikben egy 32 hosszu szamsorozat, csupa 1-
gyel és(-1)-gyel. Tekintsiik ezt a 32 sorozatot és (-1)-szereseiket. Alljon kédunk ebbdl a 64 sorozathdl, csak a (-1)-eket
cseréljiik ki O-kra. Hatdrozzuk meg az igy kapott binéris kod minimalis tavol sagét!®

Ajanlott olvasményok:

Freud Roébert: Linedris algebra, ELTE E6tvos Kiadd, Budapest, 1998.
A 10. fejezetben sok kddelméleti feladatot olvashatunk, és a Hamming kddokon tdl a BCH kddokkal is

megismerkedhetiink. A gimnazistak tébbségének azonban a kényv nagy részét €l kell olvasni az utolso fejeezt
megértéséhez. Erdemes.

Hraskd Andrés és Szényi Tamés: Hibajavitd kodok, az Uj matematikai mozaik cimii kotetben, Typotex kiado,
Budapest, 2002.

A cikkben a Hamming kddok dekddol asanak |eirasa és a Golay kodok leirasa jelent 1ényegesen Uj informaciot.

® Ennek a kédnak az alkalmazésaval kiildte a fényképeket a Mariner 10 szonda a Foldre. A 64 sorozat 64 szinnek felelt
meg, egy sorozat egy képpont (pixel) szinét hatdrozta meg.

Matematika Oktataso Portal, http://matek.fazekas.hu/ -35/35-



