Hrasko Andras: FPI tehetséggondozo szakkor 10. évf

FPI tehetséggondozo6 szakkor 10. évf. 1. foglalkozas, 2011. szeptember 20.

I.1. Helyezziink 15 piros pontot egy hatszog oldalaira ugy, hogy minden oldalon ugyanannyi piros
pont legyen!

I.2. Melyek azok a pontok a négyzet belsejében, amelyeken at a az oldalakkal parhuzamosan hizott
egyenesek a négyzetet négy olyan téglalapra osztjak, amelyek koziil a két szemkozti teriiletének Gsszege
egyenl egymassal?

1.3.

a) Adott az F pont és a d egyenes, valamint a d egyenesen a T pont. Szerkesztend kor, amely atmegy
F-en és T-ben érinti d-t.

b) Adott az f kor és a d egyenes, valamint a d egyenesen a T pont. Szerkesztend kor, amely érinti
f-et és d-t, az utobbit épp T-ben.

I.4.

a) Hanyféleképpen juthatunk el a derékszog koordinatarendszer orig6jabol a (4; 3) pontba a racsvona-
lakon, ha egy-egy 1épésben valamely réacspontrél mindig a jobbra vagy felfelé szomszédos mésik racspontra
léphetiink at?

b) Hanyféleképpen juthatunk el a térbeli derékszdg koordinatarendszer origéjabol a (4;3;2) pontba
a racsvonalakon, ha egy-egy lépésben valamely racspontrél a kovetkez racspontba mutaté vektor az az
i(1;0;0), j(0;1;0), k(0;0; 1) vektorok egyike kell legyen?

L.5. Igaz-e, hogy ha kiszinezziik a sik pontjait két szinnel, akkor mindig lesz olyan téglalap, amelynek
mind a négy csicsa egyforma szin?

I.6. Vannak-e olyan a, b pozitiv egész szamok, amelyre az ax + b kifejezés értéke minden pozitiv egész
T esetén primszam?

Matematikai Oktatési Portal, http://matek.fazekas.hu/ -1/21-



Hrasko Andras: FPI tehetséggondozo szakkor 10. évf

FPI tehetséggondozo6 szakkor 10. évf. II. foglalkozas, 2011. szeptember 28.

I1.1. Helyezziink 10 piros és 14 kék pontot egy hatszdg oldalaira tigy, hogy minden oldalon ugyanannyi
piros pont legyen, mint kék!

11.2.
A finnek nemzeti zaszloja: fehér téglalap alapon fekv kék kereszt (lasd az abrat!). A kék kereszt
hosszabbik savjanak a teriilete 8800cm?, a révidebbik sav teriilete pedig 5400cm?. Mekkora a z4szl6

teriilete, ha a kék kereszt 12600cm? teriilet?

I1.3.

a) Adott az F pont és a d kor, valamint a d kérén a T pont. Szerkesztend kor, amely dtmegy F-en
és T-ben érinti d-t.

b) Adott az f és a d kor, valamint a d koérén a T pont. Szerkesztend kor, amely érinti f-et és d-t, az
utébbit épp T-ben.

I1.4.

Bergengoéciaban a Lottén az 1, 2, 3, 4, ..., 10 szamokbdl huznak ki harmat. Egy szelvénnyel jatszunk.
Mennyi az esélye, hogy szelvényiink

a) telitalalatos; b) két talalatos; c¢) 0 talalatos?

d) Mennyi az esélye, hogy egymaést kovet tiz hét (tiz sorsolas) egyikén sem lesz telitalalatos szelvé-
nyiink?

e) Hany hét utan nagyobb mar %—nél annak az esélye, hogy volt telitalalatos szelvényiink?

f) Mennyi az esélye egy sorsoldson, hogy a kihtuzott szamok kozott van paros?

g) Mennyi az esélye egy sorsolason, hogy a kihuzott szamok kézott van két szomszédos?

I.5. Igaz-e, hogy ha kiszinezziik a sik pontjait két szinnel, akkor mindig lesz olyan téglalap, amelynek
mind a négy csucsa egyforma szin?

I.6. Vannak-e olyan a, b pozitiv egész szamok, amelyre az ax + b kifejezés értéke minden pozitiv egész
x esetén primszam?

I1.5. Hanyféle sorrendben vehet le az Gsszes kavics, ha egy 1épésben csak olyan kavics vehet le, amelytl
se balra és se folfelé nincs tobb kavics és a kiindulo helyzet az dbran lathato?

b) c) o o

I1.6. Hanyféleképpen juthatunk el a derékszog koordinatarendszer origojabol az (5;5) pontba a
racsvonalakon, ha egy-egy 1épésben valamely racspontrél mindig a jobbra vagy felfelé szomszédos masik
racspontra léphetiink at, de nem mehetiink az © = y egyenlet egyenes ala?
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Hrasko Andras: FPI tehetséggondozo szakkor 10. évf

FPI tehetséggondozo szakkor 10. évf. III. foglalkozas, 2011. oktéber 5.

ITI.1.

a) A Descartes koordinatarendszerben adottak az A(1;2), B(7;4), C(3;7) pontok. Adjuk meg az
ABC haromszog teriiletét!

b) Keressiink a Descartes koordinatarendszerben olyan racspontokat, amelyek altal alkotott harom-
szog teriilete % teriiletegység!

I11.2.
a) Kavicsokat rendeziink el meghatarozott rendben kupacokba. Hany kavics lesz a 100-adik kupacban?

a)o&)é&)(@)
b o 88 833

0)0080 08§8008§§§80

b) Hatarozzuk meg a 100. tetraéderszamot! (Héany golyo van az alabbi dbran a 100. kupacban? A
kupacsorozat oldal- és foliilnézetben is lathat6 az abran.)

II1.3. Hany megoldésa van a pozitiv egészeken az
1+ a9+ 23 =10

egyenletnek?
Kérdezz tovabb!

I11.4.

Adott a sikon az A és a B pont valamint az e egyenes. Az e egyenes mely P pontjara lesz

a) PA+ PB, b) |PA - PB|, c) PA? + PB? értéke minimalis illetve maximélis?

I1.4.

Bergengocidban a Lottén az 1, 2, 3, 4, ..., 10 szdmokbdl htiznak ki harmat. Egy szelvénnyel jatszunk.
g) Mennyi az esélye egy sorsolason, hogy a kihtizott szamok kozott van két szomszédos?

I.5. Igaz-e, hogy ha kiszinezziik a sik pontjait két szinnel, akkor mindig lesz olyan téglalap, amelynek
mind a négy csicsa egyforma szin?

I.6. Vannak-e olyan a, b pozitiv egész szamok, amelyre az ax + b kifejezés értéke minden pozitiv egész
T esetén primszam?

I1.5. Hanyféle sorrendben vehet le az Gsszes kavics, ha egy 1épésben csak olyan kavics vehet le, amelytl
se balra és se folfelé nincs tobb kavics és a kiindulé helyzet az abran lathat6?
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Hrasko Andras: FPI tehetséggondozo szakkor 10. évf

b) c) o o

I1.6. Hanyféleképpen juthatunk el a derékszog koordinatarendszer origojabol az (5;5) pontba a
racsvonalakon, ha egy-egy lépésben valamely racspontrél mindig a jobbra vagy felfelé szomszédos masik
racspontra léphetiink at, de nem mehetiink az = = y egyenlet egyenes ala?

I11.5.
a) Legfeljebb hany metszéspontja lehet 4 kornek és 3 egyenesnek?
b) Legfeljebb hany részre osztja a sikot 4 kor és 3 egyenes?
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Hrasko Andras: FPI tehetséggondozo szakkor 10. évf

FPI tehetséggondozo6 szakkor 10. évf. V. foglalkozas, 2011. oktdéber 19.

V.1.

Ures racsharomszognek neveziink egy haromszoget, melynek a Descartes koordinatarendszerben min-
den csusca racspont, de se a hatarén, se a belsejében nincsen racspont.

a) Keressiink olyan iires racsharomszoget, amelynek keriilete nagyobb 10 egységnel!

b) Keressiink olyan iires racsharomszoget, amelynek mindegyik oldala nagyobb 10 egységnél!

¢) Keressiink olyan iires racsharomszoget, amelynek teriilete nagyobb 10 egységnégyzetnél!

V.2. A négyzetszamok Osszegképlete (Pataki Jdnostol hallottam)

Rendezziik el az 1, 2, ...n szamokat (a k szamot épp k-szor felirva) az alabbi moédon szabélyos
haromszogracsban:
n
n
3
2 n
1 3
2 n
3
n
n

a) Hatarozzuk meg a fenti szamok Osszegét!
b) Forgassuk el a tablazatot a kdzéppontja koriil 120°, majd 240°-kal és adjuk Ossze az azonos helyre
keriil szamokat, majd az Gsszes szamot!

I11.4.

Adott a sikon az A és a B pont valamint az e egyenes. Az e egyenes mely P pontjara lesz

b) |PA - PB|, c) PA? + PB? értéke minimalis illetve maximéalis?

I.6. Vannak-e olyan a, b pozitiv egész szamok, amelyre az ax + b kifejezés értéke minden pozitiv egész
 esetén primszam?

I'V. 3. Korongokat rakunk egy tablara. Alul 5 hely van, ezekbe lehet tenni a legals6 korongokat. Ha
két szomszédos helyen van korong, akkor rajuk (,kozéjiik—foléjiik”) tehet egy tjabb korong. Igy legfeljebb
5+4+4+3+2+1 =15 korongot tehetlink a tablara. Hanyféle stabil allasban helyezhetk el a korongok?
Az aldbbi két Abran egy-egy megfelel allas lathato.

OO 00O

GA OO OO

IV. 4. Keressiink néhany olyan (x, y, z) valés szdmharmast, amelyre

+y+ 2011 ¢ ! + ! + = !
x z= és -+ -4+ -—-=—.
Y ’ sy 2z 2011

IV. 5. Feloszthaté-e a természetes szamok halmaza hirom egyméstol paronként diszjunkt végtelen
sok elembl all6 részhalmazra tgy, hogy ha valaki kivalasztja barmelyik halmaz barmelyik harom elemét
és megadja nekiink ezek Gsszegét, akkor abbol kitaldlhassuk, hogy melyik halmazbdl valasztott?
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Hrasko Andras: FPI tehetséggondozo szakkor 10. évf

FPI tehetséggondozo6 szakkor 10. évf. VII. foglalkozas, 2011. november 9.

VII.1.

a) Adott a d egyenes, és a rd nem illeszked F' pont. Futtassuk a T pontot a d egyenesen és szerkessziik
meg azt a kort, amely T-ben érinti d-t és dtmegy F-en! Milyen ponthalmazt ir le a koér kézéppontja?
(Mutassuk meg, hogy ez parabola, a d-tl és F-tl egyenl tavolsdgra lev pontok mértani helye.)

b) Egybevagosag erejéig hany parabola van?

¢) Vegyiink fel derékszor koordinatarednszert, amelynek origoja az F-bl d-re éllitott F'D merleges C
felezpontja, z-tengelye parhuzamos d-vel, mig az y tengely merleges ra. Jeldlje az F'D szakasz hosszat p!
Irjuk fel a parabola egyenletét!

d) Hol van a fokuszpontja és a vezéregyenese az y = 22 parabolanak?

e) Milyen egyenest neveznél a parabola érintjének?

f) Hatarozzuk meg az y = x2 parabola P(1;1) pontbeli érintjét!

g) Mutassuk meg, hogy a parabola alaku tiikorre a tengelyével parhuzamos iranybol érkez fénysugarak
tikrézdés utan a fokuszponton (gytjtéoponton) haladnak at!

VIIL.2. Adot ta k kor és a P pont. Hazzuk P-n at szelt k-hoz és hatarozzuk meg a szelbl a kor altal
lemetszett har F' felezpontjana kmértani helyét!

VIIL.3. Adott az A és a B pont, A-n it az a, B-n at a b egyenes Ugy, hogy a és b szige . Hol lehet
az a, b egyenesek P metszéspontja?

IV. 4. Keressiink néhany olyan (x, y, z) valés szimhéarmast, amelyre

1 1 1 1
= 2011 : -t -t =
r+y+=z , és m+y+z 2011

IV. 5.

a) Feloszthaté-e a természetes szamok halmaza harom egymastol paronként diszjunkt végtelen sok
elembl all6 részhalmazra gy, hogy ha valaki kivéalasztja barmelyik halmaz barmelyik harom elemét és
megadja nekiink ezek Gsszegét, akkor abbdl kitalalhassuk, hogy melyik halmazbol valasztott?

Feloszthato-e a természetes szamok halmaza d egymastél paronként diszjunkt végtelen sok elembl &llo
részhalmazra gy, hogy ha valaki kivalasztja barmelyik halmaz barmelyik s elemét és megadja nekiink
ezek Osszegét, akkor abbdl kitaldlhassuk, hogy melyik halmazbol valasztott?

Dontsiik el a kérdést

b) d=3, s =4; c)d=4,5s=3; d)d=9, s=6; e)d=s=2

esetén!

VII. 4. Lefeedhet-e a 6 x 6-0s négyzet 1 x 2-es dominokkal hézag és atfedés nélkiil tgy, hogy mindegyik
bels rdcsvonalat keresztezze dominé?

VIIL. 5. A ky, ky korok az A, B pontokba nmetszik egyméast. Jeldlje a B-n atmen e egyenesnek
a ky, ky korokke lalkotott masodik (B-tl kiilonb6z) metszéspontjat U illetve V! Vizsgaljuk az UAV
haromszoget!

I'V. 3. Korongokat rakunk egy téblara. Alul 5 hely van, ezekbe lehet tenni a legals6 korongokat. Ha
két szomszédos helyen van korong, akkor rajuk (,koézéjiik—foléjiik”) tehet egy tjabb korong. Igy legfeljebb
5+4+4+3+2+1 =15 korongot tehetlink a tablara. Hanyféle stabil allasban helyezhetk el a korongok?
Az alabbi két Abran egy-egy megfelel allas lathato.

O
OO 00O

CA OO, SO
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Hrasko Andras: FPI tehetséggondozo szakkor 10. évf

FPI tehetséggondozo szakkor 10. évf. X. foglalkozas, 2011. november 30.

Arany Daniel Matematika Tanuléverseny
2008/2009. 10. évfolyam 2. kategoria 1. forduld

1. Hatéarozzuk meg azokat az egész szamokat, amelyekre az z2 + 327 + 2264 polinom helyettesitési
értéke egyenl egy primszam négyzetével!

2. Tekintsiikk az 1 +2 + 3 + 4 + ... + 2008 Gsszeget! Az Gsszeg tetszleges szamu ,,+7 eljelét ,,—-ra
valtoztathatjuk.

a) Bizonyitsuk be, hogy az eljelvaltasokkal elérhet a 2008 érték Gsszeg.

b) Igazoljuk, hogy a 2009 érték dsszeg nem allithato el eljelvaltasokkal.

3. A T teriilet szabalyos haromszog oldalaival parhuzamos egyenesek felezik a héromszog teriiletét.
A harom egyenes altal kozrefogott haromszog teriiletedt. Melyik két szomszédos egész szam kozé esik %
értéke?

4. Azt mondjuk, hogy egy sorozat Fibonacci-tipust, ha tagjai pozitiv egészek és a harmadik tagtol
kezdve minden eleme az elz kett Osszege. Példaul

vagy
3, 1, 4, 5, 9, 14,

Héany olyan Fibonacci-tipust sorozat van, amelynek 8. eleme 20087

5. Tudjuk, hogy v44 — 8 = 6, /4444 — 88 = 66, /444444 — 888 = 666. Ha n pozitiv egész szam,
akkor bizonyitsuk be, hogy az

A=+/444 . ..4—-888...8

szam természetes szam, ha a 444 ...4 szdmban 2n db 4-es, mig 888...8-ban n db 8-as szerepel.

Arany Daniel Matematika Tanuléverseny
2007/2008. 10. évfolyam 2. kategoria 1. forduld

1. Bizonyitsuk be, hogy n! + 2007 egyetlen n pozitiv egész szdm esetén sem primszam, sem pedig
négyzetszam. (nlaz 1-2-3-...-n szorzatot jelenti.)

2. Adott a sikon egy egységnyi oldalt szabalyos hatszdg. Szerkessziink csak vonalzé felhasznélasaval
V7 hossztisagu szakaszt!

3. A minden valés szamra értelmezett masodfoka f(x) fliggvényre
flx+2)+3f(—x) =222

teljesiil. Hatarozzuk meg az f(z) fliggvény értékkészletét!

4. Az abran lathaté médon helyezziik el az ABCDEF szabalyos egységoldali hatszogben a PQBA
egységoldalu négyzetet. Gorditsiik korbe a hatszog bels feliiletén a négyzetet a kovetkez modon: elszor
az 6ramutatd jarasaval megegyezen forgassuk a négyzetet a B koriil mindaddig, amig a négyzet () csiicsa
a hatszog C csicsdhozdér. Ezutan C koriil forgassuk az 6ramutatd jardsaval megegyezen a négyzetet,
mig P egybeesik D-vel. Majd D koriil forgassuk az 6ramutatd jaradsaval megegyezen a négyzetet, amig a
négyzet csucsa a hatszdg F csicsahoziér.
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Hrasko Andras: FPI tehetséggondozo szakkor 10. évf

E D
P Q)

F C
A B

Folytassuk tovabb ezt az eljarast mindaddig, amig a négyzet a hatodik forgatas utan vissza nem ér az
AB oldalhoz. Milyen hossza utat jar be ezalatt P?

5. Bizonyitsuk be, hogy egy kocka a lapjaival parhuzamos sikdarabokkal feldarabolhaté 2007 darab
nem feltétleniil egybevigd kisebb méret kockara.
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Hrasko Andras: FPI tehetséggondozo szakkor 10. évf

FPI tehetséggondozé szakkor 10. évf. XIV. foglalkozas, 2012. januar 11.

vetélked /8. Héany olyan z valds szdm van, amelyre az

flz) = Va2 +2012 — /a2 + 12
fliggvény értéke egész szam?

vetélked /9. Hanyféleképpen lehet megvalasztani az a, b, x,y pozitiv egész szamokat tgy, hogy telje-
siiljon a kdvetkez harom feltétel:

x és y legnagyobb kdzos osztodja a;

x és y legkisebb kozos tobbszordse b;

a és b szorzata 1020127

Vetélked /10. Egy 10 egység oldalt ABCD négyzet minden csicsat kossiik Ossze a csicsot nem
tartalmazo két oldal felezpontjaval. E nyolc szakasz mindegyikén 4-4 bels metszéspont keletkezett. Vegyiik
ezen metszésypontok koziil a két-két kozépst! Ezek egy nyolcszoget hataroznak meg. Mekkora ennek a
nyolcszognek a teriilete?

kerszog01.

a) Egy négyszogbe kor irhat6. A négyszég AB, BC, CD oldalainak hossza rendre 6, 7 és 9 cm.
Hatarozzuk meg a DA oldal hosszat!

b) Egy négyszog koré kor irhaté. A négyszogben DAB/ = 48°, ABC/Z = 100°. Hatérozzuk meg
BCDZ-t és CDAZ-t!

kerszog02. Az ABC haromszoghen ACB/Z = 28°. Hatarozzuk meg az A, B csiicsokbol
a) indul6 magassagvonalak

b) indulo szoglelezk

c) a kortlirt kor kézéppontjahoz hizott szakaszok

egymassal bezart szogét!

kerszog03. Az ABC haromszog AB oldala 2 cm hosszu és ez az oldalegyenes 1 cm-re van a haromszog
koriilirt korének kozéppontjatol. Mekkora lehet a haromszog v = ACBZ szoge?

Ko6mal B. 4396. Az ABC haromszog beirt kire a b oldalt F-ben, az a oldalt G-ben érinti. Igazoljuk,
hogy az A-bdl a (3 szog felezjére allitott merleges talppontja rajta van az F'G egyenesen.

AD20072008haladdk/2/2. Héany olyan pozitiv egész szamokbol all6 (z;y) szampar van, amelyre

= L teljesiil?

1_1
T y 2008
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Hrasko Andras: FPI tehetséggondozo szakkor 10. évf

FPI tehetséggondozé szakkor 10. évf. XV. foglalkozas, 2012, januar 18.

2011/2012ADkezdokI-ITkatIford4fel Egy zar, amelyen harom nyomoégomb van, akkor nyilik ki,
ha a héarom kiilonb6z gombot egy meghatdrozott sorrendben kozvetleniil egymdas utdn nyomjuk meg.
Legkevesebb hiny gombnyomaéasra van sziikség ahhoz, hogy biztosan kinyiljon a zr? (A megfelel harom
gombnyomaést esetlegesen megelz gombnyomasok sorozatdnak nincs hatésa a zar szerkezetére.)

kerszog02. Az ABC héaromszégben ACB/ = 28°. Hatarozzuk meg az A, B csiicsokbodl
a) indul6 magassigvonalak

b) indulé szogfelezk

¢) a koriilirt kor kézéppontjahoz huzott szakaszok

egymassal bezart szogét!

kerszog02ésfél. Vegyiik fel a P pontot az ABCD négyzet, k koriilirt korének révidebbik BC ivén és
hatarozzuk meg a

a) APC«, b) APD«, c) BPA«, d) BPC«

szoget!

2011/20120KTVIIkat2fordlfel A pozitiv n szam osztéit nagysag szerint novekedve felirtuk, az els
volt az 1. A sorrendben hatodik lett a 35. Keressiik meg azt a legkisebb n értéket, amire ezek teljesiilnek!

kerszog03. Az ABC haromszog AB oldala 2 cm hossz és ez az oldalegyenes 1 cm-re van a haromszog
koriilirt korének kézéppontjatol. Mekkora lehet a haromszog v = ACBZ szoge?

AD20072008haladdk/2/2. Héany olyan pozitiv egész szamokbol all6 (z;y) szampar van, amelyre

L— L teljesiil?

1_1
T y 2008

XV/1. A k, I korok az A pontban kiviilr]l érintik egymast. Egyik kozos kiils érintjiik a két kort a Ty,
és a 1; pontban érinti.

a) Mekkora az Ty, AT; sz6g?

b) Igazoljuk, hogy a T} T; mint atmér folé rajzolt Thalesz-kor érinti a két kor O, O; centralisat!

¢) Bizonyitsuk be, hogy az OO’ mint atmér {6lé rajzolt Thalesz-kor érinti a két T)T) kozos kiils
érintjét!

XV /2. Jelolje az ABC haromszog magassagpontjat M, a magassidgvonalak talppontjait Ta, Tp,
Te. Az emlitett hét pont (A, B,C, M, T4, Tp,Tc) kozil hanyféleképpen valaszthaté ki négy, amelyek egy
korén vannak az ABC haromszog tetszleges vélasztésa esetén?

XV /3. Az alabbi abran a vastagon huzott ivek keriileti szogeit ismerjiik. Szamitsuk ki ezek segitsé-

gével az a szO0g nagysagat!

Ko6mal B. 4396. Az ABC haromszog beirt kore a b oldalt F-ben, az a oldalt G-ben érinti. Igazoljuk,
hogy az A-bol a B szog felezjére allitott merleges talppontja rajta van az F'G egyenesen.

2011/20120KTVIIkat2ford4fel Oldjuk meg a valds szamok kérében:

/Yy —1+yvae —1=uxay.
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Hrasko Andras: FPI tehetséggondozo szakkor 10. évf

FPI tehetséggondozé szakkor 10. évf. XVI. foglalkozas, 2012. januar 25.

kerszogO1.

a) Egy négyszogbe kor irhatd. A négyszog AB, BC, CD oldalainak hossza rendre 6, 7 és 9 cm.
Hatarozzuk meg a DA oldal hosszat!

b) Egy négyszog koré kor irhatd. A négyszogben DABZ = 48°, ABC'Z = 100°. Hatéarozzuk meg
BCD/-t és CDAZ-t!

kerszog02. Az ABC héaromszégben ACBZ = 28°. Hatarozzuk meg az A, B csiicsokbodl
a) indul6 magassagvonalak

b) indulé szogfelezk

¢) a koriilirt kor kézéppontjahoz huzott szakaszok

egymassal bezart szogét!

A fenti két példa kapcsan megbeszéltiik a keriileti és kdzépponti szogek tételét, tisztaztuk az érintszara
keriileti szog fogalmat.

XV /3. Az alabbi abran a vastagon huzott ivek keriileti sz6geit ismerjiik. Szamitsuk ki ezek segitsé-
gével az o szO0g nagysagat!

XVI/1. feladat Az a illetve a b egyenes athalad a k, [ korok A illetve B metszéspontjan és a k, |
koroket A-n illetve B-n kiviil még a K4, La, illetve a Kp, Lp pontban metszi (lasd az alabbi abrat).
Mutassuk meg, hogy a K4 Kp, LaoLp egyenesek parhuzamosak!

XVI/2. feladat A k, | korok az A, B pontokban metszik egymast. Tekintsiik a k korén a K pontot
és képezziik a KA egyenes és az [ kor masodik metszéspontjaként az L pontot. Mutassuk meg, hogy a
K BL haromszog hasonlosag erejéig egyértelm, fliggetlen a K pont valasztasatol!
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Hrasko Andras: FPI tehetséggondozo szakkor 10. évf

XVI/3. feladat Szerkessziink kort két egyenl sugart kor egyik metszéspontja koriil. Igazoljuk, hogy
ennek a két korrel valé K, L metszéspontja (lasd az alabbi abrat) az eredeti korok B metszéspontjaval

egy egyenesen van!

XVI/4. feladat Adott két metsz kor és egy szakasz. Szerkesztend a korok egyik metszéspontjan at

a) az elre adott szakasszal egyenl hosszisaga

b) a lehet leghosszabb

szel (tehat az egyenes két korrel valo masodik metszéspontjai kozti részét vizsgaljuk, ahogy az alabbi
abran is lathato).

Ly

XVI/5. feladat Egy kor és egy négyszog ugy helyezkedik el a sikon, mint az aldbbi dbran lathato.
Tudjuk, hogy a kor négyszdgon beliili két-két szembenfekv ivének Gsszege egyenl. Bizonyitsuk be, hogy a
négyszog hiurnégyszog!
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Hrasko Andras: FPI tehetséggondozo szakkor 10. évf

FPI tehetséggondozo szakkor 10. évf. XVII. foglalkozas, 2012. februar 2.

XVI/4. feladat Mult érdn ki volt tzve

Adott két metsz kor és egy szakasz. Szerkesztend a korék egyik metszéspontjan at

a) az elre adott szakasszal egyenl hosszusaga

b) a lehet leghosszabb

szel (tehat az egyenes két korrel valo masodik metszéspontjai kozti részét vizsgaljuk, ahogy az alabbi
abran is lathato).

XVI1/5. feladat Mult érdin ki volt tzve

Egy kor és egy négyszog gy helyezkedik el a sikon, mint az aldbbi dbran lathatéd. Tudjuk, hogy
a kor négyszogon beliili két-két szembenfekv ivének Osszege egyenl. Bizonyitsuk be, hogy a négyszog
htrnégyszog!

XVII/1. feladat

Az Oy illetve Oy kozéppontu kq, ko korok az A, B pontokban metszik egymast. Az O1 B egyenes ko-t,
még Bs-ben, az O3B egyenes pedig ki-et még Bi-ben metszi. Mutassuk meg, hogy (lasd az alabbi abrat)

a) az O1, Oz, A pontokon &t fektetett k korre illeszkedik By és By is!

b) az AB egyenest és a k kor A-t0l kiilonboz C' metszéspontjara CB = CBy = CBy!

¢) ha a B-n at BjBy-vel parhuzamosan huzott egyenes a ki, ko koroket még a Dy, Dy pontokban
metszi, akkor DlDQ = ABl + AgQ'

XVII/2. feladat
Milyen n-ekre lehetséges, hogy egy n tagu tarsasagban, ahol az ismeretségek kolcsondsek, mindenkinek
pontosan hat ismerse van?

XVII/3. feladat

Egy tiztagt tarsasagrol tudjuk, hogy minden tagja hét masikat ismer. Igazoljuk, hogy a tarsasagbol
barmely harom személynek van kézos ismerse.

XVII/4. feladat

Néhany évvel a Délnyugati Birodalom széthullasa utan a teriiletén létrejott 16 hercegség mindegyike
3 masikkal baratsdgban élt, a tobbivel pedig ellenségeskedett. A hajdani birodalom szomszédsidgaban
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Hrasko Andras: FPI tehetséggondozo szakkor 10. évf

talalhato 8 allam elhatéarozta, hogy segitséget nytjt a viszalyokban ténkrement hercegségeknek, méghozza
mindegyik allam 2 egymassal baratkozé hercegségnek nytujt tdmogatast. Meg lehet-e szervezni minden
esetben a segélyezést Ggy, hogy mindegyik hercegség részesiiljon belle?
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Hrasko Andras: FPI tehetséggondozo szakkor 10. évf

FPI tehetséggondozo szakkor 10. évf. XVII. foglalkozas, 2012. februar 2.
Feladatok és megoldasvazlatok

XVI/4. feladat Adott két metsz kor és egy szakasz. Szerkesztend a korok egyik metszéspontjan at

a) az elre adott szakasszal egyenl hosszusaga

b) a lehet leghosszabb

szel (tehat az egyenes két korrel valéo méasodik metszéspontjai kozti részét vizsgaljuk, ahogy az alabbi
abran is lathato).

XVI/4. megoldasi Stlete:

Hasznaljuk fel az elz érai XV1/2. feladat eredményét!

a) Most egy adott haromszogh6z hasonlé olyan haromszoget kell szerkesztentiink, amelynek egyik olala
adott.

b) Most a legnagyobb haromszoget kell szerkeszteniink. Legyenek az A-bol kiindul6 oldalai az atmérk!

XVI/5. feladat Egy kor és egy négyszog ugy helyezkedik el a sikon, mint az alabbi dbran lathato.
Tudjuk, hogy a kor négyszdgon beliili két-két szembenfekv ivének Gsszege egyenl. Bizonyitsuk be, hogy a
négyszog hirnégyszog!

XVI/5. megoldasvazlat

Kossok Gssze a kor kdzéppontjat az oldalak és a kor metszéspontjaival, jeloljiik az egyenl szara héa-
romszogeket és az igy adodo egyenl szbgeket! Az eredeti négyszog egy cstuicsabol kiinduld két oldalédnak a
korig tarto része a két odatarto sugarral négyszoget alkot. Irjuk fel enégyszog szogosszegét mind a négy
négyszognél és szamoljuk ezek Osszegét a szemkozti négyszogeknél! Kapjuk, hogy az eredeti négyszog
szemkoztes szogeinek Gsszege 180°.

XVII/1. feladat

Az O illetve Oy kbzéppontu ky, ko korok az A, B pontokban metszik egymast. Az O1 B egyenes ko-t
még Bs-ben, az O3B egyenes pedig ki-et még Bi-ben metszi. Mutassuk meg, hogy (lasd az alabbi abrat)

a) az O1, Oz, A pontokon at fektetett k korre illeszkedik B; és By is!

b) az AB egyenest és a k kor A-t0l kiilonboz C' metszéspontjara CB = CBy = CBy!

¢) ha a B-n at BjBs-vel parhuzamosan huzott egyenes a ki, ko koroket még a Dy, Dy pontokban
metszi, akkor D1 Dy = ABy + ABs!
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XVII/1. megoldasvazlatok:

a) Ahhoz pld, hogy megmutassuk A, O, Oz és By egy korén van elég megmutatni, hogy az AO; har
keriileti szogei egyenlk, azaz, hogy AB101/4 = AO201 /. Ehhez hasznéljuk ki, hogy AO; B; egyenl szarq,
és azt, hogy 0105 szimmetriatengelye az O1 AO2 B deltoidnak.

b) A CByBZ az. AO1B1CB305 kirben a CO; iv keriileti szoge. Ez a C AO; £ keriileti szoggel egyenl,
ami viszont az 0104 centrélisra valo tiikrozéssel egyenl az O1 BAZ szbggel, ami a BoBC'Z csticsszoge,
igy BC By valoban egyenl szara.

¢) Mutassuk meg, hogy D1 B = AB és D3B = ABs.

XVII/2. feladat
Milyen n-ekre lehetséges, hogy egy n tagu tarsasagban, ahol az ismeretségek kolcsondsek, mindenkinek
pontosan hat ismerse van?

XVII/2. megoldasa

Természetesen n-nek legalabb hétnek kell lennie. Megmutatjuk, hogy mas kikétés nem kell. Legyen
tehdt n > 6 és iiltessiink le egy kerek asztal mellé n olyan embert, akik koziil senki nem ismer senkit.
Ezutan ismertessiink 6ssze mindenkit a harom bal és harom jobb oldali szomszédjaval. Igy egy megfelel
tarsasagot kapunk.

XVII/3. feladat
Egy tiztagt tarsasagrol tudjuk, hogy minden tagja hét masikat ismer. Igazoljuk, hogy a tarsasagbol
barmely harom személynek van kézos ismerse.

XVII/3. megoldasa Mindenki két masikat nem ismer. Akkor harman maximum hatot nem ismernek
Osszesen, magukkal egyiitt az kilenc, marad még egy ember.

XVII/4. feladat

Néhany évvel a Délnyugati Birodalom széthullasa utan a teriiletén létrejott 16 hercegség mindegyike
3 maésikkal barétsagban élt, a t&bbivel pedig ellenségeskedett. A hajdani birodalom szomszédsigaban
talalhato 8 allam elhatéarozta, hogy segitséget nytjt a viszalyokban ténkrement hercegségeknek, méghozza
mindegyik allam 2 egyméssal baratkozo hercegségnek nytujt tdmogatast. Meg lehet-e szervezni minden
esetben a segélyezést Ggy, hogy mindegyik hercegség részesiiljon belle?

XVII/4. megoldasa Ellenpélda: A csucs szomszédai: B, C, D. Tekintsiik még a B1ByB3By
C1C5C5Cy, D1 Dy D3 Dy majdnem teljes négyszigeket, amelyekben tehat egy kovatelévelmind a hat él be
van hazva, Ez az egy kivétel a By By, a C1C5 illetve a D1 Dy él, mert ez a hat cstcs ehelyett még B-vel,
C-vel illetve D-vel van 6sszekotve.
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Hrasko Andras: FPI tehetséggondozo szakkor 10. évf

FPI tehetséggondozo6 szakkor 10. évf. XVIII. foglalkozas, 2012. februar 8.

XVII/3. feladat
Egy tiztagt tarsasigrol tudjuk, hogy minden tagja hét masikat ismer. Igazoljuk, hogy a tarsasagbol
barmely harom személynek van kozds ismerse.

XVII/4. feladat

Néhany évvel a Délnyugati Birodalom széthullasa utan a teriiletén létrejott 16 hercegség mindegyike
3 maésikkal barétsagban élt, a t&bbivel pedig ellenségeskedett. A hajdani birodalom szomszédsigaban
talalhato 8 allam elhatéarozta, hogy segitséget nytjt a viszalyokban ténkrement hercegségeknek, méghozza
mindegyik dllam 2 egymassal baratkozé hercegségnek nyujt tamogatast. Meg lehet-e szervezni minden
esetben a segélyezést Ggy, hogy mindegyik hercegség részesiiljon belle?

XVIII/1. feladat (Arany Ddniel verseny, Haladdk, 2004/05, II. kat., 2. ford.)

Kincskeres mszeriink hatésugara d méter. (A mszer d sugart kornyezetében lév kincs jelenlétét jelzi
ki.) A kincs egy ABC haromszog belsejében lehet. A haromszog oldalai AB = 30 m, BC = 40 m,
CA =50 m. Csak a haromszog hataran mozoghatunk.

Legalabb mekkora d esetén lehetiink biztosak abban, hogy észleljiik a kincs jelenlétét, barhol is van
elasva?

XVIII/2. feladat Adott harom pont a sikon, melyek nincsenek egy egyenesen. Szeretnénk ugy
koroket irni az adott pontok, mint kézéppontok kéré, hogy semelyik két kornek se legyen kozos bels
pontja (tehat a korvonalak ne legyenek metszk és egyik korlap se tartalmazza a belsejében valamelyik
magsik kort) és a korok keriiletének Osszege legyen maximalis.

XVIIL/3. feladat (Arany Ddniel verseny, Haladdk, 2005/06, II. kat., 2. ford.)
Hatarozza meg az a, b, ¢ egészek értékét ugy, hogy a kovetkez egyenlség minden valds x-re teljesiiljon:

(z—a) (x—10)+1=(z+b)  (z+0¢).

XVIII/4. feladat (Arany Ddniel verseny, Haladdk, 2005/06, II. kat., 2. ford.)

A t teriilet, m magassagun ABCD hurtrapéz alapjai AB és CD, az atlok metszéspontja M, a trapéz
koriilirt korének koézéppontja O. A BC oldal felezpontja E, az AD oldalé pedig F. Bizonyitsuk be, hogy
ha t = m?2, akkor az OEM F négyszdg rombusz.
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FPI tehetséggondozo6 szakkor 10. évf. XVIII. foglalkozas, 2012. februar 8.

Feladatok és megoldasvazlatok

XVII/3. feladat

Egy tiztaga tarsasagrol tudjuk, hogy minden tagja hét masikat ismer. Igazoljuk, hogy a tarsasagbol
barmely harom személynek van kozds ismerse.

XVII/3. megoldasa Mindenki két masikat nem ismer. Akkor harman maximum hatot nem ismernek
Osszesen, magukkal egyiitt az kilenc, marad még egy ember.

XVII/4. feladat

Néhany évvel a Délnyugati Birodalom széthullasa utan a teriiletén létrejott 16 hercegség mindegyike
3 maésikkal barétsagban élt, a t&bbivel pedig ellenségeskedett. A hajdani birodalom szomszédsigaban
talalhato 8 allam elhatéarozta, hogy segitséget nytjt a viszalyokban ténkrement hercegségeknek, méghozza
mindegyik allam 2 egymassal baratkozé hercegségnek nytujt tdmogatast. Meg lehet-e szervezni minden
esetben a segélyezést Ggy, hogy mindegyik hercegség részesiiljon belle?

XVII/4. megoldasa Ellenpélda: A csucs szomszédai: B, C, D. Tekintsiik még a B1ByB3By
C1C5C5Cy, D1 Dy D3 D4 majdnem teljes négyszogeket, amelyekben tehat egy kovatelévelmind a hat él be
van hazva, Ez az egy kivétel a By By, a C1C5 illetve a D1 Dy él, mert ez a hat cstcs ehelyett még B-vel,
C-vel illetve D-vel van Gsszekotve.

XVIII/1. feladat (Arany Ddniel verseny, Haladdk, 2004/05, II. kat., 2. ford.)

Kincskeres mszeriink hatosugara d méter. (A mszer d sugart kornyezetében lév kincs jelenlétét jelzi
ki.) A kincs egy ABC haromszog belsejében lehet. A haromszog oldalai AB = 30 m, BC = 40 m,
CA =50 m. Csak a haromszog hataran mozoghatunk.

Legalabb mekkora d esetén lehetiink biztosak abban, hogy észleljiik a kincs jelenlétét, barhol is van
elasva?

XVIII/1. megoldasa Ha d a beirt kor sugara, azaz 10 m.

XVIII/2. feladat Adott harom pont a sikon, melyek nincsenek egy egyenesen. Szeretnénk ugy
koroket irni az adott pontok, mint kézéppontok kéré, hogy semelyik két kornek se legyen kozos bels
pontja (tehat a korvonalak ne legyenek metszk és egyik korlap se tartalmazza a belsejében valamelyik
masik kort) és a korok keriiletének Osszege legyen maximalis.

XVIII/2. megoldisa A korok sugaranak Osszegét maximalizaljuk. Ez nyilvan legfeljebb akkora,
mint az adott haromszog félkeriilete. A félkeriilet elérhet (egyféleképpen), ha a beirt kor érintési pontjaig
megy mindeniitt a kor.

XVIII/3. feladat (Arany Ddniel verseny, Haladdk, 2005/06, II. kat., 2. ford.)
Hatarozza meg az a, b, c egészek értékét ugy, hogy a kivetkez egyenlség minden valds z-re teljesiiljon:

(x—a) - (x—10)+1=(x+Db)  (x+c).

XVIII/3. megoldasa Az egyiitthatoknak is egyeznie kell:
10a + 1 = be; gquad — (104 a) = b+ c.
Az utobbi (—10)-szerese:
—10(b+¢) =100 + 10a = 99 + (10a + 1) = 99 + bc.

Innen
bc+10(b+ ¢) + 100 =1,

AZazZ
(b+10) - (c+10) = 1.

A megoldasok:
bl = C1 = —97 a1 = 8; bl = C = —11, a; = 12.
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XVIIL/4. feladat (Arany Ddniel verseny, Haladdk, 2005/06, II. kat., 2. ford.)

A t teriilet, m magassagti ABCD hurtrapéz alapjai AB és CD, az atlok metszéspontja M, a trapéz
koriilirt kérének kozéppontja O. A BC oldal felezpontja F, az AD oldalé pedig F. Bizonyitsuk be, hogy
ha t = m?, akkor az OEM F négyszog rombusz.

XVIII/4. megoldasa Jeldlje az alapok felezpontjait Fap illetve Fop. Az EF kozépvonal hossza
is m, igy az FapEFcop hiaromszog egyenl szaru és deréksziig. Az ECFop hiromszoget E koriil 90°-kal
elforgatva kapjuk az EOF4p haromsziget.

Tiikrozziik most az ECFop haromszoget az EFcp egyenesre! Mivel EFcpFaps = 45°, igy C a
tiikrozésnél az FopFap egyenes egy C' pontjaba képzdik. Mivel BE = EC = EC’, igy BEC’ egyenl
szari, C'BE/ = CEFcpZ. A BC' egyenes parhuzamos a DC B haromszog FeopE kozépvonalaval, igy
C' € BD azaz C' = M.
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FPI tehetséggondozé szakkor 10. évf. XXV, foglalkozas, 2012, aprilis 11.

1. A fenti egy 3 x 3-as ,racs" lathato. Kis négyzetekbl all. Rakjuk Gssze
a) nyolc darab harom

b) négy darab hat

c¢) hat darab négy

d) harom darab nyolc hossziisagi cérnabol!

A cérnat elvagni nem szabad.

2. Adjuk meg az (v — 5)* + (z — 5)* = 97 egyenlet 6ssze valés megoldasat!

3.a) Bizonyitsuk be, hogy ha egy 6 csticst egyszer grafban nincs teljes harmas, akkor annak legfeljebb
9 éle van.

3.b) Bizonyitsuk be, hogy ha egy 7 csucsu egyszer grafnak 15 vagy anndl t6bb éle van, akkor van
benne teljes harmas.

3.c¢) Bizonyitsuk be, hogy ha egy 8 csiicsu egyszer grafban nincs teljes négyes, akkor annak legfeljebb
21 éle van.

3.d) Van egy zsebradionk, ami két elemmel mkodik. A fickunkban van 8 elem, amibl 4 j6 allapotban
van, 4 pedig kifogyott. Azonban az elemek Gsszekeveredtek, nem tudjuk melyik jo, és melyik hasznalt.
Csak a kovetkezket tehetjiik: egy kisérlettel 2 elemet beletehetiink a rddioba. Addig prébalkozunk, amig
meg nem szolal a radié. A kérdés az, hogy ha okosak vagyunk, hany kisérlettel szolal meg a radioé biztosan?

4. Igaz-e, hogy ha adott négy pont a sikon, amelyek koziil semelyik harom sincs egy egvenesen, akkor
mindig kivélaszthato koziililkk harom, amelyek alkott a haromszég nem hegyesszog?

5.a) Igaz-e, hogy ha kiszinezziik a sik pontjait két szinnel, akkor mindig van két olyan azonos szin
pont, amelyek tavolsaga 1 cm?

5.b) Igaz-e, hogy ha kiszinezziik a sik pontjait két szinnel, akkor mindig van harom olyan azonos szin
pont, amelyek egy 1 cm oldali szabalyos haromszéget alkotnak?

6.) Az ABC haromszog AB, BC oldalaira, mint atfogokra, kifelé allitottuk az ABP, BC(Q egyenl
szart derékszog haromszogeket. Hatarozzuk meg a PKQ/ sz0g nagysagat, ahol K az AC szakasz felez-
pontja!

7.) A Bergengoc Kozlekedési Minisztérium takaréskoskodik. A lehet legkevesebb ingajarattal szeretné
megoldani, hogy 10 legnagyobb varosabél a 10 kéziil barmelyik masikba el lehessen jutni, ha sziikséges
atszéallasokkal. Adjuk meg az ingajaratok minimaélis szamat! (Ingajarat: két varos kozti Gsszekottetés)
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Hrasko Andras: FPI tehetséggondozo szakkor 10. évf

FPI tehetséggondozé szakkor 10. évf. XXVII. foglalkozas, 2012. aprilis 25.

Az el6z6 szakkorrdl maradt:

4. Igaz-e, hogy ha adott négy pont a sikon, amelyek koziil semelyik harom sincs egy egyenesen, akkor
mindig kivilaszthaté koziiliik harom, amelyek alkott a haromszdg nem hegyesszog?

6.) Az ABC haromszég AB, BC oldalaira, mint atfogokra, kifelé allitottuk az ABP, BCQ egyenld
szari derékszog haromszogeket. Hatarozzuk meg a PKQZ sz0g nagysigat, ahol K az AC szakasz fe-
lez6pontjal

7.) A Bergengoc Kozlekedési Minisztérium takaréskoskodik. A lehetd legkevesebb ingajarattal szeret-
né megoldani, hogy 10 legnagyobb varosabél a 10 koziil barmelyik masikba el lehessen jutni, ha sziikséges
atszéllasokkal. Adjuk meg az ingajaratok minimalis szamat! (Ingajarat: két varos kozti Gsszekottetés)

5.c) Igaz-e, hogy ha kiszinezziik a sik pontjait hdrom szinnel, akkor mindig van két olyan azonos szin
pont, amelyek tavolsiga 1 cm?

5.d) Szinezziik ki a sik pontjait véges sok szinnel gy, hogy ne legyen olyan két azonos szin pont,
amelyek tavolsdga 1 cm!

Uj feladatok

Pascal01

Hatarozzuk meg a Pascal haromszog n-edik sordban 4llo szamok Gsszegét!

Most tekintsiik a Pascal haromszog n-edik soraban all6 (n+ 1) szamot és szorozzuk meg azokat rendre
az

a)l,—-1,1, -1, ..., +1;

b) 1,2,22 ..., 2"

c)0,1,2, ..., m

szamokkal. Hatarozzuk meg az igy kapott szidmok Osszegét, azaz irjuk fel az erdményt n fliggvényeként!

Pascal02 A Pascal haromszog mely sordban allnak a két széls6 1-esen kiviil mindeniitt paros szamok?

Ramsey01

Néhany tudos levelezik egymassal, mindegyik mindegyiknek ir. Osszesen csak két nyelvet hasznal-
nak. Barmelyik két tudos egymas kozt ugyanazon a nyelven ir a méasiknak amelyiken az ir neki. Hany
tudods esetén lehetiink biztosak benne, hogy van kéztiik harom, aki egymast kézt ugyanazon a nyelven
leveleznek?
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