Olimpiai szakkdr, Dobos Sandor 2002/2003 8. foglalkozas

1. (Casey tétel.) A kkor kertletén vannak az A, B, C, D pontok ilyen sorrendben. A k kort
amegadott pontokban belllrél érinti egy-egy mésik kor. Meghlzzuk az A-ban és B-ben
érinté korok kozos kilso érintojét, az érintési pontok kozti téavolsagot jeldlje d(AB).
Hasonldan definiajuk atébbi korparrais.

Igazoljuk, hogy ekkor d(AB)d(CD)+d(AD)d(BC)=d(AC)d(BD).

M egj egyzés:

(& A legutébbi szakkor hézi feladata ezzel atétellel kicsit egyszeriibb. (Feladatok a
nagyvilagbdl 58.oldal 10. feladat.)

(b) A tétel igaz akkor is, haakorok kdzil valamelyiknek 0 asugara, pl az emlitett
feladatban r, kbnnyen szamithat6, ha a haromszdg cslicsait pontkéroknek tekintjik és
anegyedik kor az r, sugaru lesz.

(c) A tétel akkor isigaz, haakordok mind kivilrél érintenek. Amennyiben vannak
bellrdl és kivalrol érinté korok is, akkor két azonos irdnybdl érinté kor esetén nem
vatozik semmi. Egy belllrél, egy Kivilrol érinté korpart véve akozos belsé érintén
kell tekinteni az érintési pontok kozti tévol ségot.

2. Prim-e (a) 4400"°+1; (b) 3% +58°+1; (c) 1001*+4' ?

3. Adott asikon 2n+1 kil6nbdzé egyenes, semely ketté nem merdleges. Legfeljebb hany
hegyesszogii |ehet az egyenesek dtal meghatarozott hdromszogek koz6tt? (Gillis-Turén
1999/2)

4. Mutassuk meg, hogy haa, b, ¢, d olyan pozitiv egészek, amelyekre
a’+ b?+ ab=c’+d?+ cd
teljesil, akkor at+b+c+d Osszetett szam.

5. Haté&rozzuk meg azokat azf: Q ® Q fliggvényeket, amelyekre teljesll, hogy barmely két
raciondlis x, y szamra f(x + y) = f(x) xf(y) - f(x xy) + 1. (GillisTurdn 1999/3.)

6. Mutassuk meg, hogy haa, b, ¢, d olyan pozitiv egészek, amelyekre ab = cd teljestil, akkor
at+b+ct+d ésa’+b*+c+d? is dsszetett szam.

7. (HF) Az ABC h&romszdg magassagpontja M, korulirt kérének kdzéppontja O, sugara R.
TUkrozzik a haromszdg cstcsait a szemkozti oldalegyenesekre; legyenek atikorképek X,
Y, Z, éstegyik fel, hogy ezek egy egyenesen vannak. Mutassuk meg, hogy OM=2R.



