Olimpiai szakkoér, Dobos Sandor 2012/2013

2012. szeptember 14.

Ezen a szakkoron el 6szor megbeszéltik az idei olimpia két geometria feladatét. Ezt kovetéen
az 1-4 példékat megoldottuk, az 5-7 maradt hazi feladatnak. A kovetkezé alkalmat Pelikan
Jozsef tanér Ur tartja szeptember 21-én. Erre el6re elkuldott egy példét hazinak, melynek
megol désa beadhatd névvel, iskolaval emilcimmel a pénteki szakkor kezdetén.

IMO 2012.1. Az ABC haromszdg A csticcsal szemkoézti hozzéirt kdrének kdzéppontja J. Ez a
hozZzéirt kér aBC oldalt az M pontban, az AB és AC egyeneseket pedig aK ill. L pontban
érinti. Az LM és BJ egyenesek metszéspontja F, a KM és CJ egyenesek metszéspontja pedig
G. Legyen Saz AF és BC egyenesek metszéspontja, T pedig az AG és BC egyenesek
metszéspontja. Bizonyitsuk be, hogy M az ST szakasz fel ezépontja

IMO 2012.5 Legyen az ABC hdromszdgben C-nél derékszog és legyen D a C-bdl indul o
magassagvonal talppontja. Legyen a X a CD szakasz belsb pontja. Legyen K az AX
szakasznak az a pontja, amire BK=BC. Hasonléan legyen L a BX szakasznak az a pontja,
amire AL=AC. Legyen M az AL és BK egyenesek metszéspontja. Bizonyitsuk be, hogy
MK=ML.

1. Egy h&romszog két kisebb oldala a és b. Tudjuk, hogy t=raro. Mekkora a haromszdg
legnagyobb sz6ge?

2. Az ABC haromszog AB oldaldhoz hozzairt kor AB-t a C' pontban érinti. Az A-bdl indulé
magassagvonal felezépontja X. Igazoljuk, hogy XC' ahalad a beirt kor kozéppontjan.

3. Egy nem szabalyos haromszog koréirt kdrének kdzéppontja O, az ol dal egyeneseket érintd
korok kdzéppontjai: A1, A2, Az, As. Bizonyitsuk be, hogy az A, Aj, A« pontok OA,, egyenestdl
meért eléjeles tévplsagainak az Gsszege nullava egyenld; (ij,kn az 1,2,34 szamok
tetszéleges permutéciOjét jelentik. Két pontnak egy egyenestél mért tavol sdga akkor azonos
el6jelii, haaz egyenesnek ugyanazon az oldalan vannak.)

4. Adottak a ki, ko kozos pont nélklli korok. Hatvanyvonaluk egy P pontjabdl a kérokhoz
huzott érintok az el s6 kort A-ban és B-ben, améasodikat C-ben és D-ben érintik. Bizonyitsuk
be, hogy az ABCD konvex négyszog étléinak metszéspontja minden megengedett P pont
esetében ugyanaz.

5. Az ABC haromszog AB oldalét kivilrdl érint6é hozzéirt kor AB-t a P pontban, AC egyenesét
a Q pontban érinti; a BC oldalt kivilrél érint6 kor pedig AC egyenesét az U pontban, AB
egyenesét az X pontban érinti.

Bizonyitsuk be, hogy a PQ és az UX egyenesek metszéspontja egyenl 6 tavol van az AB és
a BC egyenesektol.

6. Legyen az ABC hdromsztg BC oldaldhoz irt korének BC-n lévé érintési pontja G. Igazold,
hogy az AG-re G-ben dlitott merélegesnek aB ill. C cstcsnal lévé kilsé szogfelezo kozti
szakaszét G felezi!

7. Tegyuk fel, hogy az ABC haromszdg AB oldaldn a P és Q pontok gy helyezkednek el,
hogy az APC és QBC haromszogek beirt kore egyenld sugaru. Bizonyitsuk be, hogy ekkor
az AQC és PBC haromszogek beirt kore is egyenld sugar.

Jové hétre hézi feladat:

Hatarozzuk meg az 6sszes olyan (X,y), egész szamokbdl all6 szampart, amire teljestl:
X2+12=y*
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2012. szeptember 21.
Ezt a szakkort Pelikan Jozsef tandr Ur tartotta

2012. oktober 12.

1.

2.

10.

11.

12.

Fedhet6-e a sakktébla 15 fekvd és 17 aldé domindval ?

Egy n" n-establa egy sarkét levagtak, a maradék fedheté uannyi fekvo és allo domindval.
Mi lehet n?

Egy 10" 10" 10-es doboz kitdlthet6-e 1” 1” 4-es téglatestekkel ?

Legyen n poz. egész. 1" n-es téglalapokbol kirakunk egy a” b méretiit. Biz. n osztja a-t,
vagy b-t.

Egy 6 6-ostéblat 1” 2-es domindkkal fedtek. Biz. van olyan osztévonal, amely nem vég
ketté dominat.

Egy n" n-establanégy sarkét levagjuk. Mely n-re fedhet6 a maradék L alaku
tetraminokkal ?

Egy 23" 23-astéblat 1" 1-es, 2" 2-es és 3" 3-as négyzetekkel fediink. Legalabb hany 1° 1-
eskel?

Egy nagy téglalapot kisebb téglalapokra vagtunk, melyeknek legal &bb egyik oldala egész
hosszUis&gu. Biz. anagy téglalap legaldbb egyik oldala egész hosszu.

Egy 5 7-establafedhetsé-e L alakokkal (egy 2 2-esbdl elhagyok egy mezét) ugy, hogy
minden mez6t ugyanannyi rétegben fediink? A L alakok nem |6ghatnak |e a tébléardl.

Egy 8" 8-as sakktébla mez6in lépegetiink, mindig ol dal szomszédosakra és minden mezo6t
egyszer érintve visszajutunk akiindulé mezére. Lehet-e, hogy mindkét iranyban 32 |épést
tetttink?

Mely n” m-es téglalapok fedheték horgokkal ? (Horog azon egységnégyzetek egyitt,
amelyek bal aso sarka: (0;0) (0;1) (0;2) (1;2) (2,2) (2;1)

Az ABC hdromszdg AB oldalanak hosszat ismerj ik tovabbéa adott a C pont és az AB
felezépontjanak helye. Hol lehet az ABC magassagpontja?

2012. oktober 26.
Ezt a szakkort Pelikan Jozsef tandr Ur tartotta
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2012. november 9.

1.

10.

A sik pontjait (a) 2; (b) 2012 szinnel szineztik. Biz lesz téglalap, melynek cslcsai
ugyanolyan sziniiek. (Téglalap helyett négyzettel afeladat sokkal nehezebb.)

A tér pontjai pirosak, vagy kékek. Biz vagy van egységnégyzet 3 piros csticcsal, vagy 4
kékkel.

(&) A sik pontjai pirosak, vagy kekek. (b) A tér pontjai 3 szintiek. Biz valamelyik szinbdl
létezik két pont tetszoleges tavol ségra.

Tekintjik az ABCDA’'B’'C’'D’ kocka élvézat, az XX’ felezépontja X”, AB’ felezépontja
E, CD’ felezépontjaF. Tovébbi élek: A”E, EB, EB’,B"C”, C'F, FD, FD’, D"A”. Van-e
minden ponton at Gt?

(@ A sik pontjai 3 sziniiek. Biz van két azonos szinii pont 1 téavolsagra. (b) Tetszéleges
szinezés esetén van olyan szin, hogy az ilyen szinii pontparok kozti tavol sagok kozt
minden pozitiv val0s szam el éfordul.

Biz han legaldbob 5, akkor n sikbeli pont kiszinezhet6 két szinnel Ggy, hogy ne legyen
olyan egyenes, melynek egyik oldalan vannak akékek, mésikon apirosak. 5 helyett
irhatunk kisebb szamot is?

(a) Egységnégyzetek oldalait 4 szinnel szinezzilk, majd dsszeragaszthatjuk az azonos
szinii élek mentén. Mely k és m-re készitheté K m-es téglalap, melynek négy oldala
kil6nboz6 szint? (b) uez kockaval, hat szinnel és téglatesttel.

(@ A sik; (b) agombfelllet pontjai két sziniiek. Biz van szabal yos hdromszog
ugyanolyan szinii cstcsokkal.

Piroska és KA man felvaltva szinezik a sik pontjait. Piroska egy pontot szinez pirosra,
Kéman 100-at kékre. Létrehozhat-e Piroska piros csticsli szabd yos haromszoget, ha
Kaman ezt nem szeretné?

Egy egyszerti n pontU teljes graf éleit pirosravagy kékre szinezzik. Igazoljuk, hogy a

gréf legaldbb w egyszinii haromszoget tartalmaz.

2012. november 23.
Ezt a szakkort Pelikan Jozsef tanar Ur tartotta
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2012. december 7.

1. Robinson kiliszott a partra és ott talat egy cédulat, melyen ez dlt: ,, A kdkuszpa matdl
Iépkedj el asziklaoszlopig, szamold a |épéseket, ott fordulj balra derékszdgben és 1€pj
ugyanannyit. Ez a pont legyen X. Menj vissza a kokuszpamahoz és |épked] el aforrasig,
Ujraszamold alépéseket, fordulj jobbra derékszdgben és1épj ugyanennyit. Ez a pont
legyenY. X ésY kozt félaton astuk € akincset.” Sajnos akdkuszpdmat kidonthette a
vihar, a szikla és a forras megvan. Segits Robinsonnak megtaldlni a kincset.

2. Egy négyszog oldalairakifele négyzeteket rajzoltunk. Biz a szemkoztiek kdzéppontjait
Osszek6té szakaszok egyenlé hosszliak és merélegesek.

3. Atérnégy pontjaA, B, C ésD. Haatér minden X pontjara AX?>+CX?=BX?+DX?, akkor
ABCD .....

4. Az ABC haromszog oldalaira kifele rgjzoljuk akovetkezo téglalapokat: ABB1A2,
BCCi1B., CAAIC,. Bizonyitsuk, hogy az AiAz, B1B, C1C> felezomerdlegesel egy ponton
mennek at.

5. Biz. az ABC szab.D koréirt korének tetsz. P pontjaraa PA"+PB"+PC" mindig uannyi, ha
n=2, vagy 4.

6. (Euler tétele) Az ABCD négyszog kozépvonaai MN és PQ, akkor
AC?+BD?=2MN?+2PQ?.

7. Bizatértetsz. A, B, C ésD pontjéra (a) AB>+BC2+CA%E3(DA>+DB*+DC?); (b) AB és CD
akkor és csak akkor merslegesek, ha AC?*+BD?=AD?*+BC?2.

8. Az ABCD hurnégyszdg oldalfelezépontjaibol merdlegeseket allitunk a szemkozti
oldalakra. Biz egy ponton mennek & ezek avonalak.

9. Az ABCD konvex négyszdg étl6inak metszéspontja P, AB=AC=BD. Az ABP D koré és
beirt korének kdzepe O ésl. Biz, haO és| kilonbozéek, akkor Ol és CD merélegesek.

10. Az ABCD hurnégyszog koréirt kor kdzepe O. Az AB és CD egyenesek metszéspontja M.
Az ACM és BDM h&romszdgek koréirt kdreinek kdzos pontjai M és N. Biz MNOD=90°.

2013 januar 11.
0. OKTV lII. kategoria masodik fordul 6 2-3-4-es feladatok.

1. Legyen n adott poz. egész. Mutassuk meg, hogy az x?+y?=n+z> egyenletnek végtelen sok
egész megoldasa van.

2. lgazoljuk, hogy egyiknek sincs egész megoldasa a) 4x3-7y3=2003; b) x3+y*=7.

3. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan egész van, amely felirhatd két kob
kuldnbségeként, de nem irhato fel két kb Gsszegekeént.

4. lgazoljuk, hogy 1/n+1/(n+1)+...+1/(n+k) nem lehet egész.
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5. 1+1/2+1/3+...+1/(p-1)=a/b. p prim. Mutassuk meg, hogy pla. Igaz-e, hogy ha p>5, akkor

p%a?

2013. januar 25.

1

2.

1998
Létezik-e olyan N egész szam, amire (11997 - +1996)  =+/N - VN~ 1 teljesiil?

Hatérozzuk meg azokat az a val s szamokat, amelyekre teljesil az, hogy minden n

1
<

pozitiv egészhez |étezik olyan m egész szam, hogy n
n

m
a- —
n

Az ABC hegyesszdgi hdromszog koréirt korének kdzéppontja O, a csicsokhoz tartozo
amérék a szemkozti oldalakat rendre az A', B', C' pontokban metszik. Mekkorak |ehetnek
a hdromszog oldalai, ha koréirt korének sugara 2p (p primszam), és tudjuk, hogy az OA',
OB', OC' szakaszok hossza egész szam?

Mennyi az a, b, ¢ betiikbdl készitett olyan, 1997 hosszU sorozatok szdma, amelyekben az
a,b,c betiik mindegyike pératlan sokszor fordul €6?

Az ABC haromszog oldalaira kivilre rajzolt négyzetek legyenek ABB:1A', ACC1A", és
BCDE, a BCDE négyzet kdzéppontja legyen P. Bizonyitsuk be, hogy az A'C, A"B és PA
egyenesek egy ponton mennek at.

Felbonthat6-e egy zart korlemez két, kozos pont nélkili, egybevago rész egyesitésére?
Legyen k tetszéleges egész szam. |gazoljuk, hogy végtelen sok olyan m pozitiv egész

szédm van, amihez taldhatdk e, e, ..., em szamok Ugy, hogy k=e11?+e2%+...+en? és
minden e 1 vagy -1.

2013. februér 22.

1.

2.

Egy jatékos a kovetkezo jatékot jatssza ismételten feldob egy szabdyos péenzéermét és
tippel arra, hogy melyik oldalédra esik. Ha eltaldlja, egy pontot kap, ha nem, elveszti az
addig esetleg megszerzett pontjat. O ponttal kezd és akkor fejezdik be ajéték, amikor 2
pontja lett.

a, Mi annak a pn val0szintisége, hogy ajaék pontosan n pénzfeldobés utén ér véget?

b, Mi avarhat6 értéke ("atlaga") ajaték befejezédéséig végrehajtott dobasok szamanak?

Az ABC hegyesszogii haromszog koréirt korének kézéppontja O, sugara R. Az OBC,
OCA, OAB h&romszogek beirt kéreinek sugarai r1, rz, rs. Bizonyitsuk be, hogy

£+l+i3i(4\/§+6)_
r r r, R
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3. Legyenek a b, ¢, n, k pozitiv egészek. Legyen f(x)=ax?+bx+c. Bizonyitsuk be, hogy
taldhaté n egymaés utani pozitiv egész szam: &, &, ..., & Ugy, hogy az f(a), f(a), ..., f(an)
szamok mindegyikének legaldbb k kilénbdzé primszamosztdja van.

4. (EGMOvadogaté 1.) Az EF &mérdji k kort az e egyenes az E pontban érinti. Tekintsik
az e egyenes 0sszes olyan A, B pontpérjat, melyre az AB szakasz az E pontot tartalmazza
és AE>EB egy rogzitett allandd. Egy ilyen A, B péar esetén legyen A’ ésB’ ak kor
metszéspontja az AF és BF szakaszokkal. Bizonyitsuk be, hogy az A’B’ hirok egy
ponton mennek &.

5. (EGMO valogat6 2.) Egy H kilénboz6 egész szamokbdl @16 halmazban egyik szamnak
sincs 30-nd nagyobb primosztéja.
(a) lgazoljuk, hogy ha |H|=2013, akkor Iehetséges, hogy nincs harom olyan szam koztik,
amelyek szorzata kbbszam.
(b) Igazoljuk, hogy ha |[H[=80000, akkor biztosan van kdztik hdrom, melyek szorzata
kobszam.

2013. marcius 8.
Ezen a szakkoron megbeszéltik all. kategoria OKTV dontés feladatait, alll. kategoria
feladatai kozll pedig az 1. és 2. feladatokat.

2013. marcius 22.

1. Az ABC haromszdg egyik sztge 120° -0s. Bizonyitsa be, hogy abelso
szogfelez6knek a szemben levé oldalakkal vald metszéspontjai derékszogii hdromszoget
hatéroznak meg!

2. (EGMO véogat6 3.) Hatarozzuk meg az 0sszes pozitiv egész megol dasét:
éki:L a k =5n- 4.

i=1 0N i=1

3. (EGMO véogat6 4.) Egy varoshan harom iskolavan A, B és C, melyek mindegyikébe
legaldbb egy didk jér. Barhogyan vaasztunk hdrom diakot, egyet A-bdl, egyet B-bol, egyet
C-bél, van kozottik ketto, akik ismerik egymast és van kozottuk ketto, akik nem ismerik
egymast. Biz az alabbiakbdl legaldbb egy teljesil: (i) $olyan didk A-ban, aki " diakot
ismer B-ben. (ii) $ olyan didk B-ben, aki " didkot ismer C-ben. (iii) $ olyan didk C-ben,
ki " diakot ismer A-ban.

4. Hatarozzuk meg az 6sszes olyan x,y pozitiv egész szadmokat, amelyekre 5 -3'=16.

5. Az ABCDEF konvex hatszog oldalaira kifelé szabdyos hédromszdgeket szerkesztiink.
Bizonyitsuk be, hogy ezek harmadik cslicsai akkor és csak akkor lesznek egy szabayos
hatsz6g cslicsal, ha az eredeti hatszog affin szabdyos. (Egy hatszog affin szabalyos, ha
kdzéppontosan szimmetrikus és szemkozti oldalai parhuzamosak a maradék két cstics atal
meghatarozott atloval.)
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6. Legyen n pozitiv egész szam. Tekintsik n 6sszes particidinak P halmazét. (n particigjaaatt
értjuk n egy felbontédsét pozitiv egész szamok Osszegére;, két felbontast nem tekintlink
kilénbbdzének, ha csak az dsszeadanddk sorrenjében kildnbdznek.) Haa n egy particidja,
akkor jeldljuk au(a), a(a), ...., an(a)-va az a-ban eléfordul6 1, 2, ..., n 6sszeadandok szamét.
Bizonyitsuk be, hogy

o 1

A T s (2)52 s, () x...on™ @ s (a)
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