Minikurzus 2024. szeptember 24-25.

Gyongyszemek, szamelmélet feladatok OKTV-rol és mas versenyekrol

1. OKTV 2005.1.5. Jelolje f(n) azoknak az n jegyQ pozitiv egészeknek a szamat, ame-
lyekre igaz, hogy az n szamjegyei kozt eléfordul az 1-es és a 2-es szamjegy is. Bizonyitsuk
be, hogy f(n) nem lehet négyzetszam, ha n > 2.

2. OKTV 2005.2.4. Az a, b, ¢ és d egészek olyanok, hogy az ac, bc+ ad, bd mindegyike
oszthatd az n egésszel.

Bizonyitsuk be, hogy ekkor a bc+ ad 6sszeg tagjai kiilon-kiilon is oszthatok n-nel, azaz
n|bc és njad.

3. OKTYV 2006.1.1. Melyek azok a pozitiv egészek, amelyeknek pontosan négy pozitiv
osztéjuk van és ezek Osszege 847

4. OKTYV 2006.2.1. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi 6sszeggel megadott N szdm nem
prim:

2006
N = ( > n") +2006%°7 azaz N = 1'+22+3%+ ... 4 20052% + 20062°% + 20062007
n=1

5. OKTV 2007.1.3. Hatarozzuk meg, mely a és b egész szamokra igaz:

b a—4

=1.
a—1+b+1

6. OKTYV. 2009.1.3. Melyik az a legnagyobb csupa kiilonb6zo szamjegyet tartal-
mazé pozitiv egész szam, amelynek a szamjegyeit tetszoleges sorrendben véve mindig
primszamot kapunk?

7. OKTYV 2009.2.2. Bizonyitsuk be, hogy 55 darab egymast koveto egész szam
négyzetének osszege nem lehet négyzetszam.

8. OKTYV 2010.1.2. Keressiik meg mindazon pozitiv egész a és b szamokat, amelyekre
az alabbi négy allitas koziil harom igaz, egy pedig hamis:
i) a+1 oszthat6 b-vel; ii) a = 2b + 5; iii) a+b oszthaté 3-mal; iv) a+7b primszam.

9. OKTYV 2010.2.3. Keressiik meg a 2011-nél nagyobb egészek kozt a legkisebb olyan
S szamot, amelyet elosztva a 3, 4, 5, 6, 7 és 8 szamokkal, maradékul kétszer kapjuk az 1,
2, 3 szdmok mindegyikét.

10. OKTV. 2011.1.3. Egy szabalyos dobdkockat egymas utan haromszor feldobunk.
Mennyi a valdészintisége, hogy a harom dobott szam szorzata 10-zel oszthato?



11. OKTV.2011.2.1. A pozitiv egész n szam oszt6it nagysag szerint novekedve felirtuk,
az elsé volt az 1. A sorrendben a hatodik lett a 35. Keressiik meg azt a legkisebb n értéket,
amire ezek teljestilnek.

12. OKTV.2012.2.1. Bizonyitsuk be, ha egy pozitiv egész szdm els6 és utolso jegyének
kiilonbsége 5, akkor e szam és jegyeinek forditott sorrendjével felirt szam kiilonbsége
oszthato 45-tel.

13. OKTV 2013.1.1. Melyek azok a pozitiv p és ¢ primek, amelyekre a
p+qe, p+d& p+q’, p+dq
szamok mindegyike prim?

14. OKTYV 2013.1.3. Hény olyan otjegy tizes szamrendszerbeli pozitiv egész szam
van, melyben a jegyek szorzata 50-re végzodik?

15. OKTV 2013.2.1. Maximum hény egész szamot valaszthatunk ki a
J={n|l <n<121;n € Z}

halmazbdl tgy, hogy koziiliikk barmely ketto relativ prim legyen, ha egyikiik sem lehet
prim?

16. OKTYV 2014.2.4. Hatérozzuk meg, mely pozitiv egész a, b, ¢ szamokra teljesiil az
alabbi egyenlet:
al! - bl = al + bl + ¢!

17. OKTV 2015.1.3. A pozitiv egész szamok korében négy egymast koveto paratlan
szam négyzetének az oOsszegét vizsgaljuk. Hany ilyen szamnégyes van 1 és 100 kozott,
amelyeknél ez a négyzetosszeg 36-tal oszthatd?

18. OKTYV 2015.2.1. Legyen n pozitiv egész szam és jelolje n!! az n-nél nem nagyobb,
vele azonos paritasi pozitiv egész szamok szorzatat. Igazoljuk, hogy 2016!! — 2015!! oszt-
haté 2017-tel.

19. OKTYV 2015.2.2. Mekkora lehet az x és y egész szamok szorzata, ha
(6x)5 + 4y = 508, és (6y)s — (22)7 = 64,
ahol az m és k egész szamokra (m);, értéke k-nak az m-hez legkézelebbi tébbese.

20. OKTYV 2015.2.4. Hatarozzuk meg azokat a pozitiv p primszamokat, amelyekre az
alabbi tort értéke négyzetszam:
r-t ]

p
21. OKTV 2016.2.3. Hatérozzuk meg, mely a, b, ¢ nemnegativ egész szamok esetén

teljesiil:
304+ 1740 = .



22. OKTV 2017.1.2. A pozitiv egészekbol all6 dy, da, ..., dy sorozatot az n osztélancanak
nevezzilk, ha d; = 1 és di, = n, tovdbba a sorozat minden tagja -az utols6 kivételével-
osztdja a kovetkezo tagnak. Példaul n = 6 esetén hérom ilyen osztdlanc van, ezek az 1,6;
1,2,6; és az 1,3,6. Hény osztélanc van, ha (a) n= 1024; (b) n=999; (c¢) n=10007

23. OKTV 2017.2.4. Vegytink 31 kiilonb6z6 pozitiv primszamot és adjuk 6ssze a negye-
dik hatvanyaikat. Igazoljuk, hogy ha a kapott szdm oszthaté 30-cal, akkor a primszamok
kozott szerepel harom egymaést kovetd prim (azaz p < ¢ < r ugy, hogy a |p;q| és |q;r|
nyilt intervallumokban nincsenek primszamok).

24. OKTYV 2018.1.5. Mi lehet az a pozitiv egész szam, amelynek 6sszesen 10 pozitiv
osztoja van, ebbe beleszamoltuk az 1-et és magat a szamot is, és ennek a tiz szamnak az
Osszege 343647

25. OKTV 2018.2.2. Az 1, 2, ..., n szamok koziil kivalaszthato-e ugy egy k szam, hogy
az alabbi M kifejezés értéke négyzetszam legyen, ha (a) n = 2019; (b) n = 20207

12030 - nl

M= !

26. OKTYV 2018.3.1. Legyenek a1 < as < ... < a, pozitiv egészek. Legyen tovabba
b = [a;;ai1] (1 = 1,2,...,n — 1), ahol [a;; a;11] az a; és a;11 szdmok legkisebb kozos
tobbszordsét jeloli.
(a) Lehetséges-e, hogy by > by > by > b7
(b) Lehetséges-e, hogy by = by = bs = ... = bgg = b1gp?
(¢) Bizonyitsuk be, hogy
1 1 1

—+—+ .+

1.
b b b

27. OKTYV 2019.2.3. Hatarozzuk meg, mely egész n és m szamokra teljesiil az alabbi
egyenlet:
n®4+nt=7"—-1.

28. OKTYV 2019.3.1. Melyek azok a 2020-nal kisebb pozitiv egész s szamok, amelyekre
minden egész n esetén 4n + 1 és sn + 1 relativ primek, azaz legnagyobb kozos osztdjuk 17

29. OKTYV 2020.2.4. Legyen n pozitiv egész. Vegytink 2n darab kiilonb6z6 primszamot,
jelolje szorzatukat L. Tekintsiik azon pozitiv egész a < b szdmokat, amelyekre a osztdja
b-nek és b osztdja L-nek. Igazoljuk, hogy ezen (a,b) parok szama 5-tel oszthato.

30. OKTYV 2021.1.4. Tekintsiik az 1,2,..., 10 szamokat valamilyen sorrendben, jelclje
oket ay,as, ...,a19. Legyen

b1 = aq, b2:a1+a2, b3:a1+&2+a3, vy 610:a1+a2+...+a10.

Hényféle olyan aq, as, ..., a19 sorrend van, ahol a by, by, ..., byp szdmok kozil egyik sem
oszthato 3-mal?



