Orosz Gyula: Hibas megoldasok (2024. december)

1. feladat:
Az AB = 10 cm atmérdjii kor keriiletének egy C pontjara teljesiil, hogy CA-CB = 40 cm?.
Szamitsuk ki 4AC hosszat!

»Megoldas”:

Thalész tétele miatt ACBZ = 90°. Legyen az ABC derékszogli haromszdgben a hagyomanyos
jelolésekkel CA = b, CB = a, AB = c (és ¢ = 2R), a C-bdl huzott magassag pedig CD = m
(abra).

A haromszog tertiletét kétféleképpen is felirhatjuk: a_2b = % , innen m = ab =4 (cm). Az
c

ODC derékszogii haromszdgben Pitagorasz tételébdl (1) OD? = R?> — m?> =9, ebbdl OD = 3

(cm).
AD =R — OD =2 (cm), végiil az ADC deré¢kszogli haromszogben Pitagorasz tételébol

CA=~AD?* + m* =+/20 cm.

Hibakeresés, elemzés:
Ez a megoldas igy még hidnyos, az 4 €s B pontok szimmetrikus szerepe miatt (az abran 4 és

B felcserélhets) CB =+ BD* +m* = /80 is megoldast ad.
Az algebrai , figyelmeztetést” az (1) egyenletben kapjuk: ebbdl OD = £3 cm adodik, s eldjeles
szakaszokkal szdmolva AD = R £ 3 (cm).

Matematika Oktatasi Portal -1/5- matek.fazekas.hu



Orosz Gyula: Hibas megoldasok (2024. december)

2. feladat (2024. december):
Hogyan fligg az aldbbi egyenletben a gyokok szdma a p paramétertdl?

‘—2«/x+10+5‘:x+p.

»Megoldas”:

A tisztan algebrai megoldas elég nehéznek tiinik (az abszolutérték feloldasa
esetszétvalasztassal; kikotés mindkét oldalra (ami p-t6l fiigg), majd atrendezés utan négyzetre
emelés; a kapott gyokok is p-t6l fiiggnek; végiil ellendrizni kell, hogy (a p-tdl fiiggd) gyokok
megfelelnek-e a kikdtéseknek).

Jobb otletnek tlinik a grafikus segitség alkalmazasa: az egyenlet két oldalat mint
fiiggvényeket vazlatosan abrazoljuk, s a gorbék kozds pontjainak szama adja meg a
megoldasszamot.

A bal oldalon f(x) =-24/x+10+5 grafikonja a négyzetgyokfiiggvény grafikonjabol egy

eltolassal, majd egy tengelyes (merdleges) affinitassal, végiil egy Gjabb eltolassal
szarmaztathato, erre kell ,,illeszteni” kiils6 fliiggvényként az abszolutérték-fiiggvényt (abra).

A jobb oldal képe parhuzamos egyenesek halmaza, az egyenesek meredeksége 1.

7/ 7
2 4

@),-" @, (M

' d 7

// //’—15/4

Kiszamitjuk az f fliggvénygorbe x tengelymetszetét:

fi)=0 o -2Jx+10+5=0 < x:-ljs

Az y =x+ p egyenletii egyenesek koziil a feladat szempontjabol harom olyan van, amely
kitlintetett szerepti.

Az (1) egyenlete y =x+ 175 , (3) egyenlete y = x+15 (mert a négyzetgyok-gorbe végpontja

(=10; 5)-ben van). A (2)-hoz tartozo p értéket pedig akkor kapjuk meg, amikor az
y==f(x)

y=x+p }

egyenletrendszernek pontosan 1 megoldasa van.
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Orosz Gyula: Hibas megoldasok (2024. december)

A 2m—5:x+p egyenletbol 2m=x+p+5 =

Ax+10)=x"+p* +25+2px+10x+10p < x*+R2p+6)x+p° +10p-15=0. Az
érintési feltétel szerint az egyenlet diszkriminansa zérus: (2p +6)> —4(p° +10p-15)=0 <
16p+96=0 < p=6.

A grafikon alapjan tehat az egyenlet gyokeinek szdma:

ol = <
p ertékei p<% p=%5 %<p<6 p=6 |6<p<l15 [15<p

a gyokok szama 1 2 3 2 1 0

Hibakeresés, elemzés:
Ha méretaranyosan abrazoljuk az f'és g(x) = 24/x+10 —5 fliggvényeket (4dbra), akkor

lathatjuk, hogy az 1 meredekségli egyenesek nem tudjak 1-nél tobb pontban metszeni az f
fiiggvény gorbéjét.

Ennek az az oka, hogy a négyzetgyok-gorbe meredeksége az x = —175 helyen kisebb, mint 1.

1 15) 2
(Indoklas: g'(x) = , '(— —j =—=x<1.)
8 Vx+10 & 4 5

Ezérta (4) y = x + 6 egyenes is csak az y < 0 félsikban érinti g-t. (Az érintési pont (—9; —3).)
Eredmény: p < 15 esetén 1 gyoke van az egyenletnek, egyébként 0.

Matematika Oktatasi Portal -3/5- matek.fazekas.hu



Orosz Gyula: Hibas megoldasok (2024. december)

3. feladat (2024. december):
a) Egy pozitiv szamokbol all6 mértani sorozat elsé 5 tagjanak Gsszege 8, a tagok
reciprokainak 6sszege 1. Mennyi az elsd 5 tag szorzata?
b) Oldjuk meg a feladatot akkor is, ha az els6 5 tag 6sszege 16! (A tobbi feltétel valtozatlan.)
¢) Oldjuk meg a feladatot akkor is, ha az els6 5 tag 0sszege 31, a reciprokok dsszege pedig
31

!

E.
»Megoldas”:
a) Legyen a sorozat elsé tagja a, a hanyados ¢, ekkor a + aq +...+ aqg* =8 és
l+ 1 +..+ % =1. A masodik egyenlet bal oldala l+i +..+ % =
a aq aq a aq aq
1 1 1 1(qg"+q> +...+1 Yrgt 4]
—| =+t == 7 74 : _ alg +q2 j i) alakra hozhato. Az els6
a q q a q adq
egyenletet felhaszndlva innen ——=1 < a’q* =8 < aq’ = V8 (a,q>0).
aq

A sorozat harmadik tagja V8.,a mértanikdzép-tulajdonsadg miatt pedig az els6 6t tag szorzata
V8~ = 181,02. (Az elsd 5 tag szorzata a-aq-...-aq* =a’ -q"° = (ag®)’.) A tagokat nem

tudtuk meghatarozni, de a szorzatukat igen.

Megjegyzés: Az egyenletek hanyadosa, azaz a jobb oldalak hanyadosa éppen a harmadik tag
négyzetét adja.

b) Ugyanigy szamolva ag’ =4 adodik, az els6 6t tag szorzata 4° = 1024.

¢) Alkalmazhatjuk a tagok szimmetrikus felirasat is. Ekkor a tagok és reciprokaik 6sszegére
felirhatjuk:

%+2+b+bq+bq2:3l b(%+l+1+q+q2j:3l
q 9 4

’ 11 1 31 1 11 31|
q q 2
b b b bg bg> 16 b( q qzj 16

illetve a két egyenlet hanyadosabol b* =16 (egyik tényezd sem nulla).
Az 6t tag szorzata (b > 0 miatt) b° =1024 .

Hibakeresés, elemzés:

a) Egy pozitiv szam és reciprokanak az dsszege legalabb 2, igy
1 1

a+—+aq+—+..+aq" +
a aq aq

az Osszeg csak 9.

Ilyen mértani sorozat tehat nem létezik.

> 5-2 kellene, hogy teljesiiljon. De a megadott szamokkal

7 =
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Orosz Gyula: Hibas megoldasok (2024. december)

. . 1 1 1
b) Most teljesiil a reciprok-egyenlétlenség, a + —+ag + — +...aq”* + —=17210.
a aq aq

4
a+aq +5'“ taq _ ?, és ez kisebb, mint a szamok

Azonban az 6t szam szamtani kozepe

5

1 1 1
—t—t.
a aq aq

harmonikus kozepe: = 5. Ez pedig nem lehetséges.

Ilyen mértani sorozat sem létezik.

¢) Teljesiil a reciprok-egyenldtlenség, valamint a harmonikus és szamtani kdzép kozotti

31
16
hogy valdban létezik ez a mértani sorozat (ellenérzés), azaz nincs tovabbi kizaro feltétel.

1
egyenlOtlenség is: S < 3? . Azonban valamilyen médon meg kellene gy6zddniink arrol,

Ellenorzés:

(Meghatarozzuk a sorozat tagjait.) Az elsé egyenletbdl b = 4 esetén qu + 1 +1l+g+q° = %
35

adodik,a c =g+ 1 helyettesitéssel ¢ + ¢ e 0 & c= % vagy ¢ = —%. A masodik

gyok hamis (¢ > 0 feltétel), az els6bdl g + 1 = % & g=2vagy g = % )
q
A sorozat tagjai 1, 2, 4, 8, 16 (vagy 16, 8, 4, 2, 1), és az els6 Ot tag szorzata valoban 1024.

Megjegyzés:
Az Ot tag szorzatat kérdezték, elvileg tehat nem kellett volna meghatdrozni a tagokat. A
sorozat létezésének bizonyitasahoz azonban erre sziikség volt.
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