2. feladat
A p és q pozitiv szamokra p + ¢ < 1. Igazoljuk, hogy barmely m,n pozitiv egészekre
(1 7p7rb)n + (1 o q'n,)Tn Z 1

Els6 megoldas: Egy m sorbdl és n oszlopbdl allo tablazat minden egyes elemét egymastol
fliggetleniil p valoszintiséggel pirosra, q valészintséggel kékre és 1 — p — g valoszintiséggel
zoldre festjiik. Ekkor 1 — p™ annak a valoszintsége, hogy egy adott oszlop nem teljesen
piros, (1 — p™)™ azé, hogy egyik oszlop sem teljesen piros, tehat 1 — (1 — p™)™ annak a
valoszintisége, hogy van csupa piros elembdl allo oszlop. Hasonloan, 1 — (1 —¢™)™ annak a
valoszintisége, hogy van csupa kék elembdl allo sor. Mivel ezek egymést kizard események,
ezért a két valoszintiség osszege legfeljebb 1, azaz [1 — (1 —p™)"] +[1 — (1 — ¢™")™] < 1,
ami atrendezve éppen a feladat allitasa.

Masodik megoldas: Ha p + ¢ < 1, akkor néveljiik pl. ¢ értékét addig, amig p + ¢ = 1-et
el nem érjik. Ekkor a bizonyitandd egyenlStlenség bal oldala csokkent. Ennek alapjan
elegend§ az egyenlGtlenséget a p + ¢ = 1 esetre igazolni.

Teljes indukcioval bizonyitunk. Ha m = n =1, akkor a p+q < 1 (igaz) 6sszefliggés adodik.
Most tegyiik fel, hogy az egyenlStlenség teljesiil valamely m,n értékpérra, és vezessiik le
ebbdl, hogy m,n+1 és m+ 1, n esetén is fennéll. Mivel m és n szerepe szimmetrikus, ezért
elég az els6t belatnunk.

Az indukcios feltevés szerinti (1 — p™)™ + (1 — ¢™)™ > 1 egyenlStlenséget (1 — p™)-mel
szorozva és mindkét oldalhoz p™-t hozzéadva (1—p™)" 14+ (1—¢™)™—((1—q¢™)p)™+p™ > 1
adodik. Mivel a bizonyitandé egyenlétlenség (1 — p™)" 1 4 (1 — ¢"TH)™ > 1, ezért elég
belétni, hogy (1—¢" )™ > (1—¢")™—((1—¢")p)" +p™, azaz (1—¢" )"+ ((1—¢")p)" >
> (L=g")" +p™

Ez utoébbi egy a™ + d™ > b™ + ¢™ tipusu egyenlGtlenség, ahol a +d =b+césa > b >
>c>d>0, hiszen (1-¢"")+(1—-¢")1—¢)=(1—q")+(1—q)és1—q¢""1 >1—¢" >
>1—qg>(1-q¢")(1—¢q). Aza+d=b+c=2H jeldléssela = H+z,b=H+y,c= H—y,
d= H — z, ahol x > y > 0, igy val6ban

a"+d"=H+x)"+(H—-2)" =

—9 (Hm + <7;> H™ 222 4 (ZL) H™ 424 4 ) >
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— (H + y)rn + (H _ y)’m — b’rTL + C’ITL.

(Az utolso lépést az f(z) = 2™+ (H — z)™ fliggvény derivaltjanak vizsgalataval is el lehet
végezni.)



