3. Egy ABC haromszogben AC=BC=a é ACBL=90°. Az AC oldal A-hoz
kozelebbi harmadolopontja H .
Hatarozza meg az AB oldalon az E, a BC oldalon az F pontot ugy, hogy az
EFH haromszog Keriilete a lehet6 legkisebb legyen!

Adja meg ennek a minimalis Keriiletnek a nagysagat és a %, illetve E—E aranyok

pontos értékét!

1. Megoldés:

Tiikrozziik a H pontot elészor az AB, majd a BC egyenesre, a képpontok rendre H, és H,
(2. abra). 1 pont

wle

2. abra

A H, pontaz AC egyenesen, a H, pont pedigaz AC egyenesnek az ABC haromszdglappal
azonos oldalan van, ezért az 4bra alapjan a H,H, egyenes az ABC héaromszog AB atfogojat
¢s BC befogdjat is metszi, a metszéspontok rendre E és F .

A tiikrozés tavolsagtarto tulajdonsadga miatt

1) EH =EH, és FH =FH,.
Mivel 1 pont
H,H, =H,E+EF +FH,,

¢s az EFH haromszog keriiletére
Key =HE+EF +FH,

ezért (1) alapjan



(2) Key = HH,.

1 pont
Nyilvanvalo, hogy a H;, ¢és H, pontok kozotti legrovidebb tavolsag a H,H,
egyenesszakasz, igy a 2. abra EFH héaromszoge a legkisebb keriiletli azon haromszogek
koziil, amelyeket a feladat feltételei alapjan az ABC haromszdgbe rajzolhatunk. 1 pont

A tengelyes tiikrozés szogtarto tulajdonsaga miatt H, ,AEL=45°, ¢és ezért
H,AHZ=90°, vagyis H,;A merdleges AC-re. Eszerint a H;H,A haromszog
derékszogli haromszog.

A tengelyes tlikrozés tavolsagtartd tulajdonsaga miatt pedig

(3) HA=—¢é H,C=—.
Felirhatjuk Pitagorasz-tételéta H H, A derékszogli haromszdgre:
(4) H,A’ +H,A’ =H,H,”".
Mivel H,A= % és H,A= %a , ezért (4)-bol

_ 26a’

H1H22 9

vagyis

a-/26

5 H,H, =
©) Hy =

(2) és (5) osszevetésével azt kapjuk, hogy a feladat feltételeinek megfeleld legkisebb
keriileti haromszog kertilete
a-/26

Keey = 3 2 pont




A kovetkezOkben meghatarozzuk a BF és BE aranyok pontos értékét.

A HH,AZ-etmetsz6 H,A és FC parhuzamos szelkre felirhatjuk a pArhuzamos
szeldszakaszok tételét:

2a
FC 3
‘a b5a’
3 3

. o A o 2a . .
ahonnan a muveletek elvégzése €s egyszertsités utan FC = TR innen pedig

BF =a— FC miatt BF :13_a,
15
és ezeért
BF 13
6 - = 2 pont
(®) FC 2

A H,AE ¢és FBE haromszogekben H,AE/ = FBEZ =45°, valaminta H,EAZ ¢és
FEB £ szogek csucsszogek, ezért a két haromszog megfeleld szogei paronként egyenlok,
tehata H,AE és FBE haromszdgek hasonlok, igy megfeleld oldalaik hosszdnak aranya
is egyenld. Eszerint

BE _BF
EA HA’
13
azaz 7 = % , ahonnan egyszerlsités utan kapjuk, hogy
3
BE 13
™ ===
EA 5
. BE 1
(6) és (7) alapjan a kérdéses aranyok pontos értéke BF = 13 s — = 13 2 pont

FC 2 EA 5

Osszesen: 10 pont



2. Megoldas:

az 1. megoldashoz készitett 2. abrabol indulunk ki, azaz tikr6zziik a H pontot el6szor az
AB, majd a BC egyenesre, a képpontok rendre H, és H,. 1 pont

A megoldas az 1. megoldashoz hasonldan folytatodik, addig a megallapitasig, hogy a H,
és H, pontok kozotti legrovidebb tavolsag a H H, egyenesszakasz, igy a 2. dbra EFH

haromszoge a legkisebb keriiletli azon haromszogek koziil, amelyeket a feladat feltételei
alapjan az ABC haromszogbe rajzolhatunk. 3 pont

Ezutan az ABC haromszoget olyan derékszogii koordinata-rendszerbe helyezziik,
amelynek origdjaa C pont,az A pontaz x tengelyre, a B pont pedig az y tengelyre
esik (3. abra).

<
B(0;a)

C(0:0) H(2_‘1;0) A (a;0)

3. dbra

Ekkor az ABC haromszog cstcsainak koordinatai A(a;0), B(0;a) és C(0;0), és

a 2a
H,la;—|és H,|——;0]|. 1 pont
[ 3)“ ( 3 j P

A két pont tavolsagara vonatkozod képlet alapjan

HH, = a+§2+gz=a'\/2_6,
b \/[ SJ @

tehat a minimalis keriileti EFH haromszdg kertilete

-~/ 26
Ky = 2 ;/_ 1 pont




Az AB egyenes meredeksége tg 135° = —1 és az egyenes athalad a B (O; a) ponton, ezert
az egyenes egyenlete
1) X+y=a.

H,H, egyenes egy iranyvektora \7(5;; %j, illetve az % >0 szammal val6 osztas utan
v(5,2).
Az egyenes athalad példaula H, (— 2—3a; Oj ponton, felirhatjuk tehata H,H, egyenes

egyenletét:
2a
2 X—-5y=——.
(2) y=-3
Az (1) és (2) egyenletekbdl allo egyenletrendszer megoldasa az E pont koordinatait adja
meg. A szamitasok elvégzése utan:

13a 5a
(3) E [E E).

A (2) egyenletbe az x =0 értéket helyettesitve megkapjuk az F pont koordinatait,
amelyek

2a
4 F|0,—]|. 2 t
0 02)

A két pont tavolsagara vonatkoz6 képlet alapjan

illetve

2 2
ea [[132 L), [5a) 522
18 18 18
Eredményeinkbdl a megfeleld oldalak elosztasa utan azt kapjuk, hogy
6 BE 13

EA 5

Ugyanakkor (4) szerint FC = i—:, igy BF = 113_5a ¢s ezért

BF 13
(6) — =
FC 2
(5) és (6) alapjan a kérdéses aranyok pontos értéke BF = 13 és BE = 13 . 2 pont
FC 2 EA 5

Osszesen: 10 pont





