Egy derékszoglh haromszog oldalainak hossza egész szam.

Igazolja, hogy a haromszdg az egyik csticsan atmend két egyenessel harom egyenld
teriileti részre vaghato gy, hogy a kapott részek teriiletének mérdszama is egész
szam!

1. Megoldas:
A derékszogli haromszog befogoi az a és b, a haromszdog teriilete
a-b

T=
2

Igazolnunk kell, hogy a teriilet harmadrésze, vagyis

T_ab
3=
egész szam, ha a,b, Cc egész. Vagyis azt kell bizonyitani, hogy a-b oszthatd 6 -tal. 2 pont

A feltétel szerint az a;b; c szamok egy haromszdg oldalai, tehat pozitiv egész szamok.
A pozitiv egész szamok 3-mal val6 osztdsi maradékai a —1;0;1 szamok lehetnek.
Mivel a Pitagorasz-tétel érvényes a,b, c -re, ezért
a’+b*=c’.
Figyelembe véve, hogy a;b;c pozitiv szamok, valamint, hogy a és b szerepe
felcserélhetd, az i; j; k € N jeldléssel, ha
a=3i,b=3j+1,akkor a> +b”> =9i> +9j> +6j+1=3m+1;
a=3i,b=3j,akkor a* +b’>=9i* +9j*> =3m;
a=3i+1,b=3j=1,akkor a>+b’ =9i> +6i +1+9j> £6j+1=3m+2 (meN*);
valamint, ha
¢ =3k, akkor c* =9k* =3n;
illetve, ha
c=3k+1, akkor ¢> =9k” +6k+1=3n+1 (neN").
Eszerint az a* +b* = ¢’ pitagoraszi 6sszefiiggés nem 4llhat fenn, ha
a=3ixl ésb=3j+1.
Ezért az a;b egész szamok koziil legalabb az egyik oszthatd 3 -mal, tehat a-b is oszthato

3 -mal. 3 pont



Masrészt a pozitiv egész szamok 2-vel osztva 0 vagy 1 maradékot adnak, ezért a
p;q;r € N jeloléssel, ha
a=2p,b=2q+1, akkor a* +b> =4p’ +4q”> +4q+1=4s+1;
a=2p,b=2q, akkor a* +b*> =4p> +4q° =4s;
a=2p+1,b=2qg=1, akkor
a’+b’ =4p> +4p+1+4q° +4q+1=45+2 (seN*),
valamint, ha
c =2r, akkor ¢ =4r* =4t;
illetve, ha
C=2r+1,akkor ¢ =4r> +4r+1=4t+1 (teN").
Eszerint a ¢* egész szam 4-gyel osztva nem adhat 2 maradékot, tehdt nem lehet a és b
mindegyike paratlan szam. Ezért az a;b egész szamok koziil legalabb az egyik oszthatd
2 -vel, tehat a-b is oszthatd 2 -vel. 3 pont

Ha a-b oszthatd 3-mal és 2-vel, akkor 6-tal is oszthatd, és ezzel belattuk, hogy

%: T egész szam, vagyis a haromszog valdban harom egyenld teriiletli részre oszthato
ugy, hogy a részek teriilete is egész szam. 1 pont
A héarom egyenld teriiletii részre osztds meg is valosithato:
ha egy csucsot Osszekotiink a szemkdzti oldal harmadoldpontjaival, akkor olyan egyenld
teriiletli részeket kapunk, amelyeknek szamértéke egész.
12 12 1 T
Példaul, ha a=3,b=4,c =5, akkor m, =?, t=§~?-5=2=§. 1 pont

Osszesen: 10 pont



2. Megoldas: jeloléseink az 1. abran lathatok.

B

1. dbra

Az a,b befogdju, ABC derékszogl haromszog T teriiletére T = aTb ,ahol a,be N™, és
ezzel

I:a_-b' 2 pont
3

Azt kell bizonyitanunk, hogy 6|a ‘b.
Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha 2|a b és 3|a -b egyszerre igaz, vagyis

6a-b...<...2Ja-b és 3a-b.

Tudjuk, hogy 2a-b...<...2Ja vagy 2

b, és
Ja-b...<...3a vagy 3b.
Tegyiik fel eldszor, hogy:
a=2k+Lb=2l+1 (k;leN).
A Pitagorasz-tétel érvényes a,b, ¢ -re, ezért
2k +1)* + (21 +1)* =c?;
azaz
A4K> +1)+ 4k +DH+2=c%;
és igy
4m+2 =c? (meN+),

ami lehetetlen, mert a négyzetszamok 4-gyel osztva 0 vagy 1 maradékot adnak.



Ebbdl kovetkezik, hogy 2|a vagy 2|b teljesiil, és ezért 2| a-b is igaz. 3 pont

Tegylik fel masodszor, hogy:
a=3n+1ésb=3p+xl (npeN).
A Pitagorasz-tétel érvényes a,b, C -re, ezért
GBnxD)>+@Bpxl)’ =c?;
illetve
9-(N*+p*)+6-(Ntp)+2=c?;
és igy
¢>=3g+2 (qeN).

Ez ismét lehetetlen, mert a négyzetszamok 3-mal osztva 0 vagy 1 maradékot adnak.

Ebbdl az kovetkezik, hogy 3|a vagy 3

b,ésigy3|a-b. 3 pont

: . . . 1T _ab .
Mivel (2;3) =1, ezért 2| a-bés 3| a-b miatt 6| a-b,ezért 3 =T egész szam. 1 pont
A harom egyenl¢ teriiletii részre osztds meg is valosithato:
ha egy csucsot Osszekotiink a szemkdzti oldal harmadoldpontjaival, akkor olyan egyenld
teriiletli részeket kapunk, amelyeknek szamértéke egész.
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Példaul, ha a=3,b=4,c=35, akkor mc:?,t: ————— =2= 1 pont

Osszesen: 10 pont





