5. Adjuk meg az Osszes olyan pozitiv primekbdl 4ll6 (p, ¢, ) szdmhdrmast, ahol
a) q # r, valamint

b) p? + p" négyzetszam.

Megoldas. Legyen az altalanossdg megszoritasa nélkiill ¢ < r.

(Természetesen, ha megkapunk igy egy (p,q,r) j6 szdmharmast, akkor (p,r,q) is megoldas
lesz.)
Ekkor kiemelve p?-t: p? + p" = p?(1 4+ p"~9) = n? valamely egész n-re.
A p?-nak csak p a primosztéja, de 1+ p"~¢ p-vel osztva 1 maradékot ad, emiatt p?, illetve
1 4+ p" 7 relativ primek.
De mivel n? primfelbontdsaban a primhatvanyosztok péros kitevGvel szerepelnek, ezért q is
paros, vagyis (mivel ¢ prim is) — ¢ = 2.
2

Vagyis n* = p?(1 +p"9) = p2(1 +pr_2). Ezt osztva p*-tel — 1 +p' 2 = n—z = m? vala-

p
mely egész m-re.

Innen mindkét oldalbdl 1-t elvéve, €s szorzattd alakitva:

pPr=m?—1=(m+1)(m—1).

Innen két eset lehetséges: vagy p | m — 1, vagy 1 =m — 1.

Ha 1 = m — 1, akkor 2 = m, és innen (m + 1)(m — 1) =3 = 3' = p" 2. Ekkor p = 3, és

r = 3. Vagyis ekkor a lehetséges szamharmasok: (3;2;3) és (3;3;2).
)

Ha pedig p | m — 1, akkor p | m+ 1 miatt p | (m+1) — (m —
p=2.

= 2 is teljesiil. Vagyis ekkor

Mivel ekkor m — 1, és m -+ 1 olyan kettShatvanyok (hisz 2”2 = (m + 1)(m — 1)), melyek
kiilonbsége 2, emiatt m — 1 = 2, és m + 1 = 4 lehet csak.

Vagyis 2" "2 =2.4 =8 =2 Innen r = 5.
Vagyis ekkor a lehetséges szamhdrmasok: (2;2;5) és (2;5;2).

Osszefoglalva: 4 darab rendezett szdmhdrmas felel meg a feltételeknek: (3;2;3); (3;3;2);
(2;2;5) és (2;5;2).
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Osszesen: 7 pont





