A |, Trinomialis egyiitthatokrol”

Es a Pascal-hdromszog eqyéb dltaldnositdasairol

A binomidlis egytitthaté fogalma abbdl ered, hogy két szam Gsszegének egész hatvany-
ait ezekkel lehet felfrni a két szam hatvanyaival. Példaul: (a + b)* = a* + 4a®b + 6ab* +
4ab® + b*.

A kérdés: ilyen alapon lehetnek-e ,trinomidlis egyutthatok”, vagyis olyan szamok,
amelyek harom szam Osszegének egész hatvanyainak egyiitthat6i?

Hdrom szam osszegének hatvanyai

Kezdjik a négyzettel:
(a+b+e)=(a+b+ec)a+b+c)=a*+b*+c*+ 2ab+ 2bc + 2ca.

Itt 14atszik, hogy ezt nem lehet ,linearisan dbrazolni”. Haromagu képet kapunk. Le-
galabb is ezt varnank el.

Pascal-tetraéder. . .

Készitsiink egy olyan tetraédert, amelyben egy elem azt jelenti, hogy hanyféleképpen
valaszthatunk ki n dolog koziil k-t és a megmaradobol m-et.

Amikor egy haromtagu 0Osszeg n-edik hatvanyat vessziik, akkor minden tagban a
kitevok 0sszege n lesz. Hiszen amikor a négyzetet zardjelekre bontjuk, mindegyik zaréjelbol
kivalaszthatjuk az a, b, ¢ valamelyikét.

Tehat a cél, hogy a hiaromtagu Osszeg hatvanyanak n-edik hatvanyban a tagokat
abrazoljuk.

Tegyiik fel, hogy a c-k koziil nem valasztunk ki egyet sem! Ekkor sorra ezeket az
értékeket kapjuk: a”, a® 1 -b,..., b".

De ha c-t egyszer valasztjuk ki, eggyel révidebb sort kapunk: ¢-a™ %, ¢c-a” 20, ..
c-b" L

Es végiil ha a c-k koziil n-et valasztunk, akkor mar csak egy hosszisagu lesz a sor: ¢".
Példdul n = 3 esetén (a trinomokkal egyiitt) kitoltve igy néz ki a kép:

a3
3a® - ¢
3a® - b 3a - ¢
6abc 3
3a - b 3bc?
3b” - ¢
b3



. vagy Pascal-kocka?

Most bebizonyitjuk, hogy ezek olyan ,tetraédert” alkotnak, amelyben egy szdm a
folotte levok koziil annak a hdromnak az 0sszege, amelyek a legkozelebb allnak hozza. Ezt
teljes indukciéval bizonyitjuk.

Tegyiik fel, hogy az n-edik szintig teljestil ez az allitas, azaz az elsé n szint mindegyike
tartalmazza a haromtagu hatvanyok egyiitthatéit. (Az elsé néhény szinten ez tényleg igaz)

Tekintsiik az (n + 1)-edik szintet. Az (a+b+c)" ! egy tagjat az (a + b+ ¢)"-bdl tigy
kapjuk, hogy az eddigi szorzatot meg kell ezt szorozni még (a+b+c)-vel. a-val megszorozva
a kovetkez6 sorban az egyik irdnyba ,,mozdulnak”. b-vel megszorozva a kovetkezo sorban
egy masik irdnyba mozdul, és hozzaaddédik ahhoz, ahol mar van érték. c-vel megszorozva
meg egy harmadik iranyba megy, és ismét hozzaadddik a szam. Ez pedig nem maés, mintha
minden szamot lefelé, mindharom irdnyba elvittiik volna. (Lasd: A binomidlis egytitthatdk
és a Pascal-hdromszog kapcsolata.)

A Pascal-tetraédernek egy oldala a Pascal-haromszog, mivel a harmadik iranybol nem
,,erkezik” szam, ami szorzotényezoként szerepelne.

Mivel a Pascal-haromszoget is lehet nevezni Pascal-téglalapnak, -6tszognek, stb., ugyan-
ugy a Pascal-tetraéder is nevezheté Pascal-kockanak és ,,Pascal-dodekaédernek”. (Mivel
ezeknél is harom lap taldlkozik a csicsokban).

Hanyféleképpen is?

Régi Pascal-haromszoges feladat a kovetkez6: Hanyféleképpen lehet A-bol B-be eljutni
eqy négyzetrdacson, ha csak felfelé és jobbra léphetink eqységnyivel? A véalasz a Pascal-
haromszog téglalapba rendezésén alapul.

De ha a Pascal-tetraéder nevezhet6 Pascal-kockanak, akkor meg lehet oldani a feladat
térbeli megfelelojét. amely igy szél: Hdnyféleképpen lehet az A térbeli rdacspontbol a B
térbeli racspontba eljutni, ha csak fel, jobbra és elére léphetiink eqységnyi lépésekkel?.

A régi valasz ugy szélt, hogy hanyféleképpen valaszthatd ki x + y 1épésbdl y felfele. . .
Az 4j kérdés pedig igy szél: Hanyféleképpen vdlaszthato ki x +y + z lépésbol y felfele, és
a maradék x + z-bol z eldre?

x +y + z-bol y fel (:C Tyt Z> féleképpen vialaszthatd ki. x + 2-bol meg z esetén
Y

(1’ + Z) féle van. (Ez a megfogalmazas hasonlit arra, ahogyan az egyiitthaté-tetraédert
z

hoztunk létre.)

. rT+y+z\[(r+=z
Ez Osszesen eset.
Yy z
Ezzel mar akkor akar a Trinomokat is felirhatjuk hdrom szam egyiitthatdjaként, ha

tudjuk, hogy a hiarom szam ezzel a felirdssal z +y + z, © + z, 2. Ha a, b, és c e harom

e (G0

FEs a visszatérés



Es a legfontosabb probléma: egy szinten a szamok Gsszege mindig 3-hatvany.
Teljes indukciéval bizonyithatd, hogy az n-edik emeleten 3™:
1. A 0-dik szinten az 6sszeg 1 = 3°.
2. Az n-ediken igaz. Az n+ 1-edikre minden szam haromszor megy le. Tehdat megharom-
szorozodik.
Most mar csak azt kell tisztazni, hogy miként alkalmazhatdk a trinomok mint egytitt-

hatok.
n - — n i LA g m—t—]
(a—l—b-l—c) —E g (z)(y) a'te

i=0 \ j=0

(Az (a +b)" (ZJ) a'b"~" mintajara.)
i=0

Pascal-guldk

Ha pedig a Pascal-tetraéder hiaromszog alapi, miért ne lehetnének négyszogalap,
otszogalapu, stb. Pascal-gulak?

A Pascal-gildk gondolata megragadd, de (szerintem) nem olyan kézzelfoghatéak, mint
a Pascal-tetraéder. Ugyanis a négyszog alapu, példaul mar a méasodik emeleten tartalmaz
kozépso elemet, mig a haromszog csak a harmadikon, s mig a tobbi kozépen azt a szamot
tartalmazza, ahany szogi az alapja, a haromszogalaptunal viszont egy szerény 6-tal kezdi
a kozepét.

A Pascal-szimplex és a Quatronomok

A Quatronomok megmutatjik (a + b+ ¢ + d) n-edik hatvanydban azt, hogy a tagok
hényszorosa szerepel, a Pascal-szimplex pedig tetraéder-szeletekbol all6 ,,torony”, amely-
ben egy 1j szeletbe az el6z6bdl felfelé, elére-le, jobbra-hatra-le, balra-hatra-le mozog; éppen
ugy, mint a Pascal-tetraéderben. (Szimplex: a 2-dimenziés szimplex a haromszog; az n-
dimenzids szimplex altalaban azt jelenti, hogy az (n —1)-pontu (n — 1)-dimenziés szimplex
minden csucsat osszekotom egy n-edik ponttal. Ez esetben a 4-dimenzids szimplexrdl van
sz0.)

E kett6 azonossaga hasonléan bebizonyithatd tgy, hogyan azt a trinomokkal tettiik,
de a tagok 4 iranyba mozdulhatnak.

Az is bebizonyithatd, hogy egy szeletben a tagok Osszege négyhatvany, az el6z6 bi-
zonyitassal, illetve a hdrom dimenzids esetével 6sszehangolva.

Természetesen ez akarhdny dimenzidra atviheté. (De — csak zaréjelben — lehet-e
ilyesmi alkotni példaul végtelen dimenziéban? Vagy maga az &tlet is egészen irrealis?)

Egyéb dltaldnositdsi otletek

Kicsit més témaja kérdés a kovetkezo:
Készitsiink tablazatot arrdl, hogy egy n-dimenzids szimplexnek hany k-dimenzids
oldala van!



Aki otthonosan mozog tobb dimenziéban is, és kovette az eddigieket, az belathatja,
n
hogy ebbdl (

k
szoget adja.
Vajon el lehet-e ezt jatszani kockaval is?
Vigyaznunk kell! A négyzet térbeli megfeleléje nem csak a kocka, hanem az oktaéder is,
a négydimenziéban pedig mar harom megfelel6je is van a kockanak! Az a kérdés sarkalatos
része, hogy mit értiink n-dimenziés kockéan, oktaéderen!

) darab van, ami minden n-re és k-ra tablazatba rendezve a Pascal-hdrom-

Egy maésik észrevétel az, hogy ha a Pascal-hdromszog egyik oldaldaval parhuzamos
szeleteket néziink, akkor a ,,pontszamokat”, a ,,szakaszszamokat”, a ,,hdromszogszamokat”,
a ,tetraéderszamokat” és egyaltalan az ,n-dimenziés szimplexszamokat” kapjuk. (Ezek:

pontszamok: 1, 1, 1, 1, ... (0-dimenzids szimplexszamok)

szakaszszamok: 1, 2, 3, 4, ... (1-dimenzids szimplexszamok)

haromszogszamok: 1, 3, 6, 10, ... (2-dimenzids szimplexszamok)

tetraéderszamok: 1, 4, 10, 20, ... (3-dimenzids szimplexszamok)

4-dimenziés szimplexszamok: 1, 5, 15, 35, ...

[A k-adik n-dimenziés szimplexszdm: az els6 k darab (n— 1)-dimenzids szimplex szam
osszege. Ezt ugy lehet szemléltetni, hogy egyre kisebb szeleteket tesziink egymasra eleinte
szakaszokbol, majd haromszogekbol; ezzel haromszogeket és tetraédereket kapunk.

n
0Xp =n = (1)7

5 _nentl) (n-l—l),

2 2
~n-(n+1)(n+2) [(n+2
2En— 6 —< 3 )7
5 = n-(n—l—l)(z!-i- 2)(n+3) _ (n:?)), b

Ennek az az egyszerti oka, hogy a szimplexszdamokat eleve gy értelmezem, hogy az
el6tte 1évohoz hozzéillesztem a neki megfeleld, egy dimenzidval alacsonyabb alakzatot.
Ha mar ismerjiik a négyzetszamokat, meg lehetne prébélni ezt is!

Bicst a Pascal-csaladtol

A lehet6ségek egyaltalan nem fogytak ki, mert rengeteg nyitott kérdés van még hatra,
és én a mar feltartaknal is csak a legalapvetébb dolgokat tartam fel.

De ez a dolgozat egyébként is elsésorban a ,, Trinomokrol” szélt, csak én gy gondolom,
hogyha Pascalt 3 dimenziéban megnézem, miért ne lehetne egyebet hozzatenni?

Ezzel én bucsizom, de nem véglegesen, Pascaltdl, de elsdsorban a hiaromszogétol és
az ujonnan kifejlesztett mutacioitol.

Megjegyzés: n-dimenziés Pascal-haromszognél a ,,multinomalis egytitthato”:

() Go) (o)



