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Nehany szo a konyvsorozatral

A Matematika-médszertani Kutatécsoport kozépiskolai matematikatankonyv-sorozata,
melynek ez a konyv is része, egy 1973-t6] mintegy masfél évtizeden keresztiil folyt
tanitdsi kisérlet eredménye.

Eziton mondunk koszonetet azoknak a tanaroknak, akik részt vettek a kisérletben és
minden munkatdrsunknak, akik értékes tapasztalataikkal, beszamoldikkal, megjegyzése-
ikkel nagyon sokat csiszoltak, javitottak az anyagokon.

Koszonetet mondunk Surdnyi Jdnosnak, aki két évtizedig vezette a kutatécsoport sok
nehézséggel terhes munk4jat, figyelemmel kisérte, osszefogta és kézben tartotta a tanitasi
kisérletet, nagy szakmai tuddsaval és emberségével segitette az iskoldkban folyé munkaét,
a tandrok szdmdra komoly tdmaszt jelentve; vallalta a kisérleti anyagok elkészitésének
folyamatos szakmai irdnyitdsat, beleértve az anyagokhoz készitett részletes birdlatait,
amelyek alapjan az évek folyaman sok jelent8s javitdsra kertilt sor.

Koszonettel tartozunk Gador Endrénének, aki a kisérletez6 tandrok munkéjat segitet-
te, és akinek a kisérleti anyagok javitasaban is sok része volt, és Genzwein Ferencnek, aki
a 80-as években nagy segitséget nyujtott ahhoz, hogy a kisérleti munkdakat folytathassa a
kutatdcsoport.

Nagy szeretettel gondolunk Géabos Ildikéra, aki mér sajnos nincs kozottiink, és aki
nagy tandri tapasztalatdval, a kisérletben vald lelkes és dldozatkész részvételével, tandri
utmutatok készitésével nagyon jelentds részt vallalt konyvsorozatunk kialakitdsaban.

Hélaval tartozunk Péter Rézsdnak, aki élete utolsé éveiben — mér nagyon betegen
is — igen sokat segitett a konyvek elkészitésében; Rényi Alfrédnak, aki annak idején a
Matematika-médszertani Kutatécsoportot a Matematikai Kutaté Intézetben létrehozta, és
aki nagyon hatékonyan tdmogatta a tanulék onallésdgara, kezdeményezéseire, tapaszta-
lataira, felfedezéseire épité matematikatanitast.

Koszonettel tartozunk Kékes Maridnak, aki a Miiszaki Kiad6 részérdl sokat tett azért,
hogy ez a konyvsorozat minél tokéletesebben juthasson el az iskoldkba.

Konyveink szedését D. E. Knuth amerikai matematikus TgX matematikai kiadvany-
szerkeszt6 programjaval készitjiik. Bori Tamdsnak, Fried Katalinnak és Juhdsz Lehelnek
koszonjiik, hogy ennek a lenyligozéen matematikuslelkiileti programnak kiilonbdzé for-
télyait megismertették veliink.

Halmos Mdria
a konyvsorozat alkot6 szerkeszt6je



|. Bevezetd feladatok

1. Van 9, szemre egyforma silyunk és egy kétkard mérlegiink. A stlyok koziil az egyik
hibds, a tomege 101 g, a tobbi j6, a tomegiik 100 g.

Legkevesebb hdny méréssel tudod szerencse nélkiil kivdlasztani a hibds stlyt?

2. (Folytatés)
A stlyok szdma legyen most 9-nél tobb, a tobbi feltétel véltozatlan.

Legfeljebb hany sillyal tudod véllalni, hogy 3 méréssel, szerencse nélkiil kivalasztod a
hib4s stilyt?

3. Kérdezz tovabb!

4. Vegyiink kézbe egy papirlapot és hajtsuk ketté! Ezutdn djra kettéhajtjuk gy, hogy
kizar6lag pdrhuzamos hajtdsvonalak keletkezzenek. Hajtogassuk szét a papirlapot n darab
félbehajtas utan!

Hény hajtidsvonal lesz rajta lathat6?

5. Megadok egy végtelen sorozatot:
2, 5, 8, 11, 14, 17,...

és néhany szadmot:
634 1205 576 309 46028

Dontsd el, hogy ezek koziil a szdmok koziil melyik szerepel a sorozatban és melyik nem.
Arra is kivancsiak vagyunk, hogy amelyik szdm el6fordul a sorozatban, az hanyadik
tagként szerepel benne.

6. Melyik az ezredik pératlan szdm?
7. Az 5,9,13,17,... szamtani sorozatnak mi a 6000-edik tagja?

8. Az 1,2,4,8,... mértani sorozatnak mi a 20-adik tagja?

Szamtani egy sorozat, ha mindegyik tagja ugyanannyival nagyobb (vagy ki-
sebb) a megel6z6nél.* Azt is megengedjiik, hogy a tagok egyenldek legyenek
(tehat, hogy ,,0-val n§jon” a sorozat).

* Ertelemszertien: ezt csak a méasodik tagtél kezdve kivanjuk meg.



Példak: 9, 12, 15, 18,. ..
7,5,3,1, -1, =3,. ..
6,6,6,6,6,...

Meértani egy sorozat, ha mindegyik tagja ugyanannyiszorosa a megel6z6nek.*

Példék: 5, —10, 20, —40, &0,. ..

111
42,1, =, ~, =, ..
b b ’274787
3,0,0,0,... ()

7,7,7,17,...
9. Melyik az n-edik pératlan szam?
10. Melyik a (3n + 5)-6dik pdratlan szdm?

1. Hatdrozd meg az 1, 4, 7, 10,. .. szamtani sorozatnak

a) az n-edik tagjat,

b) a 2n-edik tagjat,

¢) az n’-edik tagjat!
12. Hatdrozd meg az aldbbi szdmtani, illetve mértani sorozatok megadott sorszamd tag-
jait!

a) 11,15,19,23,...

n-edik tag;
(2n + 3)-adik tag.

b) 6,4,2,0, -2,...

n-edik tag;
(n + 5)-0dik tag.

¢) 4,12, 36,. ..

n-edik tag;
(2n — 1)-edik tag.

* Ezt is csak a masodik tagtdl kezdve kivdnjuk meg.



13. Az1,3,5,7,9, 10, 12,. .. sorozat azokat a pozitiv egészeket tartalmazza (n6vekvs
sorrendben), amelyek szdmjegyeinek 0sszege paratlan szdmot ad.

a) Ez a sorozat szamtani vagy mértani sorozat?
b) Mi a sorozat 2000-edik tagja?

*¢) Mi az n-edik tag? (Nem képletet kell adni, hanem egy gyors médszert a megha-
tarozasara!)

14. Egy amerikai gyar f6mérnoki alldsdra palyazatot irtak ki. A tesztek kiértékelése utan
madr csak két fiatal mérnok maradt versenyben.

A két palyazot tijékoztattdk arrdl, hogy — felvétel esetén — a kezdd fizetésiik havi 2000
dollér lesz, ez azonban gyorsan fog emelkedni: havonta 150 vagy félhavonta 50 dollarral
— szabadon lehet vélasztani a két lehetdség kozott.

Az egyik palyazé a havi 150 dolldros emelést valasztotta, a masik a félhavi 50 dollarosat.
Az utébbit vették fel.

Miért?

15. (Folytatas)

Az n-edik hénapban mi lenne a fémérndk fizetése az elsd, illetve a masodik véltozat
szerint?

16. Egy ottagl szdmtani sorozat tagjainak dsszege 180, a negyedik és 6todik tag dsszege
81. Hatdrozd meg a sorozat tagjait!



I1. Szamtani sorozatok n-edik tagja. Az n-edik tag jeldlése.
Rekurzivan megadott sorozatok

17. Sokszor hatdroztuk meg mar egy-egy konkrét szimtani sorozatnak az n-edik tagjat.
Végezziik el most ezt dltaldnosan!

Milyen adatokat érdemes paraméterrel jelolni?

Megoldas:

Jeloljiik a-val a sorozat elsé tagjat és d-vel a ,kiilonbségét” (tehat azt a szdmot, amit
hozz4 kell adni egy tagjdhoz, ha meg akarom kapni a kdvetkezd tagot).

Ekkor a méasodik tag: a +d.

a harmadik tag: a+2d,..., és minden 1épésnél d-vel n6ének a tagok. Hany 1épés-
sel jutok el az els6tdl az n-edik tagig? Nyilvan (n — 1) 1épéssel
(mert az elsd taghoz nem kell eljutni, csak az 0sszes tobbihez).
a-t6l indultunk, és (n — 1)-szer noveltiink d-vel, igy az n-edik tag:

a+ (n—1)d

18. Kéne valami jelolést taldlni arra, hogy egy sorozat n-edik tagja. A jelolésnek tartal-
maznia kell két lényeges informéciSt: hogy melyik sorozatrol, és annak hanyadik tagjarsl
van sz0.

Altaldnosan elterjedt jelolések egy sorozat tagjaira:

a, d, dz,... dp, dp+1, - .-
b1, by, b3,. ..
Cl1, €C2, C3,...

Gyakoroljuk ezt a jelolést néhdny egyszerd példan:

a) a,=3n+4

Ird fel a sorozat els6 5 tagjat!

+ 1)
p) o = Mt D
) Cn >
Ird fel a sorozat elsG 5 tagjat!
n
¢ by =
b b n+1

Mi ennek a sorozatnak a hetedik tagja?

d) an = n* + 2n

Szerepel-e ebben a sorozatban a 940?



19. Legyen aj, a», as,... szamtani sorozat.

a, =7

20. Az ay, ay, asz,... sorozatrdl a kovetkezdket tudjuk:
ag =7 8é ap+1=a,+2 m=1,2,3,...)
Hatdrozd meg a sorozat elsé néhany tagjat!

Ird fel a,-et kozvetleniil n segitségével!

. a1 =4, ay+1 = 2ay, n=1,23,...)
ElsS néhdny tag?
an:?
22. a1 =1, ay+1 = nay n=1,2,3,...)
das =7
an:?
23. a1 =7, ap+1=a,+n (Mm=1,2,3,...)
as =7
24. a) =2, a4 = @ n=1,23,...)
appo =7
1
25. a1=9, an+1 = — (I’l=1,2,3,...)
an
azz =7

A 20-25. feladatokban rekurzivan megadott sorozatokkal taldlkoztunk. Ez azt
jelenti, hogy meg van adva, hogy a sorozat hogyan kezdddik, és egy képzési
szabdly, amivel a tagokat egymds utdn meg lehet hatrozni.

Kényelmesebb, ha a,-re kozvetlen képletet is ismeriink (amely az el§zd ’ragol(
ismerete nélkiil, pusztan n segitségével fejezi ki ay-et), ezért ha van rd méd,
a rekurzivan megadott sorozat n-edik tagjara célszerd ilyen képletet is taldlni.

26. a, =Tn—1
Bizonyitsuk be, hogy a;, a», as,... szamtani sorozat!

Hogyan 4ltalanosithat6 a feladat?



27. Mekkora az dbrén lathaté 1épcsdk teriilete?

28. 1+2+3+...+n="?
29. Mi az elsS (n + 3) pozitiv egész szam Osszege?

30. Mi az els6 2n pozitiv egész szdm Osszege?

10
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I11. Egy kis szazalékszamitas

31. Egy gydr évi termelése egy-egy év alatt 20%-kal csokken, 10%-kal ng, tovdbba
30%-kal n6, de nem feltétleniil ebben a sorrendben.

Milyen sorrendben kovetkezzenek ezek be, hogy a negyedik évre a leheté legnagyobb
termelés j6jjon ki?
Példaul ez az egyik lehetdség: 1. év: +30%, 2. év: +10%, 3. év: —20%.

32. Egy téglalap egyik oldaldt 20%-kal csokkentjiik.

Mennyivel noveljiikk meg a masodik oldalt, ha azt akarjuk, hogy a teriilete valtozatlan
maradjon?

33. Egy gép érat eldszor 70%-kal felemelték, majd a felemelt drat 40%-kal csokken-
tették.

Az igy kapott ar hany szdzalékkal tobb az eredetinél?

34. Egy 6ra arat 20%-kal felemelték, majd a felemelt drat 20%-kal csokkentették.

Az igy kapott ar hany szdzaléka az eredetinek?

35. Egy luxuscikk drat valahdny szdzalékkal megemelték, majd miutdn igy nem volt
elég kelendd, a felemelt drat ugyanannyi szdzalékkal csokkentették. Igy végiil feleannyiba
keriilt, mint eredetileg.

Hény szazalékos volt a két arvéltozas?

36. Egy gyar évi termelése 1981-rl1 1982-re kétszer annyi szdzalékkal ndtt, mint
1980-r61 1981-re. 1980-ban 480 tonnat, 1982-ben pedig 900 tonnat termeltek.

Hény szazalékkal nétt a termelés évrdl évre?

11



IV. Nehany sorozat n-edik tagjanak, illetve
az elsd n tag dsszegének meghatarozasa

37. Egy didsgazdag fiatalember — kezében a 100000 dolldros apai 6rokséggel — elment
Monte-Carléba szerencsét probdlni. Az elsé nap még csak 1 dollart vesztett, de attdl

27

kezdve minden nap éppen 2 dollarral vesztett tobbet, mint az el6z6 nap.
Mennyi id6 alatt fogyott el a 100 000 dollar?

38. Hatdrozd meg az elsG n pdratlan természetes szam Osszegét!
39. Mi az els6 (3n — 1) pératlan természetes szdm Osszege?

40. 1 liter vizben feloldunk 10 g s6t. Ezutdn a viz 6t6dét kiontjiik, és a helyére tiszta
vizet toltiink, majd ezt a miiveletet még tovabbi 49-szer (0sszesen tehat 50-szer) elvégez-
ziik. Mennyi s6 marad meg a végére a 10 g-bol?

41. Két gyar évi termelése 1980-ban azonos volt: 100 tonna. Az egyik ett6l kezdve évi
10%-kal, a masik pedig évi 100 tonndval noveli a termelését. Melyik termel tobbet hosszud
tdvon?

Nézd meg az évi termelést példaul 30 év mulva! Valtoztass a szdmadatokon, és vizsgald
meg, hogy megviltozik-e a helyzet! (Csak az érdekel minket, hogy az — esetleg tavoli —
jovében melyik gyar évi termelése lesz nagyobb.)

42. Hatérozd meg az elsé n darab 3-mal osztva 2 maradékot adé pozitiv egész szdm
Osszegét!

43. n egyenes legfeljebb hany részre végja fel a sikot?

44. a, =3, aps1=an+2n (n=1,2,3,...) K

an, =17

45. Abrinkon két meredek tit és egy azok kozott kigy6z6
szerpentin lathato.

Hényféleképp lehet eljutni A-bdl a Kildtéhoz (K), ha a
meredek utakon és a szerpentinen — akdr felvdltva is —
haladhatunk?

12



46. ay =3, ax =4, ap+2 = an+1 — ay
3) ap ="?
*b) aipo0 =7

47. a1 =1, ar =2, ap+2 = ap - ap+1

ajp =? (Elég miiveleti jelekkel felirni.)

n=1,23,...)

13



V. A sorozat fogalma

48. Van-e olyan sorozat, amelyben minden egész szdm szerepel?
49. Hogyan definidlndd a sorozat fogalmat?

50. A sorozat intuitiv fogalma:

Tetszbleges dolgok egymads utan elhelyezve.

Véges sorozat: Végtelen sorozat:

(a1, ar, az,... ap) (a, a2, as,...)

Van egy elsé tag, aztdn egy Van egy elsé tag, aztdn egy
mésodik tag, és igy tovibb az mésodik tag, és minden n-re (n
n-edik tagig. pozitiv egész) van egy n-edik
To6bb tag nincs. tag.

Péld4ul: Peldaul:

(kedd, 5, 3, kedd) (2,1,4,1,6, 1,8, 1,...)

51. A sorozat hivatalos fogalma:

Definicio:
Sorozatnak nevezziik az olyan fiiggvényt, amelynek értelmezési tartomdanya a
pozitiv egész szdmok halmaza. Az n szdmhoz hozzarendelt elemet a sorozat
n-edik tagjanak mondjuk.

(Ezek az elemek nemcsak szdmok, hanem barmiféle dolgok lehetnek, és a
hozzarendelés mddja is teljesen tetszbleges lehet.)

Megjegyzesek:

(1) Az 1, 6, 11, 16, 21, 26,. .. szamtani sorozat iddig valami olyasfélét jelentett a szd-
munkra, hogy az 1, a 6, a 11 stb. szamokat elhelyeztiik szépen egymas mellé egy végtelen
hosszu, képzeletbeli vonal mentén. Pontosabban nem tudtuk volna elmagyardzni, hogy
mirdl is van sz6 itt tulajdonképpen. A matematikdban j6 néhany fogalmat hasznélunk,
amelyet csak szemléltetni tudunk, de pontosan elmagyardzni — azaz egyszerlibb fogal-
makra visszavezetni — nem. A matematikusok egy része arra torekszik, hogy az ilyen
fogalmak szamat legalabb csokkentse, mégpedig Ggy, hogy ezek egyikét-masikat — akar
kissé mesterségesen, erSltetetten is — de visszavezesse a tobbi el nem magyarazott foga-
lomra.

Egy ilyen visszavezetéssel taldlkoztunk most. Eszerint a fent emlitett 1, 6, 11, 16,. ..
sorozatban ezentuil fiiggvényt kellene latnunk, mégpedig azt a hozzirendelést, amely
1-hez 1-et, 2-hoz 6-ot, 3-hoz 11-et stb. rendel:

14



Ez a fiiggvény persze igy is megadhat6:
x+—>5x—4, x€ENT;
vagy f(x) =5x—4 (x pozitiv egész).

Ez a visszavezetés nem felel meg egészen az eredeti képilinknek, hiszen a sorozatot
nem hozzdrendelésként képzeljiik el, mégis latnunk kell, hogy az dj fogalom tokéletesen
helyettesiti a régit. Végiil is mindegy, hogy azt mondjuk: ,.elemek egymds utdn, minden
n-re van egy n-edik elem”; vagy azt, hogy egy hozzarendelésrdl van sz6, amely minden
n pozitiv egészhez ad egy valamilyen n-hez hozzarendelt elemet.

(Persze az ilyen visszavezetés igen viszonylagos érték, hiszen a hozzarendelés sz6
jelentését mar nem magyardztuk meg. Nem torténne semmi tragédia, ha a sorozatot sem
magyardzgatnink, hanem haszndlnank a természetes elképzelésiinket.)

(2) A megismert ,hivatalos” definici6 a végtelen sorozatra vonatkozik. Sorozaton iltala-
ban végtelen sorozatot értiink. A véges sorozat fogalméra is adhaté hasonl6 jellegi defini-
cio: a véges sorozat olyan fiiggvény, amelynek értelmezési tartoménya az els6 valahdny
pozitiv egész szdm halmaza.

Megallapodas:

A tovédbbiakban — ha az ellenkez6jét nem mondjuk — sorozaton kizdrélag (végtelen)
szamsorozatot fogunk érteni.

2

52. a) Sorozat-e az x — x> (x = 0) fiiggvény?

1
b) Sorozat-e az x— — (xENT) fiiggvény?
x

Ha igen, hogyan lehet més jel6léssel megadni?

15



c) A (©,1,0,1,0,1,... ) sorozat melyik fiiggvényt jelenti? Mihez mit rendel
hozz4 ez a fliggvény?
Megjegyzés:
Szigordan véve felsoroldssal nem lehetne sorozatot értelmezni, hiszen a meg-
adott néhany tagot barhogyan lehet folytatni. Mégis gyakran adunk meg so-

rozatot az els6 néhany tag felsoroldsdval — ilyenkor egy (pontosan soha meg
nem fogalmazott) kozmegegyezésre tamaszkodunk.*

53. Kiilonbozo lehetséges jelolesek ugyanarra a sorozatra:
al) (a1, a2, as,... )
a2) a, ay, as, ...
b) a, a:Nt =R (Nem szokdsos, bér teljesen logikus.)

¢) n—a, (nENT)

d1) (an) ,en+

d2) (an)

d3) a, (Pontatlan, mivel igy jeloljiik a sorozat n-edik tagjat is.)

* Ezzel sokan nem értenek egyet!

16



Megjegyzések:
(1) Az a és az n betii helyett hasznalhatunk més bet(it is, tehat példdul (c;),
(dy) szintén jelolhet sorozatot.

(2) A fiiggvényeknél megszokott jelolések szerint az n-hez hozzérendelt ele-
met, vagyis au-et a(n)-nel kellene jelolniink. Ez természetesen megengedett,
de éppigy nem szokdsos, ahogy a b)-beli jelolés sem az.

Példak egyazon sorozat tobbféle lehetséges megadasara:

a) x—3x+2 (xeNT)

b) (an), ap=3n+2,nENT

¢) a, =3n+2

d) Gn+2),en+

e) 3n+2)

f) @) =@Gn+2)

g) (5,8 11,14,...) (Léasd az 52. pont megjegyzését.)

Sorozat megaddsdndl valamilyen mdédon tisztdzni kell, hogy a sorozat n-edik tagjat (n
tetszbleges pozitiv egész értékére) hogyan lehet meghatidrozni. Ennek médja barmilyen
lehet. (Lasd példaul a 13., 22., 24., 45., 46., 48. feladatokban, illetve a megolddsukban
szerepl6 sorozatokat!)

54. Definicio:
Az (a1, a», as,...) sorozat monoton novekedd, haa; < a; <az < ...
Szigorian monoton novekedd, ha a; < a; < a3z < ...
Hasonldan értelmezhet$ az is, hogy egy sorozat (szigorian) monoton fogy.
Definicia:
Egy sorozat feliilr6l korlatos, ha létezik olyan A szam, amelynél a sorozat
minden tagja kisebb vagy egyenld.

Ide esik a sorozat minden tagja!

1

bNY )

A sorozat alulrdl korlatos, ha 1étezik olyan B szdm, amelynél a sorozat minden
tagja nagyobb vagy egyenld.

Ide esik a sorozat minden tagja!

1

B
Egy sorozat korlatos, ha alulrél is, feliilrél is korlatos.

17



55. Tudsz-e mondani olyan szigordan monoton n6v$ sorozatot, amely korlatos?

56. Adj példat olyan korldtos sorozatra, amelyben sem legnagyobb, sem legkisebb elem
nem taldlhat6!

57. Konstrudlj olyan sorozatot, amelyben minden pozitiv egész szam végtelen sokszor
szerepel!

58. A 3, 7, 10 szdmokbdl hany
a) 3
b) 5
¢) 10

tagu sorozat készithet6? (Egy szdm tobbszor is felhaszndlhatd, és nem kotelezd minde-
gyik szdmnak szerepelnie.)

59. Az 1, 5, 10, 17, 23 szamokbdl hany husztagd sorozat képezhetd?

60. Konstrudlj olyan pozitiv egész szamokbdl dll6 H halmazt, amelyre igaz, hogy
n akkor &s csak akkor eleme H-nak, ha (n+3) nem eleme a halmaznak (n pozitiv egész szam).

Hény ilyen halmaz van?

61. Modositjuk az el6z6 feladatot: Irjunk (n + 3) helyébe (2n)-et!

A kérdés ugyanaz.

62. Bontsd fel a természetes szamok halmazit
a) hdrom végtelen halmazra,
b) négy végtelen halmazra,
¢) tiz végtelen halmazra,

d) végtelen sok végtelen halmazra!
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VI. Szamtani sorozatok

63. Mi a feltétele annak, hogy az (a,) sorozat szdmtani sorozat legyen?

64. Tobb alkalommal hatdroztuk meg mar egy-egy megadott szamtani sorozat els n
tagjanak Osszegét. Most elvégezziik ezt dltaldnosan.

Legyen aj;, az, as,... szamtani sorozat, és jeloljik d-vel a szomszédos tagok kiilonb-
ségét (a szamtani sorozat differenciajat).

d=ay—ay=a3—a, = ...

Hatarozzuk meg (a; +a; +az +... +ay) értékét!

65. Most néhény villimkérdés kovetkezik. Fejben probalkozz a megolddssal, és csak a
végeredményt ird le! (Ha nem megy fejben, akkor is torekedj a minél rovidebb megol-
dasra.)

a) Egy 20 tagi szdmtani sorozat elsd tagja 7, az utolsé tag 77. Mennyi a tagok
Osszege?

b) Egy szdmtani sorozat 32. tagja 150; a 34. tagja pedig 156. Mennyi a 35. tag?
Hanyadik tagként szerepel a 1807

¢) Egy szdmtani sorozat els6 5 tagjanak dsszege 60. Mi a sorozat harmadik tagja?

d) Egy szdmtani sorozat elsS 11 tagjanak 6sszege 1. Megdllapithat6-e ebbél a so-
rozat valamelyik tagjanak az értéke?

e) Egy szdmtani sorozat harmadik tagja 4, szdzadik tagja 6. Mi az 6todik tag?

f) Egy hiromszog szogei szamtani sorozatot alkotnak. Tudsz-e ebbdl kovetkeztetni
a haromszog valamelyik szogének nagysdgéara?

g) Egy szamtani sorozat hetedik és negyedik tagjanak kiilonbsége 15. Mi a
102-edik és a 97-edik tag kiilonbsége?

66. Egy szdmtani sorozat 6todik és kilencedik tagjdnak osszege 14, a harmadik és ha-
todik tag 0sszege pedig 24. Melyik sorozatrdl van sz6?

67. Egy szamtani sorozat masodik és 6todik tagjanak szorzata (—20). A harmadik és a
hatodik tag 6sszege 5. Mi a sorozat elsé tagja és a differencidja?

68. Egy szamtani sorozat elsd 3 tagjdnak dsszege 15, szorzata (—120). Melyik sorozatrdl
van sz6?
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69. Egy szdmtani sorozat elsd 5 tagjanak Osszege 10, négyzetdsszege 110. Hatdrozd
meg az els6 tagot és a differenciat!

70. Most egy koriilbeliil 4000 éves feladat kovetkezik az egyiptomi matematikabal:

Osszunk szét 6t ember kozott 100 cipdt ugy, hogy a masodik ember ugyanannyival
kapjon tobbet az elsénél, mint a harmadik a masodiknl, a negyedik a harmadiknal és az
otodik a negyediknél. Még azt is megkivanjuk, hogy a harom legnagyobb rész egyiittesen
7-szer annyit tegyen ki, mint a két legkisebb 0sszege.

71. Mennyi a 100 és 200 k6zé esd 3 nevezdjl tortek 6sszege?

72. Egy 6 tagi szamtani sorozatban a tagok Osszege 90, és a legkisebb tagnak épp
kétszerese a legnagyobb. Melyik szdmtani sorozatrél van sz6?

73. Egy sokszdg szdgei nagysdg szerinti sorrendben:
120°, 125°, 130°,...

Hény oldala van a sokszdgnek?

74. Egy szamtani sorozat differencidja 3, az els6 elem n, az els6 n elem Osszege 235.
Meghatarozandé n értéke.

75. Egy szamtani sorozat differencidja % Az els6 n elem Osszege 81. Az els6 (n + 4)
elem Osszege 124. Mekkora az n értéke, és mi a sorozat elsd tagja?

76. Egy szamtani sorozat elsd 5 tagjanak dsszege 15, szorzata 210. Melyik ez a sorozat?

77. Egy szamtani sorozat elsd 4 tagjanak Osszege 4, szorzata 105. Melyik sorozatrél van
$20?

78. Add meg az 6sszes olyan derékszogii haromszoget, amelynek az oldalai szdmtani
sorozatot alkotnak!

Alkalmazésként oldd meg az Osszefoglalé feladatgyiijtemény 3506., 3520. és 3540. pél-
d4jat!

79. Egy hdromszog oldalai szdmtani sorozatot alkotnak. A haromszoégnek van 120°-0s
szoge. Hatdrozzuk meg az oldalak ardnyat!

80. Egy szdmtani sorozat elsé 100 tagjanak sszege 100, a kovetkezs 100 tag sszege
300. Mi a sorozat elsé tagja és differencidja?
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81. Egy szdmtani sorozat els§ tagja 1, els§ n tagjanak sszege 400, a kovetkezd n tag
osszege 1200. Allapitsd meg n értékét és a sorozat differencidjat!

82. Bizonyitandd, hogy ha egy szdmtani sorozat elsé 9 elemének Gsszege harmada a
kovetkez6 9 elem Osszegének, akkor az elsé 99 elem Osszege is harmada a kovetkezd 99
elem Osszegének.

Hogyan lehetne ezt az 4llitast dltaldnositani?

83. Bizonyitandd, hogy 17 szomszédos szdm Osszege oszthat 17-tel! Igaz-e az éllitds
17 helyett 16-ra?

84. Tudsz-e mondani hdrom olyan szdmot, amelyek nem fordulhatnak el§ ugyanabban
a szdmtani sorozatban (vagyis nincs olyan szdmtani sorozat, amelyben mindharom sze-
repel)?

85. Egy monoton névs (végtelen) szdmtani sorozatnak eleme a 3 és az 5. Dontsd el az
alabbi szamok mindegyikérdl, hogy az A, B, C Aéllitdsok koziil melyik igaz r4!

A: Biztosan szerepel a sorozatban.
B: Biztos, hogy nem szerepel a sorozatban.

C: Sem A, sem B nem teljesiil.

1
A szamok: 111, 222, 95, 1001, +250, =7, +/10.
86. Adj meg két szigortian monoton nové (végtelen) szdmtani sorozatot Ggy, hogy

a) ne legyen kozos elemiik,

b) csak egy kozos elemiik legyen!
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VIl. Mértani sorozatok

87. Mi a feltétele annak, hogy az (a,) sorozat mértani sorozat legyen?

88. Bankba tettem a pénzemet. Evi 8 %-os kamat mellett hany év alatt né a hiszszoro-
sdra a betett 6sszeg?

89. Egy gyar termelése minden évben ugyanannyi szazalékkal emelkedett. 15 év lefor-
gdsa alatt a termelés a nyolcszorosdra nétt.

Hény szazalékos volt a ndvekedés évrdl évre?

90. Az A iizem évi termelése hdromszorosa a B lizem évi termelésének. Az A lizemben
évi 10 %-os, B-nél évi 15 %-os novekedést irdnyoztak el6. Ha minden a terv szerint halad,
hany év milva éri utol a B iizem évi termelése az A lizemét?

91. Legyen aj, az, asz,... mértani sorozat. Ez azt jelenti, hogy van egy ¢g szdm, melyre
a sorozat tagjai igy kaphat6k meg egymdsbdl:

a = ayiq, asz = ayq, a4 = azq,...
g-t a mértani sorozat kviciensének (hdnyadosdnak) nevezziik.*

Irjunk fel képletet a,-re!

92. a) Mutassuk meg, hogy ha (a,) szdmtani sorozat, akkor a; szdmtani kozepe
ay—q-nek és aj 4 1-nek (k = 2)!
(S6t: szamtani kozepe ay— ,-nek €s a4 p,-nek is, ha k > p.)

b) Igaz-e, hogy ha (a,) mértani sorozat, akkor a; mértani kozepe ay_,-nek és
ak+1—nek (k = 2)?

93. Az 1, 2, 22, 23, ... szamokat nevezziik 2-hatvanyoknak. (Ez megéllapodds kér-
1
dése, hiszen % =21 V2 =22 stb. is tekinthetd lenne 2-hatvanynak.)
a) Sejtsd meg, hogy mi az els6 n 2-hatvdny Osszege!

b) Hatdrozd meg az elsé n 2-hatvany szorzatit!

* g értékét éltaldban a sorozat meg is hatdrozza.
Van azonban egy kivételes eset, a (0, 0, 0, ... ) sorozat. Itt g értéke barmi lehet.
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94. Vezessiik le dltaldnosan a mértani sorozat dsszegképletét! Legyen ay, aq, a1q>,. . .
mértani sorozat, ¢s mi képletet szeretnénk talédlni az els6 n tag osszegére. Jeldljiik x-szel
a keresett, ismeretlen szamot:

ar+aigtaig®+... +aig"=x

Most jon a nagy otlet: szorozzuk meg az egyenl6ség mindkét oldalat g-val!
ag+a@d+ag+... +aid" =xq

Prébald meg innen 6nélléan befejezni a levezetést!
95. Hatdrozd meg az els6 n 3-hatvany (1, 3, 3%, ... ) Osszegét és szorzatit!

96. Egy mértani sorozat els6 tagja 7, kviciense 5.
a) Szerepel-e a sorozatban 10-nek valamilyen hatvanya?

b) A sorozat hanyadik tagja lesz harmincjegyfi?

97. Egy 20 tagd mértani sorozat els§ tagja 3, utolsé tagja 4. Mi az 6todik tag? Mi a
tagok Osszege? (Csak miiveleti jelekkel kell felirni!)

98. Egy végtelen mértani sorozat minden negyedik tagjit bekarikdztuk. Igaz-e, hogy a
bekarikédzott szamok is mértani sorozatot alkotnak?

Mi a helyzet szdmtani sorozat esetén?

99. Villimkérdések kovetkeznek. LehetSleg fejben oldd meg ket!
a) Egy mértani sorozat 79-edik tagja 150, a 80-adik tag 300. Mi a 82-edik tag?
b) Egy mértani sorozat 120-adik tagja 25, 122-edik tagja 100. Mi a 125-6dik tag?

¢) Egy mértani sorozat 99-edik tagja (—20), 105-6dik tagja (—60). Mi a 111-edik
tag?

d) Egy mértani sorozat 77-edik tagja 160, 80-adik tagja 40. Hinyadik tagként
szerepel a 2,57

e) Egy mértani sorozat elsé hiarom tagjdnak szorzata 64. Mi a masodik tag?

100. a) 1—-2+2>2-23+... 2" =9

b) 1-3+32-33+... +3% =2

1
¢) S+4+2+... +2—,,=?

23



101. Egy mértani sorozat els6 eleme 243, n-edik eleme (—32), az els6 n elem osszege
133. Meghatarozand6 a sorozat masodik tagja.

102. Tiz éven at minden év elején betettem a bankba 6000 forintot. Mennyit ér a betét-
konyv a tizedik év végén, ha a kamat 5 % ?

103. 200000 forintot kaptam kolcson évi 7 %-os kamatra. 20 év alatt kell visszafizetnem
évi egyenld részletekben. Egy év elteltével fizetek el6szor. Mekkora az évi torlesztés
értéke?

104. 300000 forintom van egy 5 %-os betétkonyvben. Minden év elején kiveszek 16 000
forintot. Hany év alatt fogy el a pénzem? (Az elsé 16000 forintot akkor veszem ki,
amikor a 300000 forint mar egy éve bent fekszik.)

105. Egy mértani sorozat els$ 3 tagjanak osszege 19, a harmadik tag 5-tel nagyobb az
elsénél. Melyik sorozatrél van sz6?

106. Egy 7 tagi mértani sorozat els6 4 tagjdnak Osszege 15, az utolsé 4 tag Osszege
pedig 120. Melyik ez a sorozat?

107. Egy 4 tagi mértani sorozat két sz€1s6 tagjanak osszege 26, a két kozépss Osszege
(—6). Mi a sorozat elsd tagja és kvdciense?

108. Egy mértani sorozat elsé 4 tagjanak osszege 2, az elsG 8 tag Osszege 34. Mi a
sorozat elsé tagja és hanyadosa?

109. Harom szam egyszerre alkot mértani és szamtani sorozatot. Hatdrozd meg az dsszes
ilyen sorozatot!

110. Harom szdm szdmtani sorozatot alkot. Osszegiik 45. Ha az els6 szdmhoz 2-t, a ma-
sodikhoz 3-at, a harmadikhoz 7-et hozzdadunk, mértani sorozatot kapunk. Mi az eredeti
harom szam?

111. Héarom szdm mértani sorozatot alkot. Osszegiik 37. Ha az els6 szdmhoz 5-ot, a
masodikhoz 4-et, a harmadikhoz 2-t hozzdadunk, szdmtani sorozatot kapunk. Melyik
harom szdmbdl indultunk ki?

112. Hédrom szdm mértani sorozatot alkot. Ha a harmadik szdmot 3-mal csokkentjiik,
szdmtani sorozatot kapunk. Ha még az elsd szdmot is csokkentjiik 1-gyel, ismét mértani

sorozathoz jutunk. Mi volt az eredeti harom szam?

113. Egy négytagd mértani sorozat elemeihez rendre 1-et, 6-ot, 2-t, illetve 16-ot adva
szdmtani sorozatot kapunk. Melyek ezek a sorozatok?

114. Egy négytagi szamtani sorozat elemeihez rendre 1-et, 2-t, 5-6t, illetve 11-et adva
mértani sorozatot kapunk. Melyek ezek a sorozatok?
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115. AbbSL, hogy ai, az, as,... szamtani sorozat, kdvetkezik-e, hogy

a) a}, a3, d3,... szdmtani sorozat?
a a a ~ .
b) 2%, 292, 23, .. mértani sorozat?

116. ADbDOL, hogy a;, a, as,... mértani sorozat, kovetkezik-e, hogy

a) a}, a3, d3,... mértani sorozat?
b) a, —ap, as — a», a4 — as,... mértani sorozat?
117. Tegyiik fel, hogy a;, az, as,... pozitiv tagokbdl 4ll6 mértani sorozat. Biztosak

lehetiink-e abban, hogy

1Y . .
a) (— is mértani sorozat?
dn

b) (lga,) szémtani sorozat?
¢) (y/an) mértani sorozat?

118. Az el6z6 harom feladatb6l szedjiik Gssze az igaznak bizonyult dllitdsokat, és vizs-
galjuk meg mindegyiknek a megforditasat! Melyik igaz, és melyik nem az?

119. a, aq, aq?,... mértani sorozat. Hatirozd meg
a) az els6 n tag négyzetosszegét;

b) az els6 n tag reciprokdnak 6sszegét
(feltessziik, hogy nem szerepel a sorozatban a 0)!

120. Hédrom szdm szdmtani, a reciprokaik mértani sorozatot alkotnak. Adjuk meg az
Osszes ilyen szdmharmast!

121. Hédrom szdm szdmtani, a négyzeteik mértani sorozatot alkotnak. Adjuk meg az
Osszes ilyen szdmharmast!

122. Tudsz-e mondani hdrom olyan szdmot, amelyek nem fordulhatnak el ugyanabban
a mértani sorozatban (vagyis nincs olyan mértani sorozat, amelyben mind a hdrom szdm
szerepel)?

123. Bizonyitand6, hogy ha egy (végtelen) mértani sorozatban legalabb két raciondlis
szam szerepel, akkor a sorozatnak végtelen sok raciondlis tagja van. Mutassuk meg azt
is, hogy a raciondlis tagok sorszdmai szdmtani sorozatot alkotnak!
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VIIL. Teljes indukeio

n-n+1)-n+2)
3
Szorgos Szilard szamologéppel kivanja ellendrizni a fenti azonossdg helyességét.

124. 1-2+2-3+... +n-(n+1)=

n=1,2,...1500-ra mir meg is gy6z38dott az allitds igazsdgardl, ekkor azonban a gép
vératlanul elromlott.

— Milyen kér! — kidltott fel Szorgos Szilard. — Hiszen engem leginkabb az érdekelt volna,
hogy az egyenldség n = 1501-re igaz-e.

Meg tudnink-e valahogy nyugtatni Szorgos Szilardot?

125. Bizonyitandd, hogy
n-nm+1)-n+2)-(n+3)

1-2:34+2-3:44+... +n-n+1)-(n+2)= 1

126. Bizonyitandé, hogy
n-+1)-Qn+1)

124224324+, +n%= G

Megoldas:

1-2-3

—

(2) Mutassuk meg, hogy ha az allitas igaz egy szamra, mondjuk k-ra; akkor igaz a raké-
vetkezd szamra, vagyis (k + 1)-re is.

(1) Az 4llitas igaz, ha n = 1. Ekkor 1% =

Bizonyitas: (A hidnyz6 részeket Neked kell pétolnod!)

k-(k+1)-Q2k+1)
6
Ezt szeretnénk ebbdl beldtni: 12 + 22 + 3>+ ... + k> + (k+1)* =

A bal oldal ennyit nétt:

Ezt tudjuk: 12 +22 +32 +... +k*> =

A jobb oldal pedig ennyit:

(3) Az(1) pont szerint az 4llitds igaz, ha n = 1;

a (2) pont szerint ekkor igaz n = 2-re is,
n = 3-rais,
n = 4-re is,
n = 5-reis,

Az allits tehdt minden n-re igaz.
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1 1 1
2. —+—+... —— =
2. 7553 n-(n+ 1)

128. P +22+33+ ... +n°=

129. Bizonyitando:
1-1'+2-21+3-3'+... +n-nl=m+1! -1

130. Bizonyitsuk be, hogy
(1+x)"=14+n-x, ha n pozitivegész és x = —1.

131. Bizonyitando:

132. Igazoljuk, hogy
2" > p? han = 4 és egész szam.

133. Jeloljiik f,-nel az n-edik Fibonacci-szdmot:

h=1L fHh=1 f3=2, fa=3, s=5,... fat2 = Ju + fu+1.
a) itfHh+... +f=
b) A+ +... +f2=

A jobb oldalon nem csak n szerepelhet, a sorozat tagjait is felhaszndlhatjuk
(példul £y, fon stb.).

134. Mutassuk meg, hogy a szomszédos Fibonacci-szdmok mindig relativ primek!

135. Rajzoljunk meg a sikon véges sok egyenest tetszlegesen! Ezzel a sikot néhdny
részre felosztottuk. Bizonyitsuk be, hogy ezek a részek kiszinezhet6k két szinnel dgy,
hogy kozos hatarvonallal rendelkezé részek szine mindig kiilonbozs legyen!

RS
CRRILRAXRS

ZORIRIKI 255
QKIS R
doteled R RRRRRIKAES

KKK, 2 XRXRK
SSKRKIKKSS b o
LI, Oteotetetotetes:
KRR s rene
SR

X

> Y
KX

9%% 4

LK

K>
&
%
Dodosededede!
beSode’
bo%e

%%

SRRIEIIKIILK
RS
s s ettt tetatat s,
BRI
LSRRI A
SRR

>
%%

%

0
RRRRKK
SodoTedetedes

27



1 1
136. Tegyiik fel, hogy a+ — egész. Bizonyitand6, hogy a”" + — is egész (han egész
a a

szam).

137. ay = 3
a, =7

138. ay = 2
ay = ?

an+1 = 2ap — 1

an+1 = 3a, + 2

139. Bizonyitandd, hogy egy pingpong kirmérkszés résztvevdit (a verseny utdn) mindig
sorba lehet éllitani gy, hogy mindenki mogott (az utolsét kivéve) olyasvalaki alljon, akit

6 legy6zott.

140. Foglaljuk Gssze a teljes indukcids bizonyitas jellegzetes gondolatmenetét.
Adva van dllitdsoknak egy végtelen sorozata: Ay, Aj, Az, Ag,...

T 1
Példaul A — ==
cldaau 1 12 2
T 1 2
A2'1-2+2-3_§’
T 1 1 3
Az = -
3972723734 4’
T 1 1 1 4’
Ay + + + = -
1.272.33.44.5 5
T 1 "
altala A —F ——+. .. =
altaldnosan n 1'2+2'3+ +n-(n+1) P

Célunk annak belatdsa, hogy mindegyik 4llitas igaz.

A kovetkez6képpen bizonyitjuk ezt be.

(1) Elszor is megmutatjuk, hogy .

(2) Ut4na igazoljuk, hogy minden n-re: [ha A, igaz, akkor A, is igaz|.

Ezzel mar készen is vagyunk! Miért?
Abbdl, hogy A igaz, kovetkezik, hogy A, is igaz.
Abbdl, hogy A, igaz, kovetkezik, hogy Az is igaz.
Abbdl, hogy Aj igaz, kévetkezik, hogy A4 is igaz.

Tehit (A, minden n-re igaz|.
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Néha nem a fenti médon, hanem annak kisebb-nagyobb mddositasaval bizonyitunk. Pél-
ddul a 132, feladatndl csak az A4, As, Ag... dllitdsok igazsdgéaval foglalkoztunk. Az
is el6fordul, hogy nemcsak A,-r6]1 kovetkeztetiink A, 4+;-re, hanem sziikségiink van a
megel6z6 éllitasokra is.

Erre egy példa:
Mutassuk meg, hogy f, < 1,7" (f, az n-edik Fibonacci-szdm).

141. A, A,, As,... dllitdsok egy sorozata. Mondani fogok kiilonféle feltevéseket az
A, 4llitdsokrdl, és Neked az a dolgod, hogy megallapitsd: mire lehet kovetkeztetni a
feltételekbdl (vagyis mely 4llitdsok igazsiga vagy hamissdga vezethetS le beldliik).

a) (1) Ao igaz.
(2) Ha A, igaz, akkor A, 4+ is igaz.

Megjegyzés:

Az elozo feltetelnél nem tisztaztuk, hogy n miféle ertekeket vehet fel. llyen esetben ezt
mindig igy kell &rteni, hogy a feltétel n Gsszes szoba jovd értekére (vagyis minden pozitiv
egész szamra) teljesil.

(De vo. a 74—75. feladattal. Ott a feladat szovegébdl kideriil, hogy a feltétel ¢sak n
egy meghatarozott értekere teljesiil.)

b) (1) Aigoo hamis.
(2) Ha A,, igaz, akkor A, 4+ is igaz.

¢) (1) A igaz.
(2) Ha A, hamis, akkor A, — is hamis.
d) (1) A, igaz.
(2) Ha A, igaz, akkor A, 4+, is igaz.
e) (1) A, igaz.
(2) Ha A, igaz, akkor Ay, is igaz.
f) (1) Ha A, igaz, akkor A, hamis.
(2) Ha A, hamis, akkor A, — is hamis.

g) (1) A, igaz.
(2) Ha Ay, Ay,. .. A, mindegyike igaz, akkor A, is igaz.
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IX. Vegyes feladatok

142. Az A iizem termelése 2,488-szorosa volt a B iizem termelésének. B minden évben
kétszer annyi szdzalékkal novelte termelését, mint A. (Mindkét lizem egyenletesen, azaz
évi ugyanannyi szazalékkal emelte a termelést.) Ot év utdn érte utol a B iizem termelése
az A lizemét.

Melyik gyér évi hany szdzalékkal novelte a termelését?

143. Egy gyir évi termelése 1981-r61 1982-re 10%-kal tobbet nétt, mint 1980-rl
1981-re. 1980-ban 100 tonnat, 1982-ben pedig 210 tonndt termeltek.

Hény szdzalékkal n6tt a termelés évrdl évre?

144. Egy hat tagd mértani sorozat elsé harom elemének osszege 9, a tobbiek Osszege
pedig (—=72).

Melyik ez a mértani sorozat?

145. Egy 200 tagd mértani sorozat elemeinek 6sszege 3. Ebbdl a paros sorszamu tagok
Osszege 2.

Mi a sorozat elsd tagja?

146. Egy 60 tagd szamtani sorozat pdros sorszamu tagjainak dsszege is, harommal oszt-
hat6 sorszdmu tagjainak osszege is 60.

Hatdrozd meg a sorozat els§ két tagjat!

147. Egy szamtani sorozat els6 n tagjinak dsszege 3n”> + Sn.
Melyik ez a szdmtani sorozat?

(Lasd a 141. feladathoz fizott megjegyzést!)

148. Egy sorozat elsS n tagjanak dsszege n.
a) Mi a sorozat hetedik tagja?
b) Szamtani sorozatrél van-e sz6?

149. A 2,3,7, 14, 24,. .. sorozatot az jellemzi, hogy a szomszédos tagok kiilonbsége:
1,4,7,10,... mindig ugyanannyival né.

Keress képletet a sorozat n-edik tagjéra!
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150. 0 1 4 9 16 25 36
1 3 5 7 9 11

A négyzetszdmok sorozata ald odairtuk a szomszédos tagok kiilonbségét. Szamtani soro-
zatot kaptunk.

Definicia:
Az ay, a, as,... sorozatot masodrendii szamtani sorozatnak mondjuk, ha

a szomszédos tagok kiilonbségei: a, — a;, az — a», a4 — as,... szamtani
sorozatot alkotnak.

Mutasd meg, hogy az a,, = 2n”> + 3n + 1 sorozat masodrendii szdmtani sorozat!

151. (folytatas)

Ot szam madsodrend( szdmtani sorozatot alkot. Az elsG szdm 3, az utolsé 27, a szamok
Osszege 65.

Melyek ezek a szamok?
152. Rajzoljunk meg a sikon n kort tetszGlegesen.
a) Legfeljebb hany részre vagjak fel a sikot?

b) Hany szinnel lehet a részeket kiszinezni, ha kozos hatdrvonallal rendelkezs
tartomanyoknak kiilonb6z6 szinlieknek kell lenniiik?

*153. Bizonyitandd, hogy tg 1° irracionalis!

154. Adjunk meg egy olyan sorozatot, amelyben végtelen sok paros szaim van, végtelen
sok harommal oszthaté szdm van, de nincs egyetlen 6-tal oszthaté szdm sem!

Van-e ilyen szdmtani sorozat?

*155. Hatarozzuk meg mindazon szamok Osszegét, amelyeknek primtényezds alakjdban
csak a 2 és a 3 szerepelhet, ezekbdl viszont egyiittesen épp 20 darab van jelen (ilyen
szdmok példaul: 220, 213.37 stb.)!

*156. Hatdrozzuk meg mindazon szdmok Osszegét, amelyeknek primtényezss alakjdban
csak a 2 és a 3 fordulhat eld, és mindegyikbdl legfeljebb 100 szerepelhet!

*157. Van-e olyan sorozat, amelyre teljesiil a kovetkezd allitas?

Ha a p, g szamok (p # q) szerepelnek a sorozatban, akkor szerepel a sorozatban
legaldbb egy p és g kozotti érték is.

*158. Bontsd fel a természetes szdmok halmazdt két részre dgy, hogy egyik rész se
tartalmazzon végtelen szamtani sorozatot!
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*159. Bontsd fel a természetes szdmok halmazdt két részre tgy, hogy egyik rész se
tartalmazzon végtelen mértani sorozatot!

*160. Van-e olyan sorozat, amelyben minden 0 és 1 kozotti raciondlis szdm szerepel?
161. Van-e olyan mértani sorozat, amelyben az 1, 2, 3 szdmok mindegyike el6fordul?

*162. Van-e olyan szamtani sorozat, amelyben az 1, v/2, v/3 szdmok mindegyike el6for-
dul?

163. Az (a,) sorozat elemei eleget tesznek az a, + ay+, = 6n Osszefiiggésnek minden
pozitiv egész n-re.

a) Lehet-e (a,) szamtani sorozat?

b) Add meg az 6sszes ilyen tulajdonsdgd sorozatot!

164. Egy végtelen szamsorozatban barmely harom szomszédos tag 6sszege 0. A sorozat
10-edik tagja 2, 200-adik tagja 3. Mi a sorozat 3333-adik tagja?
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