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Miért nehéz?
A feladatok megoldasahoz sziikséges gondolkodasi miiveletek

frta: dr. Majoros Maria

Tanari munkank soran nagyon sokszor taladlkozunk olyan feladattal, amelynek a
megoldésa nagyon egyszeriinek tlinik, mert csak egyetlen matematikai 1€pésbdl all, mégis a
gyerekek nehezen jonnek ra a megoldésra.

Ilyen példaul az a kozismert geometria feladat, amikor azt kell bizonyitanunk, hogy a
trapéz két atloja és a szarak altal meghatarozott haromszdgek teriilete egyenld.

D C

A B
1. 4bra

Ha a felhasznalt matematikai ismeretek szempontjabol nézziik a feladatot, akkor csak
a haromszog teriiletének kiszamitasara vonatkozd 6sszefliggést kell tudni. ABC és ABD ha-
romszogek teriilete egyenld, mert ugyanaz az alap egyenld az 4B szakasszal, a magassaguk
pedig a trapéz két parhuzamos oldalanak tavolsagéaval egyenld, igy ez is megegyezik. Ha M-
mel jeloljiik a trapéz két atlojanak metszéspontjat, akkor ezekbdl az egyenl6 teriiletekbol ki
kell vonnunk az ABM haromszogteriiletét, tehat a fennmaradé BCM illetve DAM harom-
szogek tertilete is egyenlo lesz.

Nézziik meg, a feladat megoldésa soran az érzékelés szempontjabol milyen valtozaso-
kon megy at az abra, mikdzben végig ugyanaz a rajz van elottiink.

2. dbra

A matematikatanarok tudjak, hogy ezt a fajta szemléletet fejleszteni kell. Nagyon sok
feladat kapcsolodik ennek a differencialt érzékelési képességnek a kialakitasdhoz. Ilyen pél-
déul az, amikor a gyerekeknek a kovetkezd dbran 0ssze kell szamolni, hogy hany harom-
szoget latnak.

3. 4bra

A fenti tipust tanulési jelenségek és megértésbeli nehézségek vezettek arra ra, hogy a
matematikai gondolkodas leirasanak jobb atlathatésaga miatt uj fogalmakat vezessek be.
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A matematikai gondolkodas leirasa torténhet direkt illetve indirekt megkdzelités
alapjan.

Azt tekintem direkt leirasnak, amikor a gondolkodédsi mechanizmusokat helyes fela-
datmegoldasok ¢és helyes fogalomalkotasok alapjan elemezziik. Indirekt gondolkodas
leirasrol akkor fogunk beszélni, amikor a gondolkodasi mechanizmusokat hibas
feladatmegoldas, illetve téves fogalomalkotas esetén vizsgaljuk.

Meg fogjuk kiilonboztetni a matematika szempontii és a gondolkodds-szempontu
leirasokat.

Matematika szempontunak fogunk tekinteni egy elemzést akkor, ha a feladat-
megoldasok vagy a fogalomalkotdsok soran megfigyelt 1épéseket azonositjuk azokkal
a matematikai tételekkel, amelyeket felhaszndlunk. A feladatmegoldasok soran el6for-
dulhat, hogy nem tudunk ilyen tételre hivatkozni, akkor a matematika-szempontisag
azt jelenti, hogy az egyes lépéseket a matematikai tartalomban bekovetkezett val-
tozéssal azonositjuk.

Gondolkodads szempontunak fogunk tekinteni egy elemzést akkor, ha megprobal
valaszolni a kdvetkezd két kérdésre: hogyan lehet eljutni a megoldas felismeréséhez,
illetve milyen gondolkodadsi miiveleteket alkalmazunk a feladat megoldasa soran.

A matematikai gondolkodasi miiveletek elsd rendszerezett leirdsa Pdlya Gyorgy

nevéhez flizédik. Az 6 érdeme, hogy a nagy matematikatorténeti felfedezések 1étrejottének
tanulméanyozésa, sajat és masok probléma megoldasi folyamatainak elemzése alapjan
megalkotta a matematikai gondolkodési miiveletek rendszerét.

Polya rendszerezésében a matematikai problémék megolddsa soran a kovetkezd

gondolkodasi eljarasokat alkalmazzuk:

0N R W~

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

ANwh~

analogia keresése

dltalanositas

specializalas

feladatok varidaldsa
analizis-szintézis

heurisztikus okoskodas

indukcio

ellenorzes

definiciora torténo visszavezetés
bizonyitas

rokon feladat keresése (analogia, altalanositas és specializalas alkalmazasa)
ekvivalens megoldasok keresése
szimbolikus gondolkodas
redukcio ad abszurdum

indirekt bizonyitas

sejtées megfogalmazdsa

forditott iranyu munka
kombinatorikus gondolkoddsmod

Polya Gyorgy eredménye, hogy feltarta a problémamegoldas fazisait:
a feladat megértése
tervkészités

terviink végrehajtasa
a megoldas vizsgalata
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Képzeljiink el egy tanitasi szitudciot, amikor egy atlagos képességii gyerek nem tudja
elkezdeni a fent ismertetett feladat megoldasat. Ha a Polya Gyorgy altal leirt gondolkodasi
miuveletek alapjan akarunk segiteni egy ilyen gyereknek, akkor a kdvetkezd tanacsokat
adhatjuk neki:

1. Ertse meg a feladatot!

2. Gondoljon a trapéz definicigjara és a haromszdgteriiletének kiszamitasara! (definicidra
torténod visszavezetés)

Varidlja a feladatot!

4. Probaljon visszafele kdvetkeztetni!

[98)

Ezektdl a segitségektdl altalaban nem lesz jobb a helyzet, mert ezek a tandcsok mind a
matematikai tartalomra, és nem a szemléletre vonatkoznak. Polya Gyorgy ezt maga is nagyon
jol tudta, hiszen a gondolkodas iskoldjaban leirja, hogy a matematikai ismeretek halott tudést
jelentenek a megfeleld gondolkodéasi modszerek nélkiil: "...a diak végiil is megtanulja, hogyan
kell helyesen alkalmazni ezeket a kérdéseket és utmutatdsokat, és ezzel valami olyasmit sajatit
el, ami sokkal fontosabb barmilyen matematikai részletkérdés ismereténél.”

Arra azonban, hogyan is torténik a tanulds, nem tudott igazdn haszndlhatd tandcsot adni "4
feladatmegoldads éppen olyan gyakorlati készség, mint mondjuk az uszas. Gyakorlati
készsegeket utanzdassal és gyakorlassal sajatithatunk el."

Polya utan tehat nyitott kérdésnek tekinthetjiik a kovetkezdket:

e Az éltala ismertetett gondolkodési miiveletek hogyan alakulnak ki.

e Van-e a sorrendnek szerepe, tehat van-e olyan miivelet, amelyik a masik kialakulasat
sziikségszertien megel6zi?

e Az altala megjelolt gondolkodédsi miiveletek altaldban az emberi gondolkodasra is
jellemzdk, vagy csak a matematikédhoz kotédnek?

Azt hiszem, hogy a gondolkodas fejlesztése és felfedezése nem oldhaté meg a tanitési
szakaszainak ¢és jellegzetességeinek a megismerése meg kell, hogy elézze a tanitést.
Természetesen nem oldhaté meg az értelmi fejlodés torvényszeriiségeinek a matematikara
torténd alkalmazasa sem egyénileg a tanar altal. Tehat az eredményes tanitdshoz sziikség van
a matematika tanuldsanak egy gondolkodés-szempontt elemzésére is.

A 20. szazad els6é felének nagy eredménye volt, hogy J. Piaget kidolgozta a
megismerés €s intelligencia sziiletésének szintjeit:

1. Az érzékszervi-mozgasos szint. Ez a szakasz masfél-két éves korig tart. A gyerekek a
cselekvéshez kotott tapasztalatok utjan felfedezik azokat a lényeges invaridns
tulajdonsagokat, amelyek lehetové teszik a tadrgyak megnevezését ¢és a beszéd
kialakulasat. Gondoljunk arra, hogy a gyerekek hosszii ideig a targyak
tulajdonsaganak tartjak példaul a targy helyét.

2. A mivelet eldtti gondolkodas elsd szintje. Ez a szakasz 5-6 éves korig tart. Ekkor
torténik meg a cselekvések dsszerendezodése.

3. A mivelet eldtti gondolkodds madasodik szintje. A cselekvések Osszerendezddése
képzetszinten is megtorténik. Erre vonatkozoan igen sok tapasztalatot szerezhetiink, ha
kisiskolas gyerekek matematikai feladatmegoldasat figyeljiilk meg. Hatéves kislannyal
matematikai jatékot jatszottam. Ugy kellett rendeznie a logikai készlet elemeit, hogy
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barmely rakovetkez pontosan két tulajdonsdgban egyezzen meg a megelézdvel. A
gyerek eldszor ugy oldotta meg a feladatot, hogy taldlomra felvett egy elemet,
Osszehasonlitotta a sorban utolsdval, majd eldontdtte, hogy jo-e. Az eljarast addig
folytatta, amig talalt megfelelét. Egy id6 utdin mar nem fogta meg fizikailag a
kivalasztott elemet, hanem képzeletben hajtotta végre ezt a miiveletet, és csak a jonak
itélt elemet helyezte at.

4. A konkrét miveletek elsé szintje. Ekkorra kialakul a gyerekek sorba rendezd
képessége, €s egyszerli osztalyozasokat is végre tudnak hajtani. Ezzel lehetévé valik a
cselevések megfordithatosaga, igy az elsé gondolati megforditds, a visszafele
kovetkeztetés kialakul. Ez a szint 6-9 éves korig tart.

5. A konkrét miiveletek mésodik szintje. A sorba rendezés és a megforditas kialakuldsa
az oksagi 0sszefiiggés jelentds fejlodéséhez vezet. 12 éves korban zarul ez a szakasz.

6. A formalis miveletek szintje. A gondolkodasban megjelenik az a képesség, hogy a
targyakat helyettesitd fogalmakat és szimbolumokat ugyanolyan jol tudjak a gyerekek
kezelni. Nem véletlen, hogy példaul egyenleteket 12 éves korban kezdhetiink el
tanitani.

Ha a tanulas pszicholdgiai hatterét elemezziik, akkor feltétleniil szot kell ejteniink az
asszimildcio-akkomoddcio torvényérdl, amit szintén J. Piaget fedezett fel, és irt le. Ez a
pszichikus fejlédésben megfigyelhetd alapvetd alkalmazkodasi térvény. Minden tjat a
meglévd ismereteinkhez és tapasztalatainkhoz hasonitunk, tehat a rokon vonasokat keressiik
benne. Ez az asszimilaci6. Mikozben a meglévd tapasztalataink szerint miikddtetjiik a
dolgokat, felfedezziik eltérd voltukat, és ezaltal kialakul az 0j targyrol vald redlis képzetiink.
Ez az akkomodacid. Erre igazan nagyon sok példat lehet mondani: gondoljunk arra, hogy a
kisgyerekek példaul mindent a szdjukba vesznek, és ezéltal jonnek ra, hogy a dolgok egy
része a latszat ellenére sem ehetd. A matematika tanulasdnak barmely fazisdban
megfigyelhetd, hogy barmely ujban a gyerekek eldszor a meglévd tapasztalatokkal rokon
vonasokat keresik meg. A matematikusok ennek a jelenségnek a hamis analogia nevet adjak.
A matematikai tartalom megitélése szempontjabol jogos ez az elnevezés. Az emberi
ismeretszerzés torvényszeriisége alapjan szerencsétlen, mert ha sikeriilt megérteniink az
elmondottakat, akkor a hamis analdgia a matematika tanuldsdnak és altaldban minden
tanulasnak sziikségszeri elsd lépése, tehat nem hiba. Hibava akkor valik, ha a tanulas
megreked ebben a fazisban. Az el6z0 tanévben a februdri tanulmanyban részletesen
elemeztem ezt a jelenséget.

J. Piaget nagy felfedezése az is, hogy alapvetéen harom gondolkodédsi miiveletet
kiilonboztetett meg. Ezek koziil mi kett6ét hasznalunk a matematikai ismeretek felépitésénél,
illetve a problémak megoldasanal.

1. Visszafele kovetkeztetés (a matematikai fogalomalkotds szempontjabol van kitiintetett
szerepe)

2. Nézépontvaltas (= rugalmas gondolkodas, az dsszefliggések folytonos valtoztatasa, e
nélkiil nincs eredményes problémamegoldas)

Az el6z6 évben tobb tanulmdnyban is részletesen elemeztem, hogy a visszafele
kovetkeztetésnek milyen szerepe van a matematikai fogalmak felépitésében. (Léasd az
oktoberi, novemberi és decemberi tanulméanyokat.)

Most azt fogjuk megnézni, hogyan jarulnak hozza ezek a gondolkodasi miiveletek a
sikeres feladatmegoldashoz mind a geometriaban, mind az algebraban.
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1. Egy kartyajatékos elveszti pénzének felét, majd nyer 50 forintot. Azutan elveszti
meglévo pénzének az egy otodét és nyer 40 forintot. Késobb elvesziti meglévo
peénzének az egy hatodat és még 50 forintot, igy 350 forintja marad. Mennyi pénzzel

ult le jatszani?

Allapot Gondolkodasi Matematikai miivelet Eredmény
mivelet
350 Visszafele Osszeadas 400
kovetkeztetés
400 Nézdépontvaltas Tortrészbdl egész 480
1 5 rész szamitasa
6 6
480 Visszafele Kivonas 440
kovetkeztetés
440 Nézopontvaltas Tortrészbol egész 550
1 4 rész szamitasa
5 5
550 Visszafele Kivonas 500
kovetkeztetés
500 Neézopontvaltas Szorzas 1000

2. Szerkessz paralelogrammat, ha adott b, fés a! A b oldal 5 cm, az f atlo hossza 8cm, és
a, a paralelogramma f datloval szemkozti szoge 65°.

Allapot Gondolkodasi miiveletek Matematikai Eredmény
miivelet
- A feladat Vazlat
megertése
A paralelogramma - A kiterjesztett Az adatok
tulajdonsagainak (tulajdonsagokat | kozott kapcsolat
szambavétele is tartalmazo) keresése
fogalom
megeértése
A meglévé adatok Nézopontvaltas Alapszerkesztések | Taldltunk az
alapjan mi tudunk felidézése adatokbol
megszerkeszteni szerkeszthetd
haromszoget
A feladat atfogalmazasa: | Néz6pontvaltas A szerkesztés Az ABC
szerkesztendo egy végrehajtasa haromszog
haromszog, amelyben megszerkesztése
adott 2 oldal és a
nagyobbikkal szemben
fekvo szog
Visszatérés a Néz6pontvaltas Tiikr6zés az f4tld | A hianyz6 D
paralelogramma felezOpontjara csucs
tulajdonsagaihoz megtalalasa
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3. Evelején egy iskola tanuléinak 40%-a firi volt. Evkozben a fitik szama 10%-kal
novekedett, a lanyok szama viszont 5%-kal csokkent. Hany szdazalékkal valtozott az
iskola tanuldinak osszlétszama?

Allapot Gondolkodasi Matematikai Eredmény
miivelet mivelet
Iskola Tortrész 0,4 -iskola
szamitasa 0.6 - iskola
Néz6pontvaltas = | Tortrész 0,4-iskola +0,1-(0,4 - iskola)
az alap szdmitasa 0,6 - iskola — 0,05 - (0,6 - iskola)
megvaltozott
0,44 -iskola + NézOpontvaltds = | Egész részbol iskola + 0,01 - iskola

0,57 -iskola =
1,01 iskola

visszatérés az
eredeti alaphoz

tortrészre
kovetkeztetés

4. Egy hdaromfordulos verseny elsé forduldjaban a versenyzok 95%-a kiesett. A
dontoben a masodik forduloba jutottak 2%-a versenyzett. Hanyan indultak az egyes
fordulokban, ha a dontében 23-an versenyeztek?

Allapot Gondolkodasi Matematikai miivelet | Eredmény
miivelet

Indulék Nézdpontvaltas = a Tortrész szamitasa 0,05 - indulok
maradékra
vonatkoztatunk

0,05 - indulok Nézopontvaltas = a Tortrész szamitdsa 0,02 -0,05 - indulok
megvaltoztatott
alapra
vonatkoztatunk

23 Visszafele Tortrészbol egész 23000 gyerek
kovetkeztetés rész szamitasa

Erdemes visszalapozni az el6z0 tanév aprilisban megjelent tanulméanyahoz. Ott leirtam
néhany feladatnak a mérésre és Gsszehasonlitasra, tehat a nézépontvaltas gondolkodasi
miuveletére éplilé megoldésat.

5. Hamupipokének egy zsak lencsével osszekevert babot kellett szétvalasztania. A lencse
és a bab tomegének az aranya 2:3 volt. Hamupipdke gonosz mostohdjanak ugy tiint,
hogy kevés a lencse, ezért még két kilogramm lencsét a zsdkba szort. Igy a lencsének a
babhoz valo aranya annyi lett, mint amennyi elétte a bab aranya volt a lencséhez.
Veégiil hany kilogramm lencsét és, hany kilogramm babot kellett Hamupipokének
szétvalasztania?
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6. Egyvaros 2 iskoldjaban 1240 gyerek tanul. Az egyik iskola tanuloi szamanak négy
otod része egyenlo a masik iskola tanuloi szamanak harom negyed részével. Hany
gverek jar az egyes iskolakba?

Az eddig felhozott példak tobbnyire az altalanos iskolai tananyaghoz kapcsolodnak.
Most néhany a kozépiskolaban tanitott egyenleten fogjuk megnézni. Az itt ismertetett fela-
datok mindegyikénél az egyes megoldasi 1épések kozott a nézdpontvaltas gondolkodasi mii-
velete segitségével aktivizaljuk a megfeleld matematikai ismereteket.

Fiiggvény definicidra
vagy tulajdonsagokra

Azonossagok vagy a
definici6 alkalmazasa

Az azonossagok
segitségével lebonthato

visszavezethetd utén elso vagy egyenletek
egyenletek masodfokuira

visszavezethetd

egyenletek
1. feladat

Je+3) +(x-17 =6

lx+3[+[x-1=6

3 linedaris egyenletet
kapunk

2. feladat

2 lg2x+1 ~ 25 2—lgx3
5 4

(gjlgz v+l ] (gjz(zlgf)
5 5

lg> x+1=2(1gx* —2))

3. feladat
9x+\/x2+2 _4 3X*1+\/X2+2 — 69
3x+\/x2+2 -ben
masodfokll
3x+\/x2+2: 9 Vagy
3X+m — _2
3
x+Vx*+2=2
4. feladat

sin3x+cosd4x =2

sin 3x =1 és cos 4x =1

A tanulmany elején idéztem Polya Gyorgyot, aki azt irta, hogy a matematikai
ismeretek halott tudast jelentenek a megfeleld gondolkodasi modszerek nélkiil. Ha meg
akarjuk valaszolni a cimben feltett kérdést, akkor azt kell mondanunk, hogy a gondolkodési
moddszerek nem verbalis tudast jelentenek, hanem képességet. Es ezért nehéz tanitani” és
»tanulni” 6ket. Hidba mondjuk el egy gyereknek, mit hogyan kell gondolnia, egészen addig
nem fogja érteni, mirél beszéliink, amig feladatok megoldasa sordn meg nem tapasztalja
ezeket a gondolati eljarasokat. Utana hosszu ut vezet el addig az allapotig, amig a helyes
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ismeretek birtokdban a gyerekek képessé valnak arra, hogy Osztondsen raérezzenek a
megfeleld 0sszefiiggésekre.

A gondolkodési miveletek helyes alkalmazasa tehat egy képesség, ami sok-sok
tapasztalat utjan fokozatosan alakul ki. Nagyon fontos, hogy tanitds soran pontosan tudjuk,
hogy milyen hatarig van a tanult ismereteknek szerepe, és hol van sziikség arra, hogy a
megfeleld gondolkodasi miiveleteket aktivizaljuk. Ezt probaljak segiteni a tablazatok. Azt
szoktam mondani a tanitvanyaimnak, hogy akkor beszélhetiink artikulalt matematikai
gondolkodasrdl, ha viladgosan szétvalnak az ismeretek, és az ismeretek alkalmazéasahoz
sziikséges gondolkodasi miiveletek.
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