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Gondolatok az egyenletek tanitasarol 1.

frta: dr. Majoros Maria

Amikor egy altalanos iskolas kort kisgyereknek felteszik a kérdést - Na és tudsz-e mar
egyenletet megoldani? — akkor biztosak lehetiink abban, hogy a biivos tudés, amire a kérdés
iranyul, a mérlegelv ismerete. Az emberek tobbségének tudataban a mérlegelv gy ¢él, mint
valami kiilonleges tudés, ami az egyenletek megolddsanak alapvetd eszkoze.

A mérlegelv, mint a linedris egyenletek megoldasanak egy lehetséges modja, nem is
olyan régen terjedt el altalanosan a magyarorszagi iskolakban. 1977-t61 — a Varga Tamas altal
kidolgozott matematika tanitasi koncepcié Ota — magyarazzuk a linedris egyenletek
megoldasanak 1épéseit a mérlegelvvel. Elétte az egyenletek megoldasa soran bekdvetkezett
algebrai atalakitasokat igy magyaraztak, hogy a tagokat vagy tényezdket a megoldas soran
ellentétes miivelettel kell atvinni az egyenlet masik oldalara. Eurépa szamos orszagédban ma is
ezt a magyarazatot kapjak a gyerekek.

Akér az egyik, akar a masik moédon magyardzzuk a megoldas 1épéseit, tudnunk kell,
hogy egy technikai eljarast adunk a gyerekek kezébe. Mindkét eljards megtanulasanak és
helyes alkalmazédsanak alapvetd nehézségét az okozza, hogy erdsen feltételez egy fejlett
absztrakt gondolkodast, €s a miiveletek hierarchidjanak az éppen alkalmazott szimbdlumoktol
fliggetlen nagyon biztos tudasat.

A mérlegelvnek a fent emlitett okokbdl fakadd megértésbeli nehézségét tovabb
fokozza, hogy az egyenletek megoldasanak ez a modja feltételezi, hogy az egyenletnek van
megoldasa. Ennél a feltételesen 1étez6 megoldasnal van a mérleg egyensulyban. Amennyiben
tehat 1étezik az egyenletnek megoldasa, akkor a kiindulasnal feltételezett egyensulyt ugy
tudjuk megodrizni, ha a mérlegelv altal megengedett valtoztatisokat végezziik el. Az
egyenleteknek a mérlegelvvel torténd megoldasa tehat egy indirekt bizonyitasi eljaras.

A jelenlegi tantervek szerint a gyerekek 6. osztalyos korukban, tehat 11-12 évesen
taldlkoznak a mérlegelvvel eldszor. A tanitds azt az elvet koveti, hogy az elsé egyenletek
nagyon egyszeriiek. Feltételezem, hogy a tankdnyvek és tantervek szerzdi abbol indultak ki,
hogy olyan bonyolult szimbolikat kell a gyerekeknek elsajatitaniuk, hogy ezt csak nagyon
egyszert feladatokkal lehet kezdeni.

Nézziik meg, hogyan néznek ki az elsd, a blivos mérlegelvvel megoldando6 egyenletek?

a) x+3=4+2
b) 8§=x+4+x
¢c) x-2+3-3=17
d) x+30=4-x+21

Az 0Osszes eddigi feladat elképzelhetd valodi mérésként. Nézziik példaul a c) feladatot. A
mérleg baloldali serpenydjében két egyenld sulyu ismeretlen van, és mellette 3 darab 3
egységnyi suly, amit a jobb oldali serpenyObe elhelyezett 17 egységnyi suly tart
egyensulyban. Mindkét oldalrol levesziink 9 egységet, ekkor a jobb oldali serpeny6ben ott
marad a két ismeretlen, amit 8 egységnyi sullyal tartunk egyensulyban. Tehat egy-egy
ismeretlen 4-4 egység sulyu.

Amikor végiggondoljuk ezt a megoldast, felvetédik a kérdés, milyen tapasztalatokra
alapozzuk az egyenletek formalis megoldasat. Igazabdl semmilyen tapasztalat nem elézi meg.
Nem a tapasztalathoz rendeliink képzetet, majd a képzethez szimbolikus leirast, hanem
forditva: a szimbdlumokhoz probalunk értelmezésként gyakorlati szitudcidkat rendelni. Az
egyenletek mérlegelvvel torténd tanitdsanak elsé Iépéseként valodi ismeretlenek sulyat
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kellene meghatarozni, és a mérés menetét kellene szimbolumokkal leirni. Ennek
altalanositasaként johetne 1étre az egyenletek mérlegelvvel torténd megoldasanak modszere a
hozza kapcsolddo szimbolikus megjelenéssel.

Az elsO négy egyenletet kovetd e) feladat azonban mar nem elvégezhetd mérés, hiszen
a valosagos méréseknél nem képzelhetd el negativ stlyok hasznalata. Ez a feladat tehat a
matematikai absztrakcidé egy magasabb szintjét varja el:

e) 2-x+3+5-x=4-x-21

A gyerekeknek értelmezni kell, hogy a jobb oldalon 1év6 ,negativ suly levétele”
sulynovekedést okoz, tehat a masik serpenydben 1évd stlyt meg kell ndvelni 21-gyel, ha a
feltételezett egyensulyt nem akarjuk felboritani.

Ezutan nem sokkal egy uj, nagyon nehéz gondolatot tartalmazé feladat kovetkezik,
ami az egyenldséget, mint indirekt feltevést hasznalja, ami ellentmondasra vezet.

f) 5-x+3=5-x+2

Ennek megoldasaként azt kapjuk, hogy 1 = 0, ami ellentmondas, tehat a kiindulo
indirekt feltevés, az egyenldség hamis volt. Itt megint érdemes elgondolkodni azon, hogy
mirdl is szol ez a feladat. Ha egy gyerek képes értelmesen gondolkodni, el sem kezdi a
,megoldast”, mert ranéz a feladatra, és azt mondja, ha ugyanazt a dolgot (itt 5 - x)
megndvelem egyszer kettével, masszor harommal, akkor a harommal to6rténd ndovelés 1-gyel
nagyobbat fog eredményezni, tehat az egyenldség soha nem lesz igaz.

A mérlegelv tanitdsanak kezdetén egy ilyen feladat zavard, mert nem tartozik a
lényeghez. Késébb az egyenletek megolddsa soran a gyerekek tobbszor talalkoznak azzal,
hogy egy egyenletnek nincs megoldasa, €s ezt a tapasztalatot szeretnénk itt megeldlegezni.
Ugy gondolom, foldsleges ennyire eléreszaladni az idSben, és biznunk kell a tanitvanyaink
intellektualis képességeiben, a megfeleld idében képesek lesznek ezt a gondolatot megérteni.

Végiil nézziik meg, a feladatsor utols6 példajat:

1) Xx+2-x+3-x+12=6-(x+2)

A kilencedik feladatban eljutottunk a szimbolumok értelmezéséig, egy azonossag
felismeréséig, és mellékesen az egyenlet megoldasanak szintjén a végtelen sok megoldas
gondolataig.

A feladatok egyszeriiek, de a mogottik 1évé matematikai gondolatok mélyek és
nagyon sokrétiiek.

A szOveges egyenletek szintjén egy kicsit rosszabb a helyzet. Tanitds szempontjabol
egy ellentmondasos helyzet jon 1étre. A szimbolumokkal torténd lejegyzés nehéz feladat, ezért
csak egyszerii Osszefliggéseket tudunk mutatni a gyerekeknek. Ugyanakkor ezeket kdnnyl
megoldani egyenlet nélkiil. Tehat a gyerekek egy tavoli jovObeli nehéz alkalmazis miatt a
jelenben egy folosleges dolgot tanulnak.

A szoveges feladatok egyenlettel torténd megoldasat bevezetd feladatot fogom idézni:
,Piroska nagyi most 17-szer annyi idds, mint Zsombor nevii unokaja. Egytitt 54 évesek.

a) Hany évesek kiilon-kiilon?

b) Tiz év malva mennyi lesz koztiik a korkiilonbség, és egy évvel ezel6tt mennyi volt?
c) Hany év mulva lesz 6tszor annyi id6s a nagymama, mint az unokéja?

d) Hany évvel ezel6tt volt a nagymama 25-sz0or annyi id6s, mit az unokéja?”
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Ez tipikusan az a feladat, amit sokkal konnyebb fejben végiggondolni, mint a
megoldast szimbolumokkal leirni, és egyenletként megoldani.

A d) kérdés megoldasat szeretném elemezni. Miutdn az 54-t 18 egyenld részre
osztottuk, és megkaptuk, hogy Zsombor 3 éves, a nagymama pedig 51, ezért Zsombor vagy 2
vagy 1 éves volt, amikor a nagymama 25-szor idésebb lehetett ndla. Az egyet kizarhatjuk
rogton az elején a nagy korkiilonbség miatt, tehat egyetlen lehetséges megoldasként marad a
2. Amikor Zsombor 2 éves volt, akkor a nagymama 50, és ez tényleg megfelel a feltételnek. A
helyes valasz tehat 1 évvel ezel6tt volt a nagymama 25-szor annyi idos.

Nézziikk ennek az egyszeri gondolatmenetnek a tankdnyvben ko6zolt algebrai
valtozatat:

B-y)-25=51-y
3:25-y-25=51-y
75—-y-25=51-y

75=51+24"y
24=24-y
l=y

Az egyenletek mérlegelvvel torténd megoldasdnak ilyen moddon torténd korai
bevezetése folosleges. Ezt az eszkozt akkor kell a gyerekek kezébe adni, amikor egyrészt mar
nagyon sok megel6z0 tapasztalattal rendelkeznek, masrészt a feladatok megoldasa e nélkiil az
eszk6z nélkiil atlathatatlan. Ekkor az egyenlet €s a mérlegelv nem nylig lesz, hanem a
problémak megoldésat segitd eszkoz.

Nem a tankonyvet akartam biralni, hanem a tantervet. Tartalmilag és modszertanilag
is jol és igényesen van megoldva az egyenletek mérlegelvvel torténo megoldasanak
bevezetése. 11-12 éves korban csak ezt lehet csinalni. A problémat az jelenti, hogy a tanterv
eléirja az egyenletek formalis megoldasanak tanitdsat, tehat a megfeleld évfolyamon a
tankonyvbe be kell keriilnie egy ilyen fejezetnek.

Ugyanebbdl a tankonyvbdl megprobaltam 0Osszegylijteni néhany példat azokra a
feladatokra, ahol a gyerekek igazabol egyenleteket oldanak meg, de az eszkoz, amire
tamaszkodhatnak, az algebrai kifejezések felépitése, a felépitésben résztvevd miiveletek
sorrendje, a muveletek tulajdonsagai, megfordithatosaga. Ezeket a kérdéseket az egyenletek
formalis megoldasi szabalyainak alkalmazasa nélkiil akkor lehet sikeresen megvalaszolni, ha
a megoldast megeldzi az algebrai kifejezések és a kérdésfeltevések helyes értelmezése.

1. Melyik szambdl kell kivonni +8-at, hogy (-1)-t kapjunk eredményiil?

A feladat megoldasa soran tobb gondolatmenetet is kdvethet egy 5. osztalyos kisgyerek:

a) Az els a kivonas értelmezésére tamaszkodik. Ha tudjuk, hogy két szam kiilonbsége -
1, és a kivonand¢ 8, akkor a kisebbitendd ennél 1-gyel kisebb szam.

b) A maésodik a kivonds ellendrzésére épiil. A kisebbitenddt megkapjuk, ha a
kiilonbséghez hozzaadjuk a kivonandot.

c) Végiil fel is irhatja magénak a megfeleld 0sszefliggést szimbolumok segitségével:
] - (+8) = (-1). A feladat megoldasdhoz a megel6z6 két értelmezés valamelyike vezet
el.

2. f-(+8)=-4
Ez a feladat matematikai tartalmat tekintve teljesen megegyezik a megel6zdvel, csak itt

szimbolikus formdban tettiik fel a kérdést, amit természetesen ugyanugy értelmezni kell, és a
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megel6z6 feladatban ismertetett két gondolat valamelyikét alkalmazhatjuk. Amikor
szimbolumokat hasznal egy feladat, nagyon fontos, hogy kiolvastassuk a gyerekekkel, mi van
leirva: ,,Valamilyen ismeretlen szambol kivontunk (+8)-at, a kiilonbség (-4).”

3. |h+3 =45

Ennél a feladatnal is nagyon fontos a szoveges értelmezés, ami rogton tartalmazni
fogja a miiveletek hierarchidjat, amennyiben az abszolut érték képzését egy egyvaltozos
miiveletnek tekintjiik. ,,Egy ismeretlen szamhoz 3-at adtunk, majd a kapott szdmnak vettiik az
abszolut értékét, €s az eredmény (+5) lett.” Nézziik, milyen gondolatmeneteket kovethetiink:

a) A legegyszeriibb megoldas a probalgatas. Altaldban rovid véletlen kisérletezés utan
megjelenik a tervszerliség a megoldas keresésében.

b) A masodik megoldas alapja az abszolut érték definicioja. Ha valaminek +5 az abszolut
értéke, akkor az kétféle modon allhat eld. Vagy (-5) vagy (+5) volt a mennyiség,
aminek az abszolut értékét vettiikk. A mi esetiinkben tehat olyan szdmokat keresiink,
amihez 3-at adva egyszer (+5)-t, mig a masik alkalommal (-5)-6t kapunk. Tehat a
h+3=5¢s
h + 3 = -5 nyitott mondatokat kell megoldanunk. Itt ismét kétféle modon
gondolkodhatunk:

1) Egyrészt timaszkodhatunk az 6sszeadas értelmezésére.

i1) Masrészt az 0sszeadas ellendrzésére vonatkozo 0sszefiiggést hasznalhatjuk.

Szintén az 6todikes tankonyvben fordul eld a kdvetkez6 feladat:
4. Két szam Osszege -1, abszolut értékiik dsszege +3. Melyik ez a két szam?

Formalisan ez egy két ismeretlenes egyenletrendszer. Egy 10 éves kisgyerek szintjén
azonban ugy értelmezziik, hogy két olyan szdmot keresiink, amelyeknek egyszerre kell két
feltételnek megfelelni. Ismét a probalgatassal érdemes indulni. Arra kérjiik a gyerekeket, hogy
keressenek olyan szdmparokat, amelyekre teljesiil az elsé feltétel. Hamarosan rajonnek, hogy
ezeknek a szampdroknak kozos tulajdonsaga, hogy az abszolut értékiik kiilonbsége 1, és a
nagyobb abszolut értékli szam negativ eldjelii. Miutan egész szdmokban gondolkodhatunk,
ezért az abszolut értékek dsszegére vonatkozo allitas azt jelenti, hogy az 0sszeg két kiilonbdzo
szamparbol allithaté eld: 0 + 3 = 3 vagy 1 + 2 = 3. Ebbdl a masodik felel meg az els6
feltételnek is.

A tortek bevezetése utdn a nyitott mondataink értelmezése €s megoldasa kiboviil a
kozos nevezére hozassal. De ugyanigy a miiveletek definicidja és tulajdonsagai adjak a
megoldas alapjat.

3. l+a=i
4 4
1

6. —+x=2
3

7. Ird le miiveleti jelekkel, majd szamold ki!
-39 és 15 6sszegének az egyharmada

Ehhez a feladathoz hasonlét talalunk az 6todik osztalyos tankonyvben és a hatodik osztalyos

tankonyvben is. Ez a feladat még jo képességli gyerekek szamara is egy szdmolasi utasitast
tartalmaz. Ezért a kdvetkez0 tipikus megoldasokat lathatjuk:
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(-39)+15=-24
(-24):3=-8
A gyerekek nagyon nehezen értik meg, hogy azt akarjuk, hogy egyetlen egyenldséget irjanak
fel:
[(-24)+15]:3=-8
Itt egy pillanatra emlékezziink vissza arra, hogy milyen formalis és szimbdlumokban
torténd gondolkodast erdltet az egyenletek mérlegelvvel torténd megoldésa, illetve a szoveges
feladatok szimbolumokkal torténd lejegyzése. A 11-12 éves gyerekek tobbsége éretlen a
feladatra, ezért az egész a gondolkodas merevségéhez vezet.
A kovetkez6 egyenletek is tokéletesem megoldhatok a miiveletek sorrendjének helyes
értelmezése utan a miiveletek értelmezésébdl, illetve a tulajdonsagokbol kiindulva.

8. x-(—4)-6=-50

Egy ismeretlen szdmot megszoroztunk (-4)-gyel, majd a kapott szambol kivontunk 6-
ot, igy -50 lett az eredmény. Amibdl a 6-ot kivontuk -44 volt. A kérdés tehat az, milyen
szamot szorozunk (-4)-gyel, ha -44-t kapunk. Miutan a szorzat eldjele negativ, és az egyik
szorzotényezd is negativ, igy a keresett szdm biztosan pozitiv. Az osztds miiveleti
tulajdonsagabol vagy az ellendrzésre vonatkozd Osszefiiggésbol adodik a megoldas.

9. (-22): (15+x)=1

Ebben a feladatban is a miiveletek sorrendjének értelmezése utan adodik, hogy (-22)-t
elosztunk egy mennyiséggel, és egyet kapunk, tehat az oszténak meg kell egyezni az
osztanddval. Ez a gondolat a 15 + x = -22 mar jol ismert nyitott mondathoz vezet el.

62 (b 4}
= =+=1|=0
35 \5 7

10.
55 77) (¢ 7
SaLL Y
(33 66) (5 8)

A 10. feladatban talalhat6 els6 egyenletben szintén a miiveletek sorrendjének helyes
értelmezése utan adodik a kovetkeztetés, hogy a kiilonbség igy lehet 0, ha a zardjelben 1évo
mennyiség 62/35. Ezért 7 - b + 20 = 62 nyitott mondat megoldasara vezettiik vissza a
feladatot. Itt a 8. feladathoz hasonl6 gondolatmenetet kdvethetjiik.

Szamos példat lehetne még hozni, de azt hiszem folosleges tovabb elemezni, hogy a
formalis megoldédsok korai bevezetése nélkiil tisztdn a miiveletek hierarchidjara, a miiveletek
értelmezésére és tulajdonsagaira timaszkodva a feladatok megoldhatok. Es ez a megkozelités
tényleg a gyerekek matematikai szemléletének fejlodését szolgalja.

Felvetédik a kérdés, mikor tanitsuk az egyenletek formalis megoldasat. Ugy
gondolom, 8. osztalyban. Erre az idére a fent bemutatott megolddsok nagyon megerdsitik az
algebrai kifejezések helyes értelmezésének képességét. A szimbolikus gondolkodés is sokkal
fejlettebb, és ekkorra a feladatok nehézsége is olyan, hogy az 4tlathatdségot segiti a formalis
megoldas. A gyerekek nem nyligként fogjak hasznélni az egyenleteket, hanem megkonnyiti
szdmukra a problémak kezelését. Személyes tapasztalatom, hogy megfeleld elokészités utan
13-14 éves korban 1 honap alatt nagyon jo szinten meg lehet tanitani mindazt, amire 6.
osztalytol kezdédden elszortan 5-6 honapot szanunk, mégis a munkank hatékonysaga sokkal
alacsonyabb.
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