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A mérés I1.

A szemléltetés

frta: dr. Majoros Maria

Az absztrakcid centrdlis matematikai képesség. Amikor szemléltetiink, és a szemléletbdl
vezetiink le fogalmakat, akkor is a gyerekek absztrakcios készségére tamaszkodunk. A
gyerekeknek el kell vonatkoztatniuk az abra minden egyedi tulajdonsagatdl, és csak arra a
kozos tulajdonsagra kell koncentralni, amely az adott fogalomhoz elvezet. Tehat gyakorlatilag
fel kell ismerniiik azt az invarians elemet, ami minden szemléletes megjelenésben kozos.
Ezért nagyon fontos, hogy egy-egy fogalom sokféle szemléletes megjelenéshez kotddjon,
mert ekkor a kiilonbozé szemléletes megjelenitések eldsegitik, hogy a lényegtelen elemek
teljesen kizarddjanak az értelmezésbol.

Nemrégen a nevezetes azonossagokat tanitottam nyolcadik évfolyamon. Tul korainak tartom a
nevezetes azonossagok bevezetését 13-14 éves korban, mert a gyerekek tobbségének a
gondolkodéasa nem elég érett ennek az ismeretnek a feldolgozasahoz, ezért jo egyiittmikodés
esetén erdsen frusztralddnak attol a ténytdl, hogy szembesiilniiik kell azzal, hogy valamit nem
képesek jol megérteni, €s gyengén vagy kozepesen alkalmazzak az ismereteiket.

Mindossze négy dsszefliggést tanitunk a gyerekeknek: (a +5)’;(a+b)a—b)(a+b)c+d).

Miutéan koriilbeliil két hetet szanunk négy egyszert ,,képlet” megtanitasara, nyilvanvalo, hogy
azért foglalkozunk vele ilyen sokdig, mert az ismeretekkel egyiitt valami alapvetd
matematikai készséget is fejlesztiink. Ezeket az Osszefliggéseket téglalapok teriiletének a
kiszamitasaval szemléltetjiik. A kozos, ami az altalanos Osszefliggéshez elvezet, hogy a
téglalap alakjatél és az oldalak hosszat megadd kifejezések algebrai megjelenésétol
fiiggetleniil igaz, hogy a téglalap teriilete megadhatd kétféle eljarassal: Osszeszorozzuk az
oldalait, illetve a részteriiletek 0sszegét vessziik, €s ez a két mennyiség egyenlo.

c d
1. 4bra

(a+b)-(ctd)=a-c+ad+ b-c+bd

A szemléltetéstdl azt varjuk, hogy a gyerekek eldszor a szemlélethez kotddden értelmezzék a
feladatokat, majd att6l fokozatosan elszakadva a tisztan algebrai megjelenés alapjan is
képesek legyenek helyes atalakitasokra.
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Hasonl6 folyamatok torténnek akkor is, amikor példaul az eldjeles szamok kozotti miivelet
végzést tanitjuk példaul a szamegyenesen vagy mdas modellel torténd szemléltetés
segitségével. A gyerekek hosszt ideig hasznaljak az eszkdzt a miiveletek tartalmanak helyes
értelmezéséhez, majd amikor elszakadnak a szemléltetéstél, minden olyan esetben Ujra
eléhivjak az ezzel kapcsolatos emlékeiket, amikor bizonytalannak érzik magukat.

Természetesen barmit is csindlunk, barhogyan is szemléltetiink, mindig szamolnunk kell
azzal, hogy a tanitds sordn esetleg nem olyan eredményt ériink el, mint amit kordbban
elképzeltiink. En sok évi tanitds utdn egyre inkabb ugy képzelem el, hogy a kovetkez6
folyamattal allok szemben:

Az atadni kivant tudas, Sziiro: A megjeleno tudas és
ismeretek és készségek: A megel6zo tapasztalatok és készségek, ami gyakran
Szemléltetések, abrak, tudads. gyengén, esetenként nagyon
grafikonok. Az ehhez kapcsolodo erdsen eltérhet attol, amit
Készségek és képességek. készségek. varunk.

A matematika 0sszefiiggésel,
szimbolumok ¢és jelolések.

Volt id6, amikor nagyon szenvedtem a sajat esetleges ,.eredménytelenségemtdl”. Késobb
rgjottem arra, hogy akkor tudom a tanitds folyamatat kezelni, ha a sikertelenséget nem
kudarcnak tekintem, hanem megprobdlom megérteni, mi okozza azokat az eltéréseket,
amelyek a gyerekek tudasaban megjelentek — ahhoz képest, amit tanitani szerettem volna. igy
a megoldason lehetett gondolkozni: hogyan tudom ezeket a szinte torvényszeriien
bekovetkezd jelenségeket kikiiszobdlni.

Mindig nagyon 0riilok, ha olyan emberrel taldlkozom, aki hasonl6 problémakon gondolkozik,
€s megerdsitve érzem magam, amikor hozzam hasonld kovetkeztetésre jut. Ezért oriiltem,
amikor elolvastam Dienes Zoltdn gondolatait, aki megfogalmazta, hogy a tanulds terén az
egyes gyerekek kozott nemcsak fokozati, hanem mindségi kiilonbségek is vannak. Dienes azt
allitja, hogy a kiilonb6zé matematikai fogalmakhoz az egyes gyerekek lényegesen eltérd
modon juthatnak hozza. Ezt magam is tapasztalom minden olyan esetben, amikor tobbféle
szemléltetést alkalmazok: a gyerekek egy része az egyiket részesiti eldnyben, mig masok
ugyanazt a matematikai tartalmat jobban tudjak ko&tni valami mas szemléletes
megjelenitéshez. Dienes szerint ezért nincs értelme a képességek szerinti bontasnak. Azt is
megfogalmazta, hogy a tanar nehézsége elsésorban abbdl fakad, hogy az absztrakt fogalmak
kialakitasanak lehetséges modjait nem ismerjilk. Nem igazan tudjuk megmondani, hogy
példaul a korabban emlitett eldjeles szdmok kozotti miiveletek bevezetésénél miért fogja a
gyerekek egy része a szamegyenessel torténd szemléltetést érteni, és miért lesz masok
szamara sokkal jobban hasznalhaté modell az adossaggal torténd magyarazat vagy a korong-
modell stb.

Ha megprobaljuk megérteni a szemléltetés és a kialakitandé matematikai fogalom kapcsolatat,

akkor taldn kozelebb jutunk az absztrakcio létrejottének megértéséhez. Ilyen szempontbol a
lehetséges szemléltetéseket alapvetden két nagy csoportba sorolnam:
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Vannak olyan szemléltetések, amelyeknek a l1ényege az, hogy egy cselekvéshez kotott
helyzetben mutassak be a matematikai fogalmat vagy miiveletet. Ezekben az
esetekben a cselekvés és a matematikai fogalom kozott egy megfeleltetést hozunk
létre. A fogalom hasznalatat és a vele kapcsolatos miveletek szabalyait valamilyen
cselekvéshez kotjiik. Ezeket a szabdlyokat ugyanugy meg kell a gyereknek tanulni,
mint példaul egy tarsasjaték szabalyait. Az ilyen cselekvéshez kotott szemléltetéstol
azt varjuk, hogy a gyerekek egy id6 utdn elvonatkoztatnak a cselekvés egyedi
koriilményeitdl, és az altalanos matematikai tulajdonsadgokat kivonjak, és igy létrejon
az absztrakt fogalom.

Tipikus példa erre a negativ szamok tanitdsanak egy kisautdé mozgésara atfogalmazott
modellje: A kisaut6é nézhet a haz felé, ekkor beszéliink pozitiv szamrol, €s nézhet a fa
felé, ekkor a szam eldjele negativ. Ugyanakkor a kisauté haladhat eldre, ezt az
Osszeadas miiveletének feleltetjiik meg, mig tolathat, amit a kivonas miiveletének
feleltetliink meg.

Az ilyen tipust szemléltetést én konkretizalasnak hivom. Ha jobban megvizsgaljuk
ezt a példat, akkor az egész szamok halmazan értelmezhetd kivonas és Osszeadas
fogalmat redukdlja az eldjelszabalyra, tehdt a miveletek irasbeli elvégzésének
szabalyara. Természetesen sok megértési problémaval kiizdé gyereknek atmeneti
segitséget nyujthat az ilyen tipusi cselekvéshez kotott szemléltetés. Nem szabad
azonban szem el6tt téveszteniink, hogy az ehhez hasonld szemléletes modellek nem
felelnek meg az emberi ismeretszerzés folyamatdnak, a tapasztalat-képzet-fogalom
torvényének. A modellben szerzett tapasztalatok ugyanis nem segitik a fogalom
megalkotasat, hanem csak illusztraljak azt. Ebbdl adéddan a funkcidjuk nem a miivelet
lényeges tulajdonsagainak képszerii kiemelése a fogalom megalkotdsahoz, hanem az
irasbeli szabalyok memorizalasat segitd cselekvések tobbszori ismétléssel torténd
rogzitése.

Természetesen, ha egy-egy fogalom tanitasa kapcsan tobb ilyen szinti illusztracio
jelenik meg a matematikadran, akkor az ilyen tipusi modellek is segiteni tudnak
abban, hogy a gyerekek kozelebb tudjanak keriilni a fogalom altalanos tartalmahoz.

Felvetdodik a kérdés, elképzelhetd-e olyan szemléletes helyzet, amikor egy-egy
matematikai fogalom lényegét tudjuk megragadni, és a fogalom élményét nyujto
tapasztalathoz juttatjuk a gyerekeket.

Szamos esetben talalkozhatunk ilyen szemléltetéssel is. Nézziink néhany példat:

a. A 70-es évek végén az altalanos iskolai tantervbe bekeriilt a 10-es
szamrendszer mint helyi értékes jelolés és az ebben a jeldlésrendszerben
kialakult muveletvégzési algoritmus fogalméanak altalanositasa. Ezért a
gyerekeknek kiilonbozd alapi szamrendszereket tanitottunk, és miiveleteket
végeztliink ezekben a szamrendszerekben. Az ehhez alkalmazott szemléltetd
eszkoz a Dienes-készlet volt. Ez a szemléltetés valoban képes volt a tanitandd
absztrakt fogalom élményszeri megjelenitésére. A gyerekek mégsem tudtak
elsajatitani mindazt, amit szerettiink volna nekik tanitani.

Aki annak idején megprobalkozott ennek tanitasaval, frusztracioként élhette
meg, hogy nagyon kevés gyerek esetében érezhette sikeresnek magat. Nem a
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szemléltetéssel volt baj, hanem azzal, hogy 10 éves gyerekeknél probaltuk meg
elérni, hogy kialakuljon az algoritmus altalanos fogalma. Sok jo {igyet lehet
elrontani azzal, hogy nem gondoljuk végig, az adott korosztily altalanos
értelmi szintjét tekintve képes-e egy ismeret befogadasara. Ugy gondolom,
hogy otodikes gyerekek értelmi fejlddése nincs olyan szinten, hogy ezt a
nagyon absztrakt ismeretet képesek legyenek feldolgozni.

b. Ma Magyarorszagon Pdsa Lajos nevéhez kotném azokat a szemléltetési
kisérleteket, amelyek célja, hogy a matematikai fogalmakhoz kapcsol6dd
szemléletes vagy cselekvéses élményhez juttassak a gyerekeket.

Tole szarmazik példaul a teljes indukcio szemléltetésére a kovetkezo feladat:

A rendorség egy ékszerrablas utan elfogott nyolc embert, akik a kévetkezokép-
pen vallottak:

Bende Kazmeér: ,, Lajos artatlan.”
Cinege Rozal: ,, Annamaria artatlan.’
Gyurma Gyorgy: ,, Benedek artatlan.”
Voros Valéria: ,,Rozal artatlan.”
Talpas Benedek: ,, Tihamér artatlan.’
Kiss Annamaria: ,, Gyuri artatlan.”
Hallo Lajos: ,, Vali artatlan.”

Téth Tihamér: ,, Artatlan vagyok.”

’

’

Tudjuk, hogy a harom elkéveto a gyanusitottak kézott van. Az artatlanok igazat
mondanak. Ki a tettes?

Az ilyen tipust szemléletes példakat nagyon nehéz egy az egyben leforditani a megfeleld
matematikai Osszefliggésre, jelen esetben a teljes indukciora. Nincs is igazan értelme, mert a
leforditas koriilbeliil azzal lenne egyenld, mintha példaul egy Monet kép szavakban torténd
leirasatol azt varnank, hogy ugyanazt az esztétikai élményt nyujtja, mint a kép megtekintése.

A szemléltetés kapcsan érdemes egy pillanatra ismét kitekinteni a tanulds — ezen beliil a
nyelvtanulds — altalanos folyamatara, €s az ezzel kapcsolatos elméletekre. A XX. szazad
masodik felében egy lengyel szarmazasti amerikai nyelvész, Noam Chomsky nevéhez flizodik
a hagyomanyos nyelvelmélet forradalmian 0j alapokra torténd helyezése, és a generativ
grammatika (matematikai nyelvészet) megalapozasa. Chomsky-r6l érdemes tudni, hogy az
egyetemen matematikat tanult, majd egy hires nyelvész laboratériumaba kertilt, ahol a doktori
értekezését irta. Igy keriilt kapcsolatba a nyelvtudomannyal.

Chomsky elmélete szerint az ember ugy tanul meg beszélni, hogy hallja a nyelv érvényes
mondatait, és ezek egymasra vonatkoztatasabol kivonja a szabalyokat. ,,Ahogyan a nyelvész,
ugyanugy a nyelvet tanuld gyerek szamara is az a kérdés, hogyan alkossa meg a nyelvi
jelenségekbdl az azokat 1étrehozd mogottes szabalyrendszert...” (,,The problem for the
linguist, as well as for the child learning the language, is to determine from the data of
performance the underlying system of rules....”)

Meggy6z0désem, hogy az anyanyelv és a matematika tanuldsa soran alkalmazott absztrakcios
folyamatok nagyon hasonloak. A szemléltetésbdl €és a matematikai példakbol a gyereknek
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idedlis esetben ugyanugy ki kell vonnia azt a szabalyrendszert, ami azokat létrehozta. Ha a
matematikabol akarunk hasonlatot venni, akkor azt mondhatjuk, hogy gondolatban, a
nyelvtanulds sordn halmazok metszetét képezziik, és a metszetek adnak egy-egy nyelvi
elemet, akar konkrét szorél van szo, de az altalanos nyelvi szabalyokra ugyanez érvényes.
Lasd: Bloomfield definicioi

Ebbdl levonhatjuk a kovetkeztetést, hogy mindenki képes az absztrakcidra, aki képes volt
legalabb az anyanyelv helyes elsajatitdsara. (Ugyanakkor ismét hivatkoznunk kell a korabban
mas emlitett Shipman és Hess eredményeire, miszerint a szociokulturalis hattér jelentésen
befolyésolja az absztrakcids készség fejlettségét, illetve a differencialt nyelvhasznalatot, ami
alapvetden kihat a matematika eredményes tanulasara.) Az oktdberi cikkben mar sz6 volt
arrdl, hogy az anyanyelv elsajatitdsa soran is folyamatosan megfigyelheték a szubjektiv
torzitasok. A masokkal torténé kommunikacié segit abban, hogy az egyén és az adott nyelvet
besz¢l6 csoport kozott ne legyenek a kélcsonds megértést akadalyozo jelentds eltérések.

Amikor tobbféle szemléletes modellt alkalmazunk, akkor két dolgot segitiink. Egyrészt
lehetdséget probalunk teremteni arra, hogy minden gyerek megtalalja azt a modellt, amiben 6
a legtermészetesebben tud tdjékozodni. Masrészt a helyes absztrakciot probaljuk segiteni,
tehat csak a fogalomhoz tartozo lényeges tulajdonsagok keriiljenek be a fogalomba. igy kicsi
legyen a szubjektiv torzitas lehetdsége.
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