Oktassunk vagy buktassunk

Majoros Maria
A mérés III.

A mérés I11.

frta: dr. Majoros Maria

2007. aprilis

A matematika axiomatikus felépitésii. Természetesen az ismeretszerzés nem lehet
axiomatikus felépitésti. De azt a kérdést joggal tehetjiik fel, hogy léteznek-e a matematikai
tapasztalatszerzésben — a cselekvés szintli megismerésben — olyan tevékenységek, amelyeket a
matematikai fogalomalkotas szempontjabol alapvetdnek kell tekinteniink. A tanitds gyakorlati
sikjara leforditva ez azt jelenti, hogy milyen tevékenységekbdl kiindulva tudjuk a matematikai
fogalmakat felépiteni.

Egyszer az iskolaban, ahol dolgozom, azt a pedagdgiai elemzési feladatot kaptuk, hogy
a sajat tantargyunkban a kiilonb6z6 témaékat a tanitds soran alkalmazott tevékenységekbdl
kiindulva prébaljuk meg feldolgozni a kovetkezd tablazat alapjan. Két téma altalam elkészitett
vazlatos feldolgozasat ismertetem:
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Ha megnézziik, akkor azt latjuk, hogy a mérés, Osszehasonlitds a leggyakrabban
eléforduld tevékenység. (Csak zardjelben jegyzem meg, hogy teljesen ismeretlen teriileten
jérunk, mert a matematika tanitasa szempontjabol még az sem tisztazott, hogy egyaltalan mit is
tekintsiink tevékenységnek. Arra gondolok, hogy példaul — bizonyos értelemben — az
absztrakcid is tevékenység.)

Egy pillanatra visszautalnék az irracionalis szdm fogalmanak Iétrejottére. Az is a
méréssel hozhato kapcsolatba. A gordgok jottek arra ra, hogy ha meg tudjak mérni a négyzet
oldalat, akkor nem tudjak megmondani az atlo hosszat és forditva, mert a két mennyiség
Osszemérhetetlen.

A matematika tanitdsa soran a matematikai fogalmakhoz probalunk tevékenységeket és
szemléltetéseket rendelni. Most forditsuk meg ezt — tekintsiik a mérést és az dsszehasonlitast —
¢s nézziik meg milyen fogalmak és szemléletek kialakuldsat kothetjiik ehhez a tevékenységhez.

1. Eléjeles szamok kivonasa: kiilonbség (tavolsag) meghatarozasara vezethetd vissza:
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1. abra

A szémegyenesrol leolvashatok a megoldasok. Amikor a kivonds tulajdonsagaihoz jo
szemléletes képek rogziilnek, akkor a gyerekek maguktol fogjdk a szdmegyenest
kidobni, és hasznaljak az absztrakt fogalmat.

2. Tortek osztasa: az osztds minden esetben mérés, dsszehasonlitds. Az egész szdmok

. , . , . _ e, D2
esetében ugyanugy, mint a tortek esetében. Nézziink egy konkrét példat: 7§ Az
Osszemérhetdség miatt az egészet 35 egyenld részre bontjuk.
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2. ébra
A fenti szemléltetésbol leolvashaté a két tort 6sszehasonlitdsanak eredménye:
9 2 3 45
—:i==3+—=—
75 14 14
Altalanositsuk a megfigyelést, és nézziik meg, hogy két tort osztasa esetén iga-
zabol mirdl is van szo:
a.c
b d
. . y s . , noo s . a .
Az Osszemérhetdség miatt az egészet b-d egyenld részre osztjuk. Az — tortet

a-d egység fejezi ki, a 2 tortet pedig b-c egység. Tehat a-d -re felmérjiik b-c -t.
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Mindkét szam b - d -edeket 0sszeszamlald egész szam. Ennek az osztasnak az eredmé-

nyezg;d. Tehat a korabban megalkotott osztasfogalombol tokéletesen levezethetd a
c

tortek osztdsara vonatkozd irasbeli szabaly. Nagyon fontosnak tartom, hogy ebben a
felépitésben nem az osztds fogalma valtozik, hanem a tortek irott alakjara keresiink egy
muveletvégzési szabalyt.

Ugy gondolom, hogy a tankonyvekben eléfordulé magyarazatok nem az osztas
valodi tartalmara, hanem annak irdsbeli elvégezhetdoségére vonatkoznak. A tortek
osztasa az egyik legjobb példa arra, hogy a mérés és Osszehasonlitds bizonyos
matematikai fogalmak esetén egy esszencialis szemléletbeli kérdés.

3. Egyenletek. A mérés kiilonleges jelentdséggel bir az egyenletek tanitdsa szempontja-
bol, mert az altalanos és kozépiskoldban tanitott szoveges egyenletek tobbsége arrol
szo0l, hogy egy ismeretlent tigy probalunk meghatarozni, hogy kétféle médon megmér-
jiik, és a mérések eredményét 6sszehasonlitjuk.

a. Okori babiloni feladat: Az egyik teriiletrol négyzetméterenként gkg buzat

arattam. A masik foldem minden négyzetméterén 5 kg buza termett. A ket teriilet

terméshozama kézott a kiilonbség 500 kg. A két foldteriilet osszesen 1800 m”.
Hany négyzetméter a két foldem kiilon-kiilon? ( A megoldas elolvashatd Lévardi
Laszl6 és Sain Marton ,,A raci6 lizenetei” cimii konyvében.)

b. A nyuszinak 15 nyulugrdsnyi elonye van, amikor a kutya iildozébe veszi. Két
kutyaugras akkora, mint harom nyulugras. De amig a kutya négyet ugrik, a
nyuszi otot. Utoléri-e a kutya a nyuszit, és ha igen, hany ugradssal?

Egyenlettel nagyon bonyolultan, méréssel és Gsszehasonlitdssal nagyon
egyszeriien megoldhatd feladat. (Az itt ismertetett megoldas Barany Judit 12
éves gyerektol szarmazik.)

Ha a kutya 4 ugrasanak ugyanannyi id6 alatt a nyuszi 5 ugrésa felel meg,
akkor az ugrasok hosszat is figyelembe véve ugyanannyi id6 alatt a kutya 6
nyulugrast teljesit, mig a nyuszi 5-6t. A kutyanak 15 nytlugrasnyi hatranyt kell
ledolgoznia, ezt 15 idOegység alatt teszi meg. Minden idéegységben 4-et ugrik,
igy 60 ugrassal éri utol a nyulat.

c. Hamupipokének egy zsdak lencsével dsszekevert babot kellett szétvalasztania. A
lencse és a bab tomegének az aranya 2:3 volt. Hamupipoke gonosz mostoha-
janak ugy tiint, hogy kevés a lencse, ezért még két kilogramm lencsét a zsdakba
szort. Igy a lencsének a babhoz valé ardnya annyi lett, mint amennyi eltte a
bab aranya volt a lencséhez.

Vegiil hany kilogramm lencsét és, hany kilogramm babot kellett Hamupipokének

szetvalasztania?
lencse bab
] ] 1 .
f f i eredeti
[ | [ | 7 e y ,
} | hozzaontés utan
—
+2 kg
3. abra
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A bab mennyisége eredetileg harom egységnek felelt meg, a hozzaontés
utdn ugyanez a mennyiség csak két 0j egység. Ebbdl latjuk, hogy az 0j egység az
eredeti egység masfélszerese. Igy a 2 kilogramm lencse 2,5 eredeti egységnek
felel meg. Egy eredeti egység tehat 0,8 kilogrammot szemléltet.

A és B varosbol egyszerre indul el egymdassal szemben egy kerékpdaros és egy
gvalogos. Egy ora mulva a gyalogos ugyanolyan messze lesz B-tol mint a
kerékparostol. Negyed ora mulva talalkoznak. Hany ora alatt teszi meg B-bél A-
ba az utat? A kerékparos hanyszor akkora sebességgel halad? (Az itt ismertetett
megoldas Dénes Maté 14 éves fiutdl szarmazik.)

1 6ra mulva: | | }>42
B -

1. Tva- 1 I'L — | 92

4 Ora milva: | ——+——1>4?
B

a teljes tav: | H ! i i |
B A

4. abra

1 6ra utan a gyalogos ugyanolyan messze van B-t6]l mint a kerékparostol.
Negyed 6ra mulva taldlkoznak Ebben a negyed ordban a kerékpéros €s a gyalo-
gos 0sszesen a gyalogos egy Orai Utjat tette meg, a kerékparos tehat a haromne-
gyedét tette meg. Ebbdl kovetkezik, hogy a kerékpéaros sebessége haromszor
akkora, mint a gyalogosé. Tehat az els6 ordban a kerékparos a gyalogos Utjanak
haromszorosat tette meg, igy a gyalogosnak 5 orara van sziiksége a két varos
kozotti ut megtételéhez.

Egy varos 2 iskolajaban 1240 gyerek tanul. Az egyik iskola tanuloi szamanak
négy otod része egyenlo a masik iskola tanuloi szamanak harom negyed
részeével. Hany gyerek jar az egyes iskolakba? (Az itt ismertetett megoldas
Zelczer Tamas 13 éves fiutdl szdrmazik.)

Az els6 iskola tanuldinak létszdmat 5 egyenld részre bontjuk, és az
egyenlo részekbdl 4-et vesziink. Ez a mennyiség egyenld lesz azzal, ha a masik
iskola tanuldinak 1étszamat 4 egyenld részre bontjuk, és az egyenld részekbol 3-
at veszlink. Az 0Osszemérhet0ség miatt olyan beosztast kell keresni, ami
egyszerre bonthato 3 illetve 4 egyenld részre.

egyik iskola: |—— I — I —t I

—— P e

masik iskola: f——+— I —t— I i
5. abra

15+ 16 =31 egység, ami 1240-nek felel meg. — 1 egység 40 gyereknek.
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f.  Egy osztalyban a tanulok 20%-anak van jelese matematikabol. Ha kettovel
kevesebb gyerek kapna jelest, akkor hatszor annyi gyereknek lenne jelestol
kiilonbozo osztalyzata. Hany gyerek jar az osztalyba?

5-sz0r kettobdl 2 hetedet lehet 6sszerakni, tehat egy hetednek 5 gyerek felel
meg. gy az osztalylétszam 35.

4. Atdarabolasok: a tanitas soran nagyon gyakran elé6fordulé mérési helyzet. Csak négy
példat emlitenék:

a. A Pitagorasz- tétel bizonyitasa (lasd pl.
http://matek.fazekas.hu/portal/szakkorok/2004/08spec/8evf int_index.html , 2005. januar 5-ei szakkor:
http://matek.fazekas.hu/portal/szakkorok/2004/08spec/8evf fpi 11 2004 _szakkor ora_meg.pdf)

7
A\

b. Tortrészek meghatarozasa

A/

6. abra

Az eredeti (bal oldali) dbran a besatirozott tortrészen nem latszik jol, hogyan mérhetd 0ssze az
egész négyzettel. Ezért célszerii az dbrat atdarabolni.

c. Bizonyos végtelen sorok osszegének meghatarozasa.

A 7. abrén azt mutatjuk meg, hogy §+ —+—++ ! +..= % Az eredetileg egységnyi

3?33t
hosszisagu fekete szakaszt mindig felosztjuk hdrom egyenld részre: egy zo6ldre, egy feketére €s
egy sargara.

8. abra
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. . 1 1 1 1 ) ..
A 8. abran azt mutatjuk meg, hogy 2 + yEl + el + o +..= 3 Az eredetileg egységnyi

tertiletli sziirke alakzatot mindig felosztjuk négy egyenld (teriiletli) részre: egy zdldre, egy
sargara, egy kékre és egy sziirkére (a megoldas Kenyeres Marton 14 éves fiutol szarmazik).

d. Polinomok szorzésa: erre az el6z0 fejezetben hoztunk példat.

Amikor kiilfoldi egyetemistakat tanitok matematikara, akkor altaldban nem kivancsiak
a matematikai Osszefliggések tartalmara. Azt kérik télem, hogy csak arra tanitsam meg Oket,
hogyan kell hasznalni az adott kifejezést.

A matematika tanitdsdban — midta csak iskolaban dolgozom — mindig jelen volt két
iranyzat harca. Az egyik az értelmes tanuldst részesitette eldnyben, ami idénként lasstibb
haladast jelent, de a 12 iskolai év végén a gyerekek lényegesen tobbet tudnak, és barmilyen
helyzetben tudjak alkalmazni a megszerzett tudast.

A masik irdnyzat a pillanatnyi eredményességre torekszik, ezért kész algebrai megol-
dasok tomegét zuditja a gyerekekre azzal a céllal, hogy rovidtavon eredményes tudjon lenni.
Ilyenkor eldéfordul, hogy bizonyos pillanatokban a kiilsé szemléld szamara igy tlinhet, hogy a
gyerek értelmére kevésbé tamaszkodo tanitasi eljarasok ,,eredményesebbek”, mert a gyerekek
tobb algebrai kifejezéssel tudnak formalisan banni. Hossza tavon ugyanakkor sokkal kisebb a
hatékonysaga.

Tobbszor leirtuk, hogy a tanitdsban nincsenek univerzalis igazsagok. Mindig az adott
gyereket vagy gyerekcsoportot kell fejleszteniink ugy, hogy kozben megfeleljiink egy olyan
tarsadalmi elvarasnak is, hogy hasznalhat6 tudéast adunk a gyerekeke kezébe. Mégis az értelem
védelmében elmondandm, hogy az id6 elott kapott megoldéasi sémak (példaul egyenletek) a
gyerekek értelmi fejlodését fogjak vissza.
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