Oktassunk vagy buktassunk Majoros Maria 2006. szept.
A kevesebb a tobb

dr. Majoros Maria

A kevesebb a tobb

A tanart mindig kisérti a gondolat, hogy kifut az id6ébdl, és nem jut el a tananyag végére az
¢rettségiig. Ez az aggodalom arra késztet sokakat, hogy siessenek, és minél tobb ismeretet
bezsufoljanak a rendelkezésre all6 iddbe.

A tanulds azonban nem linedris jelenség. A tananyag mennyiségének megnovelése nem vonja
maga utan a tudas novekedését is. SOt a tananyag megnovelése egy bizonyos ponton tul olyan
hatast valt ki, mintha egy 1-nél kisebb alapti exponencidlis fiiggvény ndvekedését
vizsgéalnank. Minél nagyobb a kitevd, annal kisebb értéket vesz fel a fiiggvény.

Ha egy matematikabodl atlagos képességli gyereknek tulméretezett mennyiségii tananyagot
akarunk megtanitani, akkor azt tapasztaljuk, hogy a tudasa szabalyosan leépiil, és egy id6 utan
a legegyszeribb Osszefliggések felismerésére sem képes mar.

A tananyag megnovelése szinte minden esetben maga utdn vonja, hogy a tanar nem tud
tekintettel lenni a jo és biztonsagos matematikatudas alapjat adé tapasztalatszerzésre. igy a
gyerekek szamara az egyetlen informécidforrds a fogalmak verbalis koriilirdsa, azaz a
definicio. Miutan a gyerekeknek nincs arra lehetdségiik, hogy az 0j fogalmakkal kapcsolatban
megfeleld tapasztalatokat szerezzenek, ezért a matematikai ismeretszerzésiik is torz iranyban
fejlédik: alapvetéen a memoridjukra tdmaszkodva probalnak feladatokat megoldani. Ilyenkor
figyelhetjiik meg feladatmegoldas kozben, hogy kétségbeesetten kutatnak az emlékeik kozott:
,-mit is kell csinalni hasonl6 esetben”.

A jelentdsen felduzzasztott tananyagnak van még egy a tanulést erdsen korlatozo hatasa. Nem
tudjuk azokat az alapvetd Osszefiiggéseket és struktirakat megmutatni, amelyek az atlagos
képességli gyerekek szamara a biztos t4j¢kozodas alapjat képezik. Ennek olyan
kovetkezménye van, hogy az analitikus gondolkodasuk visszafejlodik, a matematikai
feladatokkal kapcsolatban feliiletes benyomas alapjan alkotnak itéleteket, amelyek altalaban
nem helytalloak.

Ebben a tanulméanyban egy olyan gyerek esetét fogom elemezni, akit a matematika tanulasa
szempontjabol atlagos képességlinek tekinthetiink. A gyerek olyan iskoldba jart, ahol gy
dontottek, hogy minden tizenegyedikes gyerek szamara kotelezévé teszik a heti hat
matematikaorat, mert igy kivantdk biztositani az érettségire torténd megfeleld elokészitést.
Dori év végén megbukott. Potvizsgara készitettem fel. A gyerek nalam mutatott tanulési
folyamatat és teljesitményét fogom elemezni abbol a szempontbol, hogy az iskolai oktatés
hogyan hatott Dori matematikai ismereteinek felépiilésére.

Ennek bemutatasara azért vélasztottam a hatvanyozds azonossagai és az exponencialis
egyenletek témakort, mert nagyon plasztikusan megmutathaték azok a tanitasbol fakado, az
ismeretek megfeleld elsajatitasat korlatozo elemek, amelyek kovetkeztében egy a matematika
tanulasdhoz pozitivan hozzaallo, egyiittmiikodonek tekinthetd gyerek is egyre gyengébb
teljesitményt nyujt, és a gondolkodasa fokozatosan kaotikussa valik.
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A téma orai felépitése

Mi nehezitette a megértést ebben a
felépitésben?

I rész: elméleti ismeretek

A hatvanyozas definicidja

A 0 ¢és negativ kitevdjii hatvany értelmezése
A hatvanyozas azonossagai

A négyzetgyok fogalma

Az n-ik gyok fogalma péros ¢és paratlan
gyokkitevo esetén

Az n-ik gyok azonossagai

A tortkitevd és az n-ik gyok kapcsolata

1I. rész: a hozza kapcsolodo gyakorlas

Néhany feladat a négyzetgyokjel ald torténd
bevitelre és kihozatalra

Két feladat az egész kitevdjli hatvanyok
korében végzett miiveletekre: tortes
kifejezések atalakitasai

Két feladat a nevezd gyoktelenitésére

Két feladat gyokos kifejezések azonos
atalakitasara:

V74443 = /(2 ++/3)? tipusi

Egy feladat n-ik gyokre, ahol megprobaltak
bemutatni, hogy a tortkitevore torténd attérés
gyakran leegyszeriisiti a miiveletvégzést

Az exponencialis fliggvény bevezetése és
tulajdonsagainak vizsgalata

A gyerek jegyzetében két oldalon at
képleteket és jeloléseket talaltam,
amelyekhez sehol nem volt egyetlen példa
sem.

Az ilyen oktatdsi helyzet azt sugallja a
gyerek szamara, hogy a matematikai
feladatok megértése €és helyes kezelése a
megfeleld képletekre torténd emlékezésen
alapul. Tehat nem csodalkozhatunk azon, ha
a matematika tanulasdit memoriterként
kezelik.

Amennyiben a matematika tanuldsahoz jo
képességli gyerekekkel foglalkozunk, talan
nem vezet kaoszhoz egy ilyen felépités.
Atlagos  képességli  gyerekek  esetében
azonban a nem kdvetkezetesen megvalasztott
feladatok megerdsitik, hogy a matematikai
problémak megértése és helyes megoldasa
kizarolag otletek kérdése. A feladatok ilyen
felépitésével egy olyan  tapasztalatot
erOsitink meg, nincs ¢értelme a tanult
ismeretek segitségével elemezni a
feladatokat, mert nem visz kozelebb a
megoldashoz, tehat jo esély van arra, hogy
egy adott téma kapcsan az eldszoban emlitett
analitikus elemz6 képességiik egyaltalan nem
jon létre.

A tanulds kezdetén Doérinal ez a jelenség
tokéletesen megfigyelhetd volt. A
hatvanyozas azonossagaira  vonatkozd
feladatokat nem elemezte a miveletvégzés
sorrendje szempontjabol, és egyaltalan nem

volt képes azoknak a sémdknak a
felismerésére, amelyek egy-egy
azonossagnak megfeleltek, tehat

alkalmazhat6 volt az adott 6sszefiiggés.

Elég gyorsan javithato volt a hibdja. Miutan
megoldotta a feladatokat, arra kértem, hogy
minden egyes Iépést magyardzzon meg
valamelyik azonossag segitségével.
Megbesz¢Eltik, hogy a  hatvanyozas
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1Il. rész: exponencialis egyenletek

Sorrendben a kovetkezo feladatokat oldottak
meg Oran:
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azonossagait ugy kell értelmeznie, mint
olyan szabalyokat, amelyek arr6l szolnak,
hogyan  végezhetiink  miiveleteket a
hatvanyalakban megadott szdmokkal. Csak
olyan miveletet tud elvégezni, amihez hozza
tud rendelni egy azonossagot, amit mi a

hatvanyalakra vonatkozo szamolasi
szabalynak neveztiink.
A kovetkez6  hoénapokban  részletesen

elemezni fogom az azonossagok tanitasanak
modszertanat.

A feladatoknak a fele 6ran fordult eld, a
masik fele hazi feladat volt, de ezek teljes
megoldasat is elvégezték a kdvetkezd oran.
Erre tobbek kozott azért is sziikség volt, mert
a gyerekek olyan szinten nem értették, hogy
mirél van szo, hogy még arra sem voltak
képesek, hogy a feladatokat rendesen leirjak.

A 3O =é helyett példaul a

37 —2x+3= é egyenletet irta le Dori.

A kivélasztott feladatok azt mutatjak, hogy a
tandr igyekezett egy olyan feladatcsokrot
Osszeallitani, amely tartalmazza azokat az
alapvetd ,,otleteket”, amelyek az
exponencialis egyenletek megoldésa soran
eléfordulnak. = Ugyanakkor az  egyes
»otletekre” adott példdk szama nagyon
aranytalanul lett kialakitva.

Talsulyban vannak azok a feladatok,
amelyek megoldasa az  exponencidlis
fliggvény szigoru monotonitasara vezethetd
vissza.  Ugyanakkor a  masodfokura
visszavezethetd exponencidlis egyenletre
minddssze egyetlen feladatot taldlunk.
Ugyancsak egyetlen exponencialis egyenletet
kaptak a gyerekek, melynek megoldasa
elséfoku egyenletre vezethetd vissza.

akkor a
egyenlet

sorrendet,
visszavezethetd

Ha megfigyeljik a
masodfokiira
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megelézi az elséfokura visszavezethetd
D+l 4 g —pr+2 egyenletet.

x+1 x+1 X _
47 +27 =827 =0 A feladatsor végén ujra eldjonnek azok a

geeav _ 1 feladatok, amelyek megolddsa szigort
9 monotonitasbél  kovetkezik. Ezek az
5(2e1)(x13) g egyenletek valosziniileg azért keriiltek ide,
o rea mert a megoldasuk szintén masodfoku
17 =4 egyenletre vezetett. Ezek a masodfoka
9 (-1)(x-2) <4 egyenletek azonban a kitevére levont

kovetkeztetés alapjan  irhatok  fel, ¢és
Harom 6rat szantak ezeknek a feladatoknak a | kozvetleniil  kiszamithato  belSlik  az
megoldasara. A Dorit tanitd tanar ezzel | ismeretlen.

lezarta a téma alapszintli targyaldsat. Ezutan

kovetkeztek a két ismeretlenes | A feladatsor  végén  megjelenik  egy

egyenletrendszerek majd a  felvételi | egyenlStlenség is, melynek megoldasa

feladatok. masodfokii  egyenlétlenségre  vezethetd
vissza.

Az utols6 elotti feladat megolddsa némi
atalakitds utdn  ismét a  fliggvény
tulajdonsagara vezethetd vissza.

A bevezet6 feladatsor arra utal, hogy a Dorit
tanitd tandr ezeknél a feladatoknéal maga is az
egyéni Otletességet tekintette a legfontosabb
gondolkodasi eszkdznek, igy a megoldas
soran  alkalmazott jol koriilhatarolhato
eljarasok teljesen esetleges sorrendben
jelentek meg. Egy ilyen Osszeallitas tokéletes
kdoszhoz vezet az atlagos képességi
gyerekeknél.

A feladatok mennyisége és tartalma azt mutatja, hogy a tanar abbdl indult ki, hogy a fogalmak
ismertetése a helyes megértéshez elegendd informacioforras. A valosdgban azonban a helyes
matematikai fogalmak, és Osszefliggések kizardlag tapasztalat Gtjan szerezhetdk meg. Ezt a
tapasztalathoz a gyerekek gy jutnak hozza, hogy kiilonb6zo6 feladatokban kiprobaljak azokat
az ¢értelmezési lehetdségeket, amelyeket a verbalis megfogalmazas kozvetit szdmukra. A
matematikabol jo képességli gyerekek esetében a verbalis megfogalmazas altalaban
egyértelmiien azt kdzvetiti, ami a fogalom valodi matematikai tartalma. Az atlagos képességii
vagy matematikdbol gyengébb képességli gyerekek esetében azonban szinte minden esetben
megfigyelhetd, hogy tobbé-kevésbé eltorzul a matematikai tartalom, ami a nyelvi jelentés
tobbértelmiiségére vezethetd vissza. Ennél a példanal maradva nézziikk azt a teljesen
hétkoznapinak tiing elnevezést, hogy ,,.bevinni a gydkjel ala”. Ez a sz6 hétkoznapi értelmében
azt jelenti, hogy beirjuk a mennyiséget a gyokjel ala. A nyelvi jelentésbdl kiindulva tehat a

3-\/§ = \/5 \/g atalakitas sokkal természetesebb, mint a 3-\/§ = \/5 \/g . Ahhoz azonban,
hogy ezt a matematikdhoz kevesebb affinitassal rendelkezd gyerekek is megértsék, arra van
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sziikség, hogy elrontsdk egy-két feladat megoldasat. Ebben az esetben arra kérhetjiik Oket,
hogy zsebszamologép segitségével szamoljak ki az egyeldség jobb illetve bal oldalan felirt
mennyiségeket. Ekkor a sajat tapasztalatuk lesz, hogy valami olyan hibat kovettek el, amitdl
nem igaz az egyenldség.

A sajat tanitasi tapasztalatom azt mutatja, hogy a megértést nagyban segiti, ha a gyerekeknek
elmagyardzzuk, hogy a matematika jelolés lehetdvé teszi, ha ugyanazt a mennyiséget tobbféle
szimbolum segitségével irjuk le. Altalaban gyorsan rajonnek, hogy a tanulmanyaik soran az
elsd ilyen nagy szimbolumvaltas akkor tortént, amikor az egész szdmokrol attértek a tortes
jelolésre. Ahogyan akkor az 0j szimbolumhoz jelentést kellett rendelni, hiszen 6nmagaban
véve semmi értelme nincs két egymads ald irt egész szamnak, amelyeket egy rovid vonal
valaszt el, gy onmagaban véve a gydknek sincs semmilyen értelmes jelentése. A definicio
rendel hozz4 tartalmat, és utana ennek megfeleléen kell értelmezni és hasznélni a kiilonb6zo
mennyiségek megjelolésére. Tehat a ,bevitel a gyodkjel ald” igazi tartalma, hogy az uj
szimbolum segitségével fel kell irni egy mennyiséget, ¢s ez a megfogalmazastol fliggetleniil
csak a szimbolumhoz rendelt jelentés alapjan torténhet.

Amikor tanitas kozben megallunk, és hosszasabban elidoziink egy-egy fogalomnal, akkor
nem kell attol félniink, hogy ez tul nagy idOveszteséget okoz, mert a helyes megértés
kialakitasara forditott id6 sokszorosan megtériil késébb. Dora is Iényegesen jobban értette és
kezelte ett6l a magyarazattol a gyokos kifejezéseket.

A fent bemutatott elnagyolt tanitdsnak, amely gyorsan végigmegy az alapfogalmakon, hogy
uténa tgynevezett osszetett feladatok megoldasan id6zhessen el hosszabb ideig, van még egy,
a gondolkodas fejlodését jelentdsen visszafogd hatasa. A gyerekek globalisan érzékelik a
matematikai szimbdlumokat, amelyekhez altalaban lineéris jelentést kapcsolnak. Ez szintén
természetesen kovetkezik abbdl a ténybdl, hogy hat éves koruktdl kezdve minden irott
szoveget igy olvasnak ki, €s ez el is vezet a nyelvi szovegek megértéséhez. A matematikdban
azonban minden jelentés levezetés eredménye, nevezetesen azoknak a Iépéseknek az
Osszessége, amelyekkel az adott kifejezést 1étrehoztuk. Ezért nem elég egyetlen példat hozni
arra, hogy egy tobbszordsen bedgyazott gyok hogyan irhato at tortkitevdjli hatvannya. Amikor
ezt tessziik, olyan, mintha egy magyartanar azt varna a gyerekektol, hogy egyetlen nagyon
bonyolult dsszetett mondat bemutatd elemzése utdn legyenek képesek barmilyen Osszetett
mondat elemzésére.

Ilyen tanitasi kornyezetben a gyerekek nem jutnak el annak megértéséig, hogyan tudjak az uj
ismereteik segitségével felépiteni és elemezni az 0 tipusu algebrai kifejezéseket. Ennek a
gondolkodésallapotnak az a tipikus tlinete, hogy teljesen esetlegesen alkalmaznak azonos
atalakitdsokat. Ha rajuk szolunk, hogy rossz, amit csindlnak, akkor ugyanolyan
véletlenszerlien kezdenek el valamilyen maés 4talakitdst. Mikdzben esetleg pontosan
felmondjak az Osszes azonossadgot, minden feladatmegoldasuk a kiils6 szemléld szaméara
vakprobalkozasnak tiinik.

Ezek utdn - azt hiszem - természetesnek kell tekinteniink, hogy Dori az egyenletek
megoldasaval is teljesen hadilabon allt. Fogalma nem volt arr6l, mi az exponencialis egyenlet,
¢s egyaltalan hogyan lehet elkezdeni egy ilyen egyenlet megoldasat. Semmilyen elképzelése
nem volt arrdl, mi az egyenlet megoldasa és a fliggvény kozott a kapcesolat.

A kovetkez6 magyarazat segitett szamdra abban, hogy jobban atladssa a témat. El6szor is
tisztdztuk, hogy a korabban megismert linedris és a masodfoku egyenletek ugynevezett
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algebrai egyenletek, melyek a négy alapmiivelet segitségével lebonthatok, ezért a mérlegelv
segitségével megoldhatok.

Az exponencidlis egyenlet nem algebrai egyenlet, tehat mas megoldasi eljarasokat kell
keresniink, ha meg akarjuk taldlni ezeknek az egyenleteknek a gyokeit. Ezek az eljarasok
(,,0tletek™) nagyjabol két nagy csoportra bonthatok:

1. Az els6 esetben a fiiggvény tulajdonsagara tudunk hivatkozni. Amennyiben sikeriil
elérniink, hogy az egyenldség mindkét oldalan ugyanolyan alaptu hatvany legyen, ami
egytagi kifejezés, akkor a szigort monotonitasbdl kovetkezik, hogy az alapok
egyenldsége maga utdn vonja a kitevok egyenlOségét.

Ebbdl az egyenléségbdl mar ismert elsd vagy masodfoku egyenleteket kapunk,
amelyek megolddsa nem okoz nehézséget.

2. A masik csoportba azok az egyenletek tartoznak, amelyek az exponencialis tagban
valnak els¢ vagy masodfokti egyenletté. Amikor az exponencidlis tag értékét
meghataroztuk, akkor masodik 1épésben ismét a fiiggvény tulajdonsagara hivatkozva
tudjuk meghatarozni az ismeretlen értékét.

Megbesz¢ltiik, hogy csak nagyon egyszerli esetben fordul eld, hogy minden atalakitas
nélkiill kozvetleniil felismerhetd az elsé vagy madasodfokt egyenlet. Tobbnyire a
hatvanyozas azonossagai segitségével tudunk olyan atalakitdsokat csindlni, hogy az
egylitthatok leolvashatok legyenek.

Dori nagyon jol megértette az exponencialis egyenletek megoldédsa soran alkalmazott
eljarasok lényegét, és rovid idon beliil a nem tal bonyolult esetekben 6nalldan is jol
alkalmazta ezeket. Nagy megkonnyebbiilést okozott szamara, hogy nem ,,0tletek”
kellenek a megoldashoz, hanem ,,csak” arra van sziikség, hogy bizonyos strukturalis
Osszefiiggéseket felismerjen, €s ez a képesség megtanulhato.

3. Dori semmilyen kapcsolatot nem latott az egyenlet és az egyenldtlenség kozott.
Megdobbentette a tény, hogy az egyenldtlenség tartalmat tekintve rokon az
egyenlettel, csak itt nem arra vagyunk kivancsiak, hogy az ismeretlen mely értékeinél
vesz fel a fliggvény egy adott értéket, hanem arra, mikor vesz fel kisebb vagy nagyobb
értéket. Nagy megkonnyebbiiléssel vette tudomasul, hogy az egyenldtlenségek
megoldasa soran ugyanazt a szemléletet kell alkalmaznia, mint az egyenletek
megoldasanal.

Egyszer az egyik tanitvdnyom azt mondta az 6t nagyon igényesen tanitd, de hihetetleniil
tulméretezett mennyiségli tananyagot megtanitani akard tandrarol: ,,Nagyon szeretem Ot, mert
nagyon rendes ember, de sajndlom, mert nem veszi észre, hogy amit csinal olyan, mintha egy
1 literes livegbe egy vodor vizet akarna bednteni. A viz nagy része melléfolyik, és az iiveg
majdnem iires marad. Pedig ha lassan ontené a vizet, akkor kevesebb menne mell¢, és az liveg
is tele lenne. Es akkor mindenki boldogabb lenne. A tanar ugy latna, van értelme a
munkdjanak, mi is Oriilnénk, mert valamit nagyon jol megértenénk és megtanulnank.”

Majoros Maria
mmajoros@lauder.hu




