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Dr. Majoros Maria

Az azonossagok tanitasarol I.

Aki megprobalt mar idegen nyelvet tanulni, tapasztalhatta, hogy a nyelv ismeretének
¢s helyes hasznalatanak — matematikai szakkifejezést hasznalva — csak sziikséges, de nem
elégséges feltétele a szavak €s a nyelvtani szabalyok ismerete. Ha valaki megtanulja a
szavakat ¢és a nyelvtant, ¢s mégis képtelen értelmesen kommunikalni az adott idegen nyelven,
akkor erre a tarsadalmilag elfogadott kész valasz az, hogy az illetének nincs nyelvérzéke. Ezt
a magyardzatot tobbnyire mindenki kritikatlanul elfogadja, pedig ennek az allitasnak
tokéletesen ellentmond az a tény, hogy az illeté az anyanyelvét esetleg nagyon valasztékosan
¢s tokéletesen beszéli. Mert logikus, ha valakinek nincs nyelvérzéke, az a sajat anyanyelvét
sem tudja rendesen megtanulni.

A nyelvészeket mar nagyon régodta foglalkoztatja a nyelv, ezzel egyiitt a nyelvtanulas
mibenléte. Hermann Paul (1846-1921), a német filologia professzora szerint a gyermek csak
ugy juthat a nyelv birtokaba, ha rekonstrudlja azt 6nmagéban. Ez a rekonstrukcié Paul szerint
azonban sziikségképpen egyéni koriilmények kozott megy végbe, és ezért az eredmény egyéni
sajatossagokat tlintet fel. Amikor egy kisgyerek elkezd beszélni, akkor nagyon jol
megfigyelhetd, mennyire szubjektiv a nyelvhasznalata. A nyelvtanulds Paul szerint nem ér
véget a nyelv eredeti elsajatitasaval, mert a masokkal folytatott kommunikacié hatasara
folyamatosan formalddik az egyén nyelve, hogy meg tudjon felelni annak a normanak, ami az
adott nyelvet hasznalok kozotti kommunikaciot lehetové teszi.

Mikozben Gjraolvastam Hermann Paul irasat folyamatosan azon gondolkoztam,
mintha csak a matematika tanuldsadnak folyamatarol irna. Sziikségszertien adodik a
kovetkeztetés, ha a nyelv és a matematika tanulédsa ilyen szorosan 6sszekapcsolhato
gondolkodasi jelenség, akkor Paul nyilvanvaloan olyan a tanulds egészére vonatkozo
torvényeket fedezett fel, amelyek az emberi gondolkodas €s ismeretszerzés altalanos
torvényei. Valoban néhany évtizeddel késobb J. Piaget genetikus ismeretelméletében mar
altalanosan is megfogalmazta ezeket a tanuldsra vonatkoz6 torvényszertiségeket.

Az ,,Oktassunk vagy Buktassunk?”” cimii konyvben irtam le eldszdr, hogy a gyerekek a
matematika tanuldsa soran a mar meglévo tudasukhoz probaljak meg hozzailleszteni az j
fogalmakat ¢s ismereteket. Ennek a beillesztésnek a soran téves értelmezések sokasagat
figyelhetjiik meg, ami természetes, mert a tanulds elkeriilhetetlen fazisa. Amennyiben a
tanitas nem redukalddik az ismeretkdzlésre, majd néhany példa utan annak mérésére, hogy a
gyerek mennyire képes a felszinen reprodukalni mindazt, amit megmutattunk neki, hanem az
orakon valodi kommunikécid zajlik, akkor a téves értelmezésekkel nem mindsitjiik a
gyerekeket, hanem a hibdk segitenek benniinket, tanarokat abban, hogy megértsiik az egyéni
matematikai értelmezések 1ényegét. Amennyiben megértjiik a gyerekek gondolkodasat, hozza
tudjuk Oket segiteni a helyes értelmezéshez és fogalomhasznalathoz, ahhoz a bizonyos
korabban emlitett normahoz, ami a matematikai kommunikaciot lehetové teszi.

Tapasztalatom szerint a matematika tanuldsa sordn az 0j fogalmaknak ez a beillesztése
annal kdnnyebben torténik meg, minél jobban kihasznéljuk a mar meglévd gondolkodasi és
fogalomalkotési sémakat. Ez konkrétan azt jelenti, hogy a felszinen megjelend formai és
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tartalmi sokféleség mogott meg tudjuk mutatni azt a gondolati tartalmat, ami egységbe
foglalja a latszolag nagyon kiilonb6z6 matematikai tartalmakat.

Az azonossagok tanitdsan szeretném megmutatni, hogy mi az a gondolati egység, ami
lehetdvé teszi, hogy a felszinen megjelend sokféleséget a gyerekek konnyebben atlassak, és
nagyobb biztonsaggal tanuljak meg.

Induljunk ki a matematika altal elfogadott azonossagfogalombol: azonossagnak
tekintiink egy egyenldséget akkor, ha a betiik minden behelyettesithetd értéke esetén az
egyenldség mindkét oldaldn ugyanazt a helyettesitési értéket kapjuk.

A gyerekek az iskolai tanulmanyaik soran idérendi sorrendben a kovetkezd
azonossagokkal taldlkoznak:

a hatvanyozas azonossagai

nevezetes azonossagok

a négyzetgyokvonas azonossagai

az n-ik gyokre vonatkozd azonossagok
a tort kitevore vonatkozé azonossagok
a logaritmus azonossagai

A e

A matematika gy alkotja meg a fogalmait, hogy egy olyan kozds tulajdonsagot keres,
ami a formai megjelenéstdl fiiggetleniil allandd. A fenti 6 példaban ez a betiikifejezéseknek az
a tulajdonsaga, hogy az értelmezési tartomany barmely elemének behelyettesitése esetén
ugyanazt az értéket kapjuk az egyenldség mindkét oldalan.

Mikozben matematikailag egységesen azonossagként kezelhetjiik a fenti 6 esetet,
addig eredetiiket €s tartalmukat tekintve a 2. ponthoz tartoz6 nevezetes azonossagoknak
semmi koze nincs a tobbi azonossaghoz. A nevezetes azonossagok algebrai atalakitasokrol
szolnak, mig a masik 5 pontban felirt azonossagok a szimbolikus szamirashoz kapcsolddnak.
Egészen pontosan azt adjak meg, hogy egy adott szimbolum hasznalata esetén milyen
szamolasi szabalyokat lehet megalkotni az adott szimbolumra, mint jeldlésre.

Ebben az értelmezésben nem a hatvanyozas azonossagai az elsé azonossagok, hanem a
10-es szamrendszerben felirt szamokra vonatkozo szamolasi szabdlyok. A helyi értékes
szamolasi szabalyokat azért nem érezziik azonossagnak, mert minden ember sziiletése Ota egy
olyan vildgban nd fel, ahol minden mennyiséget ebben a jeldlésrendszerben lat felirva.
Természetesnek tekintjiik, hogy a 4576 a 4-1000+5-100+6-10+ 7 -1 mennyiséget
szimbolizalja. Szinte senki nem gondol arra, hogy a 4576 ugyantigy szimb6lum, mint a
hatvanyalak vagy a gyokos alak, stb. Néha a matematika tanitasa kisérletet tesz arra, hogy
azokat a szamolasi szabalyokat, amelyek a 10-es szamrendszerben ontudatlanul is
természetesek, tudatositsuk. Ennek a tudatositasnak logikusan valaszthat6 eszkoze évek ota a
mennyiségek megadasa a 2-es vagy mas alapu szamrendszerben, és a miiveletvégzés ezekben
a szamrendszerekben. Amikor ezt tanitottam, mindig az volt a tapasztalatom, hogy a gyerekek
megtanultdk hasznalni a tobbi szamrendszert, de szinte soha nem értem el a kivant tanitasi
célt, a helyi értékes szamolasi szabalyok tudatositasat. A gyerekek szamara létezett a 10-es
szamrendszer a magatol értetddd szamolasi szabalyaival, és volt a tobbi szamrendszer a
megtanuland6 szamolasi szabalyokkal.
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Annak idején sokat gondolkoztam azon, a gyerekek gondolkodasdban miért valt ez
ennyire ketté, jollehet matematikai tartalmat tekintve ugyanarrol volt sz6. Ma mar ugy
gondolom, hogy ez térvényszerlien van igy, mert mire egy gyerek 12-14 éves lesz, addigra a
mennyiségérzékelését és a hétkoznapi értelemben vett szamolast dntudatlanul azonositja a 10-
es szamrendszerrel. Azt is mondhatnank, hogy a 10-es szamrendszer gy miikddik, mint a
mennyiségek nagysaganak ,.érzékszerve”. Ahogyan a szinek érzékelését sem azonositjuk a
latas bonyolult fiziologiai és pszicholdgiai folyamataval, gy a 10-es szamrendszer
tulajdonsagait is nagyon nehéz tudatositani.

Hogy ez mennyire igy van, akkor tapasztaljuk, amikor elkezdjiik a torteket tanitani.
Ekkor vezetiink be eldszor egy olyan 0j mennyiségi jelolést, ami minden addig megszokott
szabalyt felborit, és a gyerekeknek ujra kell értelmezni a szamirast, Gjra kell fogalmazni a tort
formaban megadott mennyiségek dsszehasonlitasat, és meg kell alkotniuk a tortre, mint Uj
szimbolumra a szdmolasi szabalyokat. A tort az elsd olyan szimbolum, amit definidlnunk kell:
egy vizszintes vonal elvélaszt két szdmot. A vizszintes vonal alatti szdm a nevezd, ami
definicid szerint megadja, hogy az egészet hany egyenld részre bontjuk. A vizszintes vonal
(tortvonal) folotti szam megadja, hogy ezekbdl az egyenld részekbdl hanyat vesziink. Tehat a
tortekre vonatkozo miiveletvégzeést tekinthetjiik a masodik — és ekkor mar tudatosan
kialakitott szamolasi szabalyokrol van szo — azonossdgnak, amivel a gyerekek a
tanulmanyaik soran taldlkoznak:

g+£:ad+bc

b d  bd

a.c_ac a,b,c,de N és b,d #0
b d bd

a.c_ad

b d be

Nagyon fontos, hogy a tanitas sordn két dolog vildgosan elkiiloniiljon:

1. az Gsszeadas, szorzas, osztas mint mivelet
hogyan adhat6é meg ennek a miiveletnek a végeredménye a miiveletben részt vevo
szdmok irasbeli alakjabol kiindulva (ezek az azonossagok)

Az 6sszeadas példdjan mutatndm meg, hogy pontosan mire gondolok. A % ésa

% szamokkal jelolt mennyiségeket barki 6ssze tudja adni: ezt a két mennyiséget egymas

mellé tessziik, és ez lesz az Osszegilik. Ez maga a miivelet. Ugyanakkor szeretnénk a miivelet
végeredményét ugyanolyan formaban, tehat tort formaban megadni.

Ez a probléma egy nagyon gyakorlatias kérdést vet fel, hogyan tudom megmérni az
Osszegként kapott mennyiséget. Jol 1athatd, hogy erre nem alkalmas sem a negyed, sem a

. . 3., . .
heted, mert nem tudjuk megmondani, hogy a 2 hanyszorosa a hetednek, és arra sincs pontos

valasz, hogy a % hanyszorosa a negyednek. Ahhoz, hogy ezeket a méréseket pontosan el
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tudjuk végezni, olyan egységet kell valasztani, amivel mindkét mennyiséget dssze tudjuk
. 2 .
hasonlitani. Ez a huszonnyolcad lesz. Ennek a %a 21-szerese, a 2 pedig a 8-szorosa.

Ezt a miiveletet utana lefordithatjuk a téortmennyiségek irasbeli szimbolikus megjelenésének
formajara, és megfogalmazhatjuk a tortek irasbeli 6sszeadasara vonatkozé szabalyt.

3 .37 21
4 47 28
2 24 38

ERErars
tehat

3 2__3-7_F2-4__21+8
4 7 28 28 28

Tehat a tortek 6sszeadasa, mint miivelet a muvelet elvégzésének irasbeli szabalyaitol
fiiggetlentil Iétezik. Ugy gondolom, nagyon fontos, hogy a tanitas sordn ez a gondolat
vilagosan megjelenjen.

A torteket a hatvanyozds azonossdagai kovetik. A hatvanyalak egy tjjabb szimbolum,
amivel a mennyiségeket irasban meg tudjuk jeleniteni. Ahogyan barmely szimbolum
onkényes, igy a hatvanyalak is, tehat definidlnunk kell a benne szerepld szamok (alap, kitevd)
jelentését és tartalmat. Az azonossag fogalma itt is azt jelenti, hogy megadjuk a
hatvanyalakban felirt mennyiségekre vonatkoz6 szamolasi szabalyokat. Ahogyan a tortek
esetében, Ugy itt is azonossag alatt azt fogjuk érteni, hogy hatvanyalakban megadott
mennyiségekkel végzett miiveletek eredménye hogyan adhatéo meg hatvanyalakban. Itt is arra
toreksziink, hogy a miivelet végeredményét a miiveletben részt vevé mennyiségek
hatvanyalakjabol vezessiik le.

A ,,hatvanyozas azonossagai” fogalom alatt 6t azonossagot szoktunk felsorolni:

a}’l .am :a}’l+m
n
a’n :al’lfln
a
m
(a}'l) :anm
a"-b"=(a-b)

Az 6t azonossag azonban csak a matematika fent megadott azonossag fogalma alapjan
kezelhetd egységesen. Ez az 6t azonossag tartalmat tekintve jol elkiilonithetéen két csoportra
bonthat6. Az elsé hdrom azonossag arrol szol, hogy hatvanyalakban megadott mennyiségek
szorzata, hanyadosa és hatvanya hogyan adhaté meg szintén hatvanyalakban.

Az utolso két azonossag a miiveletvégzés sorrendjével kapcsolatos azonos
atalakitasokrol szol, tehat gondolati tartalmat tekintve sokkal inkébb a 2. pontban felsorolt
nevezetes azonossagok korébe tartozik.
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A hatvanyalak, mint jel6lés bonyolult €s szokatlan a gyerekek szamara, ezért a
hatvanyfogalom kialakitdsaval érdemes nagyon tudatosan foglalkozni. Mindazok a készségek
¢és képességek, amelyeket itt Iétrehozunk vagy megerdsitiink, késébb nagyon hatékonyan
fogjak segiteni a gyok illetve a logaritmus fogalmanak kialakitasat.

A matematika és a pszichologia itt is kiillonb6zd nézeteket vall a fogalom
kialakitdsanak mibenlétérdl. A matematika a fogalom 1étrejottét azonositja a definicidval, €s
beszéliink a definicid kozvetlen alkalmazésairdl. A pszicholdgia ezt a két dolgot nem
kiilonbozteti meg: akkor tekinti ugyanis a fogalom kialakitasat befejezettnek, ha azzal minden
kovetkeztetést el tudunk végezni.

Nézziik meg, mit is jelent ez pontosan a hatvanyfogalom esetében!

2" =1024
2" =1024
x'’ =1024

Amikor a gyerekek konnyedén meg tudjak valaszolni mindhdrom kérdést, akkor
tekinthetjiik befejezettnek a fogalom és a fogalomhoz kapcsolodd szimbolum kialakitasat.

A szeptemberi tanulményban szd volt arrol, hogy a tananyag meggondolatlan
tulzsufolasa a gyerekek fejében kdoszhoz vezet. A hatvanyfogalom bdven kinal ilyen
lehetdségeket.

1. Az egyik tipikus hiba, amikor tilsagosan hamar alkalmazzuk az 0j 6sszefiiggést
negativ szdmokra, tortekre, stb.

Barmilyen jol is értik a gyerekek a hatvanyozast, a fogalommal torténd elso talalkozas
idején (10-12 éves korban) tobbségiik szaméara nehéznek tiinik példaul a kdvetkezd
feladat értelmezése €s megoldésa:

(-3)72°(-3-5)°
34(2-5)°

2. A masik tipikus hiba, hogy a hatvadnyozés gyakorlasdba bevonunk olyan feladatokat,
amelyek 1gazabol mas tudashoz, készségekhez kapcsolodnak.

A2%ésa (2*)’ kifejezések dsszehasonlitdsa esetében az elsd kifejezés csak annyiban

kapcsolddik a hatvanyozashoz, hogy van benne alap ¢és kitevo. A feladat megértése és
helyes értelmezése azonban attol fiigg, hogy felismerjiik-e a miiveletek sorrendjét.

Mikozben egy fogalmat épitiink, kozben az egyre bonyolultabb algebrai megjelenés

sziikségessé teszi a matematikai jelentés tudatos kialakitasat. Minden algebrai
kifejezés jelentése azon miiveletek Osszessége, amelyek segitségével 1étrehoztuk azt.

A 2% kifejezést a kovetkez6 miiveletekkel hoztuk létre:
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1. 1épés: 4
2. 1épés: 4 -et 3-ik hatvanyra emelem = 4°
3. 1épés: a 2-t emelem az elébb kapott kitevére = 2+

A (2%)’ kifejezés esetén ez a sorrend a kdvetkezd:

1. 1épés: 2
2. 1épés: 2-t 4-ik hatvanyra emelem => 2*
3. 1épés: amit kaptam, tovabb hatvianyozom = (2*)’

Mindnyéjan érzékeljiik, hogy ez az elemzés nagyon hasonlit arra, ahogyan a
mondatokban az ala- és mellérendeld viszonyokat elemezziik. Nos a nyelvi hasonlatnal
maradva, a fent leirt algebrai talbonyolitasokat a gyerekek ugy élik meg, mintha a
nyelvtanulas kezdetekor azt varnank toliik, hogy nagyon bonyolult 6sszetett mondatok —
amelyekben a szavak jelentését is csak nehezen, szotar segitségével értik meg — elemzését
konnyedén képesek legyenek elvégezni.

Novemberben a gyokvonas fogalméanak bevezetésével kapcsolatos gondolataimat
szeretném megirni. Decemberben a hatvany, a gyok €s a logaritmus kapcsolatat szeretném
elemezni.
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