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A négyzetgyok és a szamfogalom felépitése

Dr. Majoros Maria

Minden kozépiskolas matematika tankonyvben egy 6nallo fejezetcim a négyzetgyok.
Nézziink meg, hogyan vezeti be a kdzépiskolas tankonyvek tobbsége a négyzetgyok fogalmat:

,Minden valos szdm négyzete nemnegativ szam, igy kereshetjiik, hogy egy nemnegativ szam
minek a négyzete. Szeretnénk egyértelmii valaszt adni, ezért bevezetjiik a négyzetgyok
fogalmat.” Es ezutan azonnal kovetkezik a gyok szabatos vastagon kiemelt definicioja, majd

rogton a gyokvonds azonossagai. Az azonossagok utan bebizonyitjuk, hogy V2 nem
racionalis szam.

Ha a megértés szempontjabol nézziik ezt a felépitést, akkor tobb ponton is kifogasolhato:

1. Rogtdn az elején, valos szamrol beszél, pedig a gyerekek még csak a racionalis
szamokat ismerik. Persze, ha onnan indulna, hogy minden racionalis szam négyzete
egy nemnegativ racionalis szdm, akkor a gyerekek joggal tennék fel a kérdést, hogy
micsoda butasag a gyokjel bevezetése.

2. Aki eldszor talalkozik a gyok fogalmaval, hianyolja azt a gondolati lancszemet, mi
van azokkal a szamokkal (példaul ilyen a 2, 3, 5,....), amelyek nem egy racionalis
szdm négyzetei. Az ilyen esetekben megjeldliink-e valamit a gyokkel, vagy egy
értelmezhetetlen jelet hasznalunk.

3. A felépités ezt a logikai hézagot azzal tolti ki, hogy a végén bebizonyitja, V2 nem
racionalis.

4. Természetesen matematikailag nincs logikai hézag, hiszen a gyok definicidja egy
egzisztencia allitas: ,,Valamely nemnegativ ,,a” szam négyzetgyoke olyan nemnegativ
szdm, aminek a négyzete az ,,a” szdm.” A definici6 azt allitja, hogy minden
nemnegativ szam gyokéhez egyértelmiien hozzarendelhetd egy szam.

Es itt el is jutottunk a leglényegesebb kérdéshez: a gyok egy jelilés, amit azért kell
bevezetniink, mert bizonyos mennyiségeket nem tudunk az addig ismert szamiras segitségével
megadni. Tehat a helyi értékes jelolés, a tort, a hatvanyalak utan a gyerekek szdmara a
négyzetgyok lesz a mennyiségek szimbolikus irdsbeli megjelenitésének negyedik formaja.

Ha egy 1j jelolést bevezetiink, akkor meg kell mutatni azt, hogy mi tette sziikségessé az j
szimbolum megjelenését. Tehat meg kell mutatnunk azt a mennyiséget, amit nem tudunk a
mar ismert szimbolumokkal megadni.

Ennek a mennyiségnek a 1étezését az okori gorogok fedezték fel. Erdemes megmutatni a
gyerekeknek, hogyan tortént mindez.

A gorogok kétféle szamot ismertek: az egész szamokat €s az aranyszamokat. A piithagoreusok
szdmelmélete szerint az egy a szamok eredete, ami nem bonthato kisebb részekre — tehat nem
oszthato, csak szorozhato — igy a tortekkel két egész szam aranyaként értelmezték. Ok
fedeztek fel a szamtani és mértani kozéparanyos fogalmat, és a szerkesztést is megoldottak.
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A mértani kozéparanyos vizsgalata és szerkesztése elvezette 6ket ahhoz a felismeréshez, hogy
mikdzben a mértani kdzéparanyost mindig meg tudtak szerkeszteni, tehat barmely mérhetd
oldalu téglalaphoz talaltak olyan négyzetet, amelynek teriilete egyenld volt a téglalap
tertiletével, és ennek a négyzetnek minden esetben lathatdan 1étezett az oldala, bizonyos
esetekben — ahogyan 6k fogalmaztak — az oldal hosszuséaga ,,nem volt szam”. Ezzel azt
akartak kifejezni, hogy nem létezett ezeknek a mennyiségeknek a jeldlésére alkalmas szam.
Ezért kaptak ezek a mennyiségek az ,,arrhéton”, magyarul ,.kimondhatatlan” nevet.

A négyzet teriiletének kettdzése ugyanerre a problémara vezetett. Ha egy négyzet oldalat meg
tudjuk mérni, akkor nem tudunk szamot rendelni a kétszeres teriileti négyzet oldaldhoz.
Ennek részletes magyarazata megtalalhat6 ,,Osszemérhetetlen” cimen mellékelt irdsunkban.

Ha a kis négyzet oldalat egynek tekintjiik, akkor teriiletének mérészadma is egy. A
megkettdzéssel kapott négyzet teriilete értelemszertien 2. Oldala pedig egy olyan szém,
aminek a négyzete 2.

A teriiletkettézés tehat elvezetett egy olyan szam kereséséhez, aminek a négyzete 2. Erdemes
1d6t szanni arra, hogy megprobaljuk tizedes tortek segitségével megkeresni azt a szamot,
aminek a négyzete 2. Legyen ez a szdm o.

l4<aoa < 1,5

14l < a < 142

1,414 < o < 1,415

1,4142< o < 1,4143

1,41421 < o < 1,41422
1,414213 < o < 1,414214
1,4142135 < a < 1,4142136
1,41421356 < a < 1,41421357
1,414213562 < a < 1,414213563

A kilencedik tizedes jegyig nem keletkezett szakasz. Kordbban mar tobbszdr megmutattuk,
hogy a kozonséges tortek tizedes tort alakban felirva véges vagy végtelen tizedes tortként
irhatok fel. Most ijra visszatérhetiink annak megbeszélésére, miért van ez sziikségképpen igy.

A tizedes tortek olyan specialis tortek, melyek nevezdje 10 hatvanya. 10 barmely hatvanyanak
primtényez0s felbontadsaban a 2 és az 5 szerepel. Tehat azok a tortek, amelyek nevezdjének
primtényezds felbontdsaban nincs mas primtényezd, bévitéssel 10 hatvanyava alakithatok, és
igy véges tizedes tortet kapunk. Azok a tortek, amelyek nevezdjének primtényezds
felbontasaban mas primszam is eléfordul, nem bévitheték 10 hatvanyava.

Bérmilyen nagy n egész szam allhat egy tort nevezdjében, annak csak (n-1)-féle 0-t6l

rrrrr

szakasz keletkezik.

A kozelitd értékek keresése sordn ugy tlinik, hogy a keresett o szdm esetleg nem sorolhat6 be
az eddig ismert szamaink koz¢, mert lehetséges, hogy végtelen €s nem szakaszos tizedes tortet
ad. Miutan ezt a sejtésiinket megfogalmaztuk, bizonyithatjuk o irracionalitasat. Ezzel példat
mutattunk arra, hogy az eddig ismert szdmirasi szimbolumok alkalmatlanok annak a
mennyiségnek a jelolésére, aminek a négyzete 2.
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Amikor néhany nappal ezel6tt 8. osztalyban ezt tanitottam, a gyerekek maguk fogalmaztak
meg a feladatot, hogy kellene talalni egy 0j jelet, mert a rendelkezésre allé ismert szamirasi
jelolések alkalmatlanok bizonyos mennyiségek leirasara.

Ekkor a gondolkodas és az emberi ismeretek felépiilése szempontjabol a helyére tettiik a
dolgokat. Nem a gyok teremtette meg az irracionalis szdmokat, hanem az irracionalis szdmok

felfedezése teremtett meg egy jelolést, nevezetesen a \/_ -0t. Tisztazhatjuk a gyerekekkel,

hogy hasonloan barmely szimbdolumhoz, a jel 6Gnmagéban értelmetlen. A definicidval adunk
értelmet a jelnek, és ennek a kdzos megegyezésnek megfelelden kell azt hasznélnunk.

Ebben a felépitésben a gyerekek szamdra természetes, hogy a tortekhez hasonldan itt is meg
kell oldanunk néhany feladatot:

1. Az1j jelet be kell illesztenlink a mar ismert jeldléseink kozé. Meg kell mutatnunk,
hogy az egész szdmokat ¢s a torteket, hogyan tudjuk az 0j szimbdlum segitségével

megadni ( a szakirodalom gy fogalmaz, hogy ,, \/_ -0s alakban megadni”). Itt

hivatkozhatunk arra, hogy ez a feladat csak formajaban 1j, tartalmat tekintve a
gyerekek korabban is taldlkoztak ezzel a problémaval akkor, amikor az egész
szamokat tort alakban felirtak.

2. Ertelmezniink kell az (ij szimboélumra a miiveletvégzés szabalyait , tehat meg kell

alkotnunk a \/_ azonossagait, ami nem mas, mint a gyokos alakban megadott

szdmokra vonatkoz6 szamolasi szabalyok.
3. Meg kell tanulnunk az 0j szimbolum segitségével felirt mennyiségek rendezését.

A gyokkel kapcsolatos matematikai szohasznalat nem tdmogatja a megértést. Néhany olyan
kifejezést emelnék ki, amelyik kifejezetten zavaré lehet a szimbolum hasznélataval el6szor
talalkozo gyerekek szamara:

1. ,, Vigyiik be a gyokjel ala!” Ez a felszolitas a kovetkez6 atalakitast takarhatja példaul:

345 =445

Az ilyen feladatokban sokkal szerencsésebb lenne azt mondani, hogy a szorzat masik
tényezdjét is a gyokos jelolés segitségével adjuk meg, ezutan alkalmazunk egy a
gyokre, mint szimbdlumra vonatkoz6 miiveletvégzési szabalyt.

2. Ugyanilyen, a tartalmi Iényeget elfed6 szohasznalat az el6z6 feladat megforditasa,
amikor ,, kivisziink a gyokjel alol.”

3. Alapvetden sérti a megértést a kovetkezd megfogalmazas: ,, 4 gyok kiszamitasa nelkiil

adjuk meg a kifejezés pontos értékét!” Példaul ilyen feladat: /5 - /45 = /225 =15

Ezzel a szohasznalattal tobb probléma is van. El0szor is a gyokot gy értelmezi, mint
szamolasi eljarast. Ezzel tulajdonképpen zavart kelt abban az értelemben, hogy
teljesen elnyomja a gyok elsddleges jelentését: ez egy szamirdsi szimbolum. Ha
hasonlattal akarnék €lni, ez a szohasznalat annak felelne meg, mintha a torteket
azonositanank azzal az osztassal, amelyet miiveletként hozzé tudunk rendelni.
Masodszor ez a szohasznalat megerdsiti a gyerekekben azt az amugy is nagyon erds
képzetet, hogy csak a 10-es szamrendszerben megadott szamokat tekintik szamnak.

Az ismeretek felépiilése szempontjabol az ilyen ,,homdalyos” megfogalmazasok azzal a
kovetkezménnyel jarnak, hogy a gyerekek a megoldott feladatok alapjan a 1ényeges



Oktassunk vagy buktassunk Majoros Maria 2006. nov.
Az azonossagok tanitasarol I1.

tulajdonsagok kiemelésével kénytelenek megalkotni a fogalmaikat. Miutan ez igen
magas szintli matematikai absztrakciods készséget igényel, igy csak néhany gyerek
képes a fogalom helyes megértésére. A tobbiek gyakorlatilag utdnzassal tanulnak.
Ezért a gyerekek tobbsége estén azt tapasztaljuk, hogy mikdzben az azonossagokat
tudjak, a konkrét feladatok megoldasaban tortént alkalmazas soran bizonytalanok.

Mar emlitettem, hogy egy altalam tanitott 8. osztdlyban most keriilt sor a szamfogalom
bovitésére. A gyerekek kdnnyen ¢€s jol megértették az irracionalis szam felfedezését. A

\/_ , mit szimbolum bevezetése utdn gyorsan megtanultak az 0j jelolésre vonatkozd
szamolasi szabalyokat. Természetesnek tekintették — ahogyan a tortek esetében, ugy a
\/_ esetében is — az 4j jelolést be kell illesztenlink a mar meglévo szamirasi

szimbolumaink koz¢. Az itt ismertetett felépitésben ez szinte senki szdmara nem
okozott nehézséget, pedig ebben az osztalyban sem minden gyerek tanulja konnyen a
matematikat.

A kiilonboz6 fogalmak kialakuldsa a matematika torténete soran és ugyanezeknek a
fogalmaknak a tanulds sordn megfigyelhetd felépiilése gyakran nem esik egybe. A
négyzetgyok estében azonban a fogalom torténeti 1étrejotte és elsddleges alkalmazasa
egybeesik azzal a fentebb vazolt tanitdsi folyamattal, amely — megitélésem szerint — a
leghatékonyabban tdmogatja a megértést.

Miutan a gyerekek vilagosan megértették a gyok, mint szimbolikus jelolés 1ényegét, és
jol tudjék azt hasznalni, sor keriilhet a gyokhoz kapcsolodé mas matematikai fogalmak
bevezetésére, gyokfliiggvény, gyokos egyenletek, stb.
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