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Az azonossagok tanitasarol I11.
A logaritmus

frta: dr. Majoros Maria

Oktoberben attekintettiik az azonossagok tanitasanak néhany altaldnos dsszefliggését,
novemberben azt elemeztiik, hogyan vezethetd be a gydkds szimbolum, illetve kitértiink arra,
hogyan illeszthetd ez az 0j jelolés a gyerekek mar meglévd matematikai ismereteihez. Ebben
a honapban a logaritmussal szeretnék foglalkozni. Az azonossagok tanitasanak ez lesz az
utolso fejezete.

Felvetddhet a kérdés, nem tulajdonitok-e tulzott jelentdséget a matematikai
szimboélumok bevezetésének és hasznalatanak. Ugy gondolom, hogy nem. Tapasztalatom
szerint ugyanis a gyerekek igen nagy hanyadanal a ,,matematikai megértést” dontéen nem az
értelmi képességek befolyasoljak. Az esetek nagy részében a gyenge értelmezési képesség €s
megértés arra vezethetd vissza, hogy a gyerekekben nem alakul ki az a szemlélet, ami a
szimbolumok haszndlatara egyaltalan képessé tenné Oket.

Amikor a 80-as években hosszt idon keresztiil olyan gyerekeket tanitottam, akik az
iskolajukban nytjtott elégtelen teljesitmény miatt kertiltek hozzam, akkor nagyon jol meg
lehetett figyelni, hogy a gyenge matematikai teljesitmény mogott minden esetben felfedezhetd
volt az irasbeli kifejezés gyengesége. Errdl részletesen irok az ,,Oktassunk vagy buktassunk?”’
cimi konyvem ,,Szubjektivizmus” €s ,,Analfabétizmus” cimii fejezeteiben. Pontosan azért
tehat — hogy ezek a tanulasi zavarok ne allhassanak el6 — tartom nagyon fontosnak a
matematikai szimbolumok tanitdsat, amelyek koziil a gyereke talan a logaritmust értik meg a
legnehezebben.

A hatvanyalak lehetdséget ad arra, hogy a 10-es szadmrendszerrdl és a tort alakrol
attérjiink egy 0jabb jeldlésre. A pozitiv egész kitevojii hatvanyok azt adjdk meg, hogy valamit
hanyszor vesziink szorzétényezdiil. A pozitiv egész kitevdjli hatvanyok értelmezésébdl
természetes modon levezethetd a 0 és negativ kitevdji hatvany értelmezése:
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A hatvanyalakot nem olyan igény hozta l1étre, hogy valamilyen létez6 mennyiséget
nem tudtunk a kordbban ismert jeloléseink segitségével leirni.

Az el6z6 tanulméanyban lattuk, hogy a hatvanyalakkal ellentétben a gyokds jelolés
bevezetését az teszi sziikségessé, hogy vannak olyan mennyiségek, amelyek mas formaban
nem irhatok le. Tehat mig az egész kitevdjii hatvanyok nem vezetnek el a szamfogalom
kiterjesztéséhez, addig a gyok igen.

Miutan a hatvanyozas kiterjesztése megtorténik tort és irracionalis kitevore, és
bevezetjiik az exponencialis fliggvényt, 1étrehozunk egy 1j fogalmat, a logaritmus fogalmat.
Nagyon fontos megkiilonboztetés, hogy a logaritmust — mint a mennyiségek leirasara
alkalmas 1j jelet — alapesetben nem hasznaljuk a szdmfogalom bdvitésére. Pedig nagyon
fontos lenne megmutatni példaul a log;¢2-t, amirdl kdnnyen igazolhato, hogy irraciondlis. Az
irracionalis szam fogalmat arnyaltabba teszi, ha foglalkozunk azzal, hogy mig a V2-ta
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geometria hivta eld, addig a log;¢2-t az aritmetika. (Azok a gyerekek, akik emelt 6raszamban
tanuljak a matematikat, ekkor talalkozhatnak a valos szam fogalmanak valodi tartalmi
tisztazasaval.) Azokban a gyerekekben, akik csak alaporaszdmban tanuljak a matematikat,
joggal vetddik fel a kérdés, hogy miért van sziikség a logaritmus bevezetésére?

Erre részben a logaritmus- (tdgabban a tudomany) torténete adhat valaszt. Errdl itt
olvashatunk néhany gondolatot: link =.

A hatvanyozas azonossagainal lattuk, hogy a kitevdben végzett miiveletek esetén a
szorzast/osztast Gsszeadassal/kivonassal helyettesitjiik, mig a hatvanyozast szorzassal. Igy
aritmetikai szempontbol a kitevOben végzett miiveletek leegyszertisitik a szamolas folyamatat.
Ma azok a gyerekek, akik a matematikat alaporaszdmban tanuljak, els6sorban a logaritmus
ezen aspektusaval talalkoznak.

Ebben az értelemben a logaritmus gondolatilag a hatvanyozassal és a hatvanyozasbol
levezetett normalalakkal mutat természetes kapcsolatot. A matematikai felépités itt sem esik
egybe a gondolkodas szempontjabdl természetesnek tekinthetd épitkezéssel.

A hatvanyozas azonossagai esetében az alapot irjuk, mikozben a kitevOben végezziik a
miuveleteket. A normalalak esetében az alap csak 10 lehet. A logaritmus esetében
ugyanazokat az azonossagokat hasznaljuk — nem is hasznalhatunk mast — hiszen a kitevében
végezziik a miiveleteket itt is. Az egyetlen kiilonbség, hogy a kitevo az alap és a hatvanyérték
fliggvényeként jelenik meg. Erre egy 1j jelet kell bevezetni, de ettdl még ugyanazok a
szamolasi szabalyok érvényesek ra.

A tanitds folyamata ezt a természetes kapcsolatot megtori. A gyerekek el6szor a
hatvanyozas azonossagaival talalkoznak. Ezt azért kell megtanulniuk, hogy rogton utana be
lehessen vezetni a normalalak fogalmat. A normalalakra nem a matematikdnak van sziiksége,
hanem a kémianak ¢és a fizikanak azon praktikus okbol adéddan, hogy nagyon kicsi és
nagyon nagy szamokkal is tudjanak a gyerekek szamolni. Miutan mindezt megtanultak 7. és
8. osztalyban, altalaban a 11. évfolyamon taldlkoznak a logaritmus fogalmaval.
Matematikailag ez a felépités kovetkezetes.

A logaritmus fogalmanak bevezetését azért kell megeldznie a hatvanyozasnak, majd a
hatvanyfogalom kiterjesztésének tort és irracionalis kitevdre, mert az exponencialis fliggvény
folytonos fliggvény. Miutan a logaritmus fogalmanak bevezetését azonnal kdveti a fogalom
matematikai kiterjesztése — a logaritmus fliggvény bevezetése, és logaritmikus egyenletek
megoldasa — mindez a fent felsorolt ismeretek nélkiil lehetetlen lenne.

A matematika tanuldsanak elérehaladésaval a fogalmak és ismeretek egyre tobb asszociacids
szalon kapcsolodnak egymashoz, és minden fogalmat ugy tekinthetiink, mint egy
csomopontot egy nagyon bonyolult hdlon. Természetesen az emberi gondolkodastol nem
idegen az ilyen fogalomalkotas, hiszen a nyelvi fogalmak (szavak) ugyanilyen bonyolult halot
alkotnak.

A 20. szazad elején €16 Ferdinand de Saussure nevét érdemes megemliteni. Saussure a
hagyomdanyos leir6 nyelvtan tudoményos jellegének tagadasabol jutott el a nyelv
rendszerszerliségének felismeréséig. Saussure egy olyan nyelvtudomény Iétjogosultsagat, sot
nagyra hivatottsagat vallotta, amely a nyelv allapotat, a nyelvrendszert teszi tudomanyos
vizsgalat targyava. Szamos az egész nyelvtudomanyt megu;jit6 felfedezése volt, tobbek kozott
6 vezette be a memorialis asszociacios sorok fogalmat. Nézziink erre egy példat: a ,,tanitas”
sz0 milyen ismérvek alapjan kapcsolhat6 a nyelv mas szavaihoz? (Saussure eredeti példajat
lasd itt =.)
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Tanitas

Tanulni ‘,"Olivasés‘ Hajitas
Oktatas

Tanulmérin tisdtadis 1T Nagyitas
Tanoda udasatadas v akozas Lazitas
, stb. stb. stb. stb.
K6z0s szotd Kozos jelentés  Kozos képzo K6z6s hangzas

Saussure szerint barmely sz6 mindig mindazt felidézheti, ami az egyik vagy masik
modon vele asszocialhato, tehat a fenti 4bra minden szava tovabbi asszociaciok
kiindulépontja vagy folytatisa. Ugy gondolom, hogy ez a nyelvi elképzelés — szerkezetét
tekintve — maradéktalanul atviheté a matematikai fogalmak k6zott meglévo kapcsolatokra.

A matematika tanitasa soran mindig egy adott uton haladva épitjiik fel a fogalmakat,
ugyanakkor tisztaban kell lenniink azzal, hogy mas utat is jarhatnank. (Ha a matematika
oktatasanak hazai torténetét nézziik, akkor akar csak a 70-es évektdl kezdve is tobb példat
talalunk erre. Volt idészak, amikor halmazszemlélet kozponta volt az oktatas, késobb ezt
felvaltotta a fliggvénykozpontl szemlélet.) Azt is tudnunk kell, hogy minden fogalomhoz
nagyon sok asszociacio kapcsolodik. Ezek az asszociaciok teszik lehetévé a matematikai
megértést, ugyanakkor a nem lényeges tulajdonsagokat tikkr6z6 asszociaciok vezetnek el a
hamis analogidkhoz. Megitélésem szerint bairmely matematikai fogalom akkor valik igazan
hatékonnya, a gyerekek akkor ismerik fel jol a problémakat, ha a helyes asszocidciok jol
kialakulnak.

Ezutan a kis nyelvészeti kitérd utan térjiink vissza a logaritmushoz. Ahogyan a tortek,
ugy a logaritmus is két szamot kapcsol 6ssze. A logaritmus, mint a mennyiségek
megjeldlésének Gj modja, ismét felveti a kérdést, hogyan tudunk jeldlni két szam kozott egy
viszonyt. Ebben az értelemben a logaritmus, mint jel erés rokonsagot mutat a tortekkel. A
tanitas soran érdemes erre hivatkozni, mert a gyerekek sokkal kdnnyebben megértik a
logaritmus jelét, ha korabbi ismerethez tudjak azt kotni.

A tortek esetében szamlalorol és nevezordl beszéliink, a logaritmus esetében alaprol és
hatvanyértékrdl. Ezzel a két mennyiséggel azt a szamot adjuk meg, amelyikre az alapot
hatvanyozva az adott hatvanyértéket kapjuk. Ahogyan a tortek esetében a két szam
egymashoz ¢€s a tortvonalhoz képest torténd elhelyezkedése adja meg a jelentésiiket, ugy a
logaritmus esetében is az elhelyezkedésiiktdl fligg a tartalmuk:
log, 8 - a2 azalap és a 8 a hatvanyérték.

Ahogyan a gyokos jelolés bevezetésénél, ugy itt is érdemes a gyerekeket arra kérni,
hogy adjanak meg egész €s tort szamokat az 0j jel segitségével:
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Amikor a gyerekek megértik az 0j jel Iényegét, akkor megadhatjuk a logaritmus

crer

Legyen a>0, a#l és b>0. Az a” =b egyenlet egyetlen gyokét log, b -vel jeloljiik.
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Ezutan kovetkezhet a logaritmussal, mint j fogalommal a kdvetkezd hat (a 4.
pontban kétfélét adtunk meg) kdvetkeztetési tipus elvégzése. Mint kordbban emlitettem a
fogalmak matematikai értelemben vett kialakitasa befejezddik a definicié megadasaval, a
gondolkodas szempontjabol azonban akkor tekinthetjiik befejezettnek a fogalom felépitését,
ha a gyerekek képesek a fogalomhoz kapcsolodo egyszerii kovetkeztetésekre.

1. Fel tudjak irni hatvanyalakban a kovetkezd kifejezést:
1

— -6

64
2. Fel tudjak irni a log jelolés segitségével a hatvanyalakban megadott kifejezéseket:

1
y -
4

3. Meg tudjak adni a kovetkezo kifejezés értékét:

log,

1
log,, E

4. Meg tudjak oldani a kovetkezd egyszerii egyenleteket:
log, b=2

2
log, \/_:%

5. Ertelmezni tudjak a kovetkezd kifejezést:
3 logs 7

Amikor a logaritmus, mint uj jelolés 1étrejott, akkor dsszefoglalasként érdemes
megmutatni a kovetkez6 tablazatot, amelyik a hatvanyozas kiilonb6z6 aspektusait hozza
kapcsolatba. A hatvanyalak az alap a kitevd és a hatvanyérték kozotti kapesolat. Ezek koziil
barmelyik két szdmmal meg tudjuk adni a harmadikat, és ezt egy megfeleld szimbolum
segitségével jelolni is tudjuk. A harom mennyiség koziil azt a kett6t, amelyiket adottnak
tekintjiik, x-szel jeloljiik.

Alap Kitevo Hatvanyérték
a a a”
X X a®
1 X X
§/x =x
X log, a” X

Ha bevezettiink egy 1j jelet, akkor a kordbban ismertetett szimbolumokhoz hasonloan
itt is el kell végezniink a kovetkezd feladatokat:

1. Az1j jelet be kell illesztentink az eddig ismert szamirasi lehetdségeink kozé.

2. Meg kell alkotnunk az 1j jel6lésre a szamolasi szabalyokat, ami alatt itt is azt fogjuk
érteni, hogy logaritmus alakban megadott mennyiségekkel végzett miiveletek
eredményét meg tudjuk-e adni logaritmus alakban. Ez a mondat igy értelmetlen...

3. Meg kell oldanunk a rendezést, tehat 6ssze kell tudnunk hasonlitani a logaritmus
alakban megadott mennyiségeket.
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Ezek utan johet a logaritmus fogalménak matematikai kiterjesztése: a logaritmus
fliggvény definicioja, logaritmikus egyenletek megoldasa.
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Kedves Olvasoim!

Ezzel befejezziik a matematikai szimbolumok bevezetésével és hasznélataval,
szamolasi szabalyainak (azonossagok) tanitasaval foglalkozo fejtegetéseket.

Januarban a matematika tanitdsanak valami egészen 1) megkozelitésével szeretnék
foglalkozni. Amikor megtervezziik a munkankat, akkor altaldban tananyaghoz kétjiik a
tevékenységeket. A januari irdsomban szeretném megforditani ezt a kapcsolatot, és egy
tevékenységet fogok kivalasztani: a mérést. Megprobalok minél tobb matematikai tartalmat
Osszegyljteni, és azt illusztralni, hogyan jelenik meg a mérés, mint kozponti tevékenység a
kiilonbozd, esetenként nagyon tavol allo matematikai fogalmak kialakitasaban.

Minden olvasémnak kdszondm a megtiszteld figyelmet, amivel ezeket az irdsokat
kovette, és nagyon boldog, békés 1j esztendot kivanok.

Budapest, 2006. 12. 27. dr. Majoros Maria



