Szoldatics Jozsef: Uton-modon

Egy feladat és ami réla az eszembe jutott...

A mai szdmban egy geometriai feladatot jarunk korbe, amelyet Laczkd Lész16 kollégam dolgozott fel.
Az anyag megtalalhato a Fazekas Gimnazium Ma tematika Portaljan (matek.fazekas.hu) a cikkek
kozott, Ismételjiik a geometriat egy feladaton keresztiil!” cimmel. A cikk cime nagyon talkald, pont
ez van a cikk készitésének oOtlete mogott. Az ott szereplé megoldasuk koziil valogatok és mutatok
meg néhanyat.

A feladat

Az ABC hegyesszogii haromszog C-nél levs szoge 45°. M a haromszog magassagpontja. Bizonyitsuk
be, hogy CM = AB!

1. Megoldas

Hasznaljuk az abra jeloléseit!
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A BTpC haromszog derékszogl és egyenld szard, hiszen
TgBC< = TgCB< = 45°
Ezért
Clp=1T1pB
Az ATgM haromszog is derékszogi és egyenld szara, hiszen
TpAM< = TgM A< = 45°
Ezért
ATg =TpM

A CMTpg és ATgB haromszogek egybevagok, mert két-két oldaluk (TgC = TpB és TgpM = TgA)
és kozbezart szogik egyenls (= 90°).
Ezért a harmadik oldaluk is megegyezik, azaz

AB =CM.

Es ezt akartuk bizonyitani.



2. Megoldas

Hasznaljuk az &bra jeloléseit!

C

B

TpBA< és ACM < merd6leges szari hegyesszogek, ezért
TgBA< = ACM<«

Az ATpB és CMTpg haromszogek derékszogtiek.

A CAB< sz0g (és a derékszog) kozos ebben a két haromszogben, tehat hasonloak.

A BTp és CTp egymasnak megfelels oldalak egyenlGek, mert a CBTp haromszog egyenld szaru
derékszogi (1. megoldés) ezért a két haromszog egybevago, azaz

ATgBA =2 CMTgA
Ebbdl kovetkezik, hogy minden megfelels oldal egyenls, azaz
CM = AB.

Es ezt akartuk bizonyitani.



3. Megoldas

Hasznaljuk az &bra jeloléseit!

Tiikrozziik tengelyesen az M pontot a C'B oldalra, a tiikorképet M’ jeldli.

Ismeretes, hogy a magassagpontot az oldalra tengelyesen tiikrozve a tiikorkép (M') pont a haromszog
koré irt koron van.

A tiikrozés miatt

CM =CM’

Ugyanakkor
CAM< = CAM'<q = 45°

Az AB és C'M' hurok ugyanabban a korben vannak és mind a kett6hoz 45°-os keriileti szog tartozik,
tehat
AB =CM’

Mivel CM' = CM, igy
CM = AB.

Es ezt akartuk bizonyitani.



4. Megoldas

Hasznaljuk az &bra jeloléseit!
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A CM szakaszt CB oldal felez6pontjara (F') tiikrozve kapjuk BM'-t.

Ismeretes, hogy M’ a koriilirt koron van.
A kozéppontosan tikrézott szakasz parhuzamos a képével.
alapra, tehat

M'BA< = 90°
AM'B< = 45°, mert AB ivhez tartozo keriileti szog.
AM'B egyenl§ szara derékszogii haromszog, ezért

BM' = AB
A tikrozés miatt

CM = BM'
ezért

CM = AB.

A CTec magassdg merdleges az AB



5. Megoldas

Hasznaljuk az &bra jeloléseit!

Legyen O a haromszog koré imjté korének kozéppontja.
Az OM vektort jelolje m, az OA, O?, O? és C'M vektorokat rendre a, b, c és d.
Felhasznaljuk, hogy a magassagpontba mutatd vektorra

m=a+b+c

Ebbdl d vektorra kapjuk
d=m-c=a+bt+c—c=a+b

Az a és b vektorok altal kifeszitett paralelogramma egyik atloja AB, a méasik CM.
A keriileti és kozépponti szogek tétele miatt

BOA< =90°

Igy az a és b vektorok 4ltal kifeszitett paralelogramma négyzet, mert az a, b vektorok hossza a koré
irt kor sugaraval egyenld.
A négyzet atloi egyenlGek, igy

AB|=|CM| =  AB=CM



6. Megoldas

Hasznaljuk az &bra jeloléseit!

A CB oldalra tiikrozziik az ABC haromszoget, A tiikorképe legyen A’.
CAT < és a tiikorképe, CA'T< is 45°, valamint C BTg< is annyi.
Ezért CM szakasz 45°-os latokorén van B és A is.
A'CA< = 90° a tiikrozés miatt, ezért BM szakasz parhuzamos A'C' szakasszal, igy CM BA’ hur-
trapéz, melynek szarai C M és A’B egyenlGek.
Ezért
AB=CM



7. Megoldas

Tegyiik koordinata-rendszerbe a feladatot gy, hogy a C csics az origdba, az A csics az X telyre
essen. Hasznaljuk az abra jeloléseit!

A B(b; b)
45°
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A cstcsok koordinatéi:

A(a;0), hiszen az X tengelyen van.

B(b;b), hiszen az y = x egyenes egy pontja.

C(0,0), hiszen az origoban van.

Az AM egyenes mer6leges C B-re, aminek a meredeksége 1, ezért egyenlete

y=—x+a
Az M pont esetén x = b és innen az y = a — b, M pont koordinataja
M(b,a — b)

. Az A és B pontok tavolsaga
AB = +/(a —b)? + b2

a C' és M pontok tavolsidga
CM = /b?+ (b—a)?

Lathato, hogy
AB=CM



8. Megoldas

Hasznaljuk az &bra jeloléseit!

Legyen O a héaromszog koré irhatd kor kdzéppontja, F az AB oldal felez6pontja, S a hiromszog
sulypontja. M a haromszog magassagpontja.

Tudjuk, hogy S harmadolja az OM szakaszt.

Valamint S harmadolja az C'F' stlyvonalat.

Keriileti és kozépponti szogek tétele miatt AOB haromszog derékszogl, és egyenld szar.

Mivel OF az AB Thales korének sugara,

20F = AB

AB pedig az atmérdGje.
Tudjuk, hogy az S-re vonatkozé (—2) szeres nagyitas F'O szakaszt CM szakaszba viszi. Igy

CM =2FO = AB



9. Megoldas

Helyezziik el a haromszoget a Gauss-féle komplex szamsikon gy, hogy a haromszog koré irt kor
kézéppontja (O) az origd legyen. Hasznéljuk az abra jeloléseit!
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A keriileti és kozépponti szogek tétele miatt AOB< = 90°, és \B| = \B?| ezért

OB =OA -i

Ekkor . . .
AB = |OA — OB| = |0A(1 — )| = V2|04

Ismert, hogy O—]\Zf = O_1>4 + O? + O?, igy
MC = |OM — OC| = |OA + OB| = |0A(1 + )| = V2|04

ami azt jelenti, hogy
AB=MC



Visszacsatolas

Az Uton-moédon 1. cikkében levs feladattal kapcsolatban ismét kaptam megoldasokat. Most
Tatar Zsuzsanna Maria kollégand irt 6 megoldast. A megoldasok ,nem vagnak teljesen bele” az
eredeti elképzelésbe, hogy elemi megoldast adjunk a feladatra. Azért a kiildott megoldésok kiiziil —
szubjektiven — egyet kivalasztottam, amit most megmutatok.

Tatar Zsuzsanna Méria, Esztergom megoldésa
Tegyiik koordinata-rendszerbe az abrankat! Az alap haromszog oldala legyen 2 egység.
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Ekkor a pontok koordinatéi (révid szamolassal adodnak):
A(=10; B c(6v3); pO; B(062-V3)5  F(0;0)
Forgassuk el az ﬁ vektort 90 fokkal az 6ramutatéd jarasaval megegyezd iranyba. Igy megkapjuk

az ﬁ vektort.
ﬁ (1; V3 — 2)
ﬁ (\/§ —2; —1)

FZ helyvektor végpontja megadja az L pont koordinétéit.

FL=FE + EL
FL(V3-21-3)
L(V3—2:1—/3)

Tekintsiik az AF L haromszog oldalainak hosszat:

AE =112+ (2-V3)2=1/8 - 4V3=2\/2- V3

AL:\/(l—\/§>2+<\/§ 1)2 W_z\/?

Tehat az AFL haromszog szabalyos, LE B haromszog derékszogi.

AEB< = 60° 4+ 90° = 150°
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Zarszo

Kedves Olvaso! Ha egy masik ,szép” megoldast taldl, kérem kiildje el nekem a szolda@fazekas.hu
e-mail cimre. Ezeket az tjabb megoldasokat Osszegytjtve idénként (terveim szerint) szintén meg-
mutatnam.

Megemlékezés

65 éves kordban elhunyt Petz Gyorgy szerkeszts, ird, kolts, tanar, a Szépirdk Tarsasdga tagja.
A nyugdijba vonulasa el6tti években a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlo Altalanos Iskola és
Gimnézium tanara volt, kollégamat tisztelhettem benne.

Miért irom mindezt?

Mikor e cikksorozat cimét kerestem, hozzé fordultam otletekért. Elmondtam neki, hogy mi lenne a
cikkekben, hogyan is gondolom. Persze — akik ismerték, tudjak rola, mindig viccelt — néhény tréfas
megjegyzést tett némi mosoly kiséretében a felvetésre. Am rovid idén beliil sok javaslatot tett elém,

végiil is az ,,Uton-moédon” cim nyert.

Széval, e sorozat nevének volt az otletgazdija. Ezen par mondat, emlék e miatt irédott.
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