Szoldatics Jozsef: Uton-modon

Egy feladat és ami réla az eszembe jutott...

A mai szdmban egy olyan algebra feladatot jarunk korbe, amely sokféle témakor kozott teremt
kapcsolatot. Bar leggyakrabban a teljes indukci6 tanitasa soran talalkozunk vele, ismert algebrai
atalakitasokat felhasznéldé megoldasa is, megkozelithetjiik kombinatorikai eszk6zokkel és rekurzioval
is. Cikkemben ezekre a modszerekre t6bb véltozatot is be fogok mutatni. A feladat a KéMal
2020. marciusi szamaban is jelent meg a ,Gyakorlé feladatsor emelt szintdi matematika érettségire”
cikkben.

A feladat
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3

Bizonyitsuk be, hogy 1-24+2-3+...+n-(n+1) = ; ahol n € NT

Hasznalt osszefiiggések

A feladat megoldéasa soran a kovezkezd ismert algebrai osszefiiggéseket hasznalom:
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1. Megoldas
Bontsuk fel a &k - (k + 1) kifejezést,
k-(k+1) =k +Fk

alakba és hasznaljuk ezt fel a bal oldal Gsszegezésére!

1-24+2-3+...4+n-(n+1)=
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2. Megoldas

Bontsuk fel ismét a k - (k + 1) kifejezést, de most a
E-(k+1)=[k+1)—1] - (k+1)=(k+1)> = (k+1)

alakba és hasznaljuk ezt fel a bal oldal Gsszegezésére!

1'2+2'3+...+n-(n—|—1):
=2-1)-243B-1)-34+...+[n+1)—-1]-(n+1) =

=(2-2)+(-3)+...+((n+1)° = (n+1)) =

=(2°+3%+ +(n+1))—(2+3+... (n+1)) =

= (12 +22+32 D)) (14243 +...+(n+1)) =

( )(n+2)(2n+3)_(n+1)(n+2) (n + )n+2 [
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3. Megoldas

Az Stletet a megoldashoz ismét a k- (k+ 1) kifejezés adja. Ezt a kifejezést én mar lattam, méghozza
a (2k + 1)%-ben,
(2k+1)* =4k? +4k+1=4-k-(k+1)+1

Tehat )
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4. Megoldas

Az 6tletet a megoldéashoz ismét a k- (k+1) kifejezés adja. Ezt a kifejezést én mar lattam, , méghozza
a (k+1)3-ben
(k+1P =K +3k* +3k+ 1=k +1+3[k(k+1)]

Tehét 5 5
k+1)° —k°—1
bk = BT
3
Alkalmazva
1-242-3+...4n-(n+1)=
A B | (n+1)°—n®>—1
B 3 3 3 B
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5. Megoldas

Az Stletet a megoldashoz ismét a k - (k + 1) kifejezés adja. Itt két egymés utani szam van Ossze-
szorozva, de az ezen szamok elGtti és utani két szam kiilonbsége 3, azaz (k +2) — (k — 1) = 3.
Hasznéaljuk ezt

k'(k+1):3k-(§+1) _ [(k+2)—(kg1)]k.(k+1) _
_ke(k+1)-(k+2) (k—1)-k-(k+1)
3 3

Ezt az azonossagot alkalmazzuk n-t6l 2-ig

n-m+1)-(n+2) (nn—-1)-n-(n+1)

n-(n+1)= ; _ L
(n—1).n:(”—1)'§'(n+l)_(n—2)‘(n_1).n
(=2 -1 (n-3) (=2 (1)
(n—2)-(n—1)= 5 _ .
3-4-5 2-3-4
3-4= TE—
5.5 234 1:2:3
3 3
Lo 123 0:.1.2
3 3

Osszeadva a felirt egyenleteket, a jobb oldalon 2 kifejezés kivételével minden kétszer szerepel, a két
kifejezés egymas ellentettje, ezért kapjuk

(n+1)-(n+2) 0-1-2
12423+ ... +n-(n+1)=— (n+?2 (n+2) 0 .
S(n+1)-(n+2
124234, 4n-(n+1)=" ("+3) (n+2)



6. Megoldas

Az Gtletet a megoldashoz ismét egy kifejezés, a k- (k+ 1) + (k+ 1) - (k4 2) adja. Ezek a bal oldal
egymés utani 2 tagja.

E-(k+ )4+ (k+1)-(k+2)=(k+1)-[k+(k+2)]=2(k+1)>
Induljunk ki a bal oldalbdl, legyen n = 2k és parositsunk

1-242-3+3-44+4-54+...+4(n—1)n+n-(n+1)=
=1-24+2-3+3-4+4-5+...+2k—1)-2k+2k-(2k+1) =

k(E+1)(2k+1 k(k+1)(2k+1
=8-1248-2°+...+8-k* =8 (k + )6( * ):4. (k + )3( - ):
22k +2)(2k+1) n-(n+1)-(n+2)
B 3 B 3

Legyen most n = 2k + 1, ekkor

1-242-343-444-54+...4(n—1)n+n-(n+1)=
= 1242343 44+4-5+4...4+2k—1) 2k +2k- 2k +1)+(2k+1) (2k+2) =

=8-1248-22+ ... 48 K24+ (2k+1)-(2k+2) =

_g MEED@EED) o op o) -

! L (2k+1)-(2k+2) =

- +(2k+1)-(2k+2) =

= (2k+1)- (2k+2)- [2;#1} =

2k+1)(2k+2)2k+3) n-(n+1)-(n+2)
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7. Megoldas

Ennyi algebra megoldéas utdn nézziink most valami mast!
Tekintsiik a kovetkezs feladatot:

Adott n + 2 kiilonb6z6 magassagu didk, koziiliik 3 didkot valasztunk ki. Hanyféleképpen tudjuk ezt
megtenni?
Adunk ra 2 megoldést.

I. megoldas
Mivel a didkok kiilonbozek, kivalasztasi sorrendjiik nem érdekes, 1 didk csak egyszer vélaszthato
ki, ezért ez egy ismétlés nélkiili kombinacios feladat, aminek a megoldasa

n—+ 2
3
I1. megoldas
Allitsuk a didkokat magassagi sorrendbe.
1
A legkisebb didk szerint 2 eset van, vagy szerepel — ez 5 eset — vagy nem.

Ha a legkisebb nem szerepel a kivalasztottak kozott, akkor vegyiik a méasodik legkisebbet. Az 6

-, 21 n
szemszOgébdl is most ket eset van, vagy szerepe — ez 5 eset — vagy nem.

2
és igy tovabb az utols6 3 didkig, azaz <2) -ig.

Tehét a lehetséges kivalasztasok szédma

)+ ()= )+ (")

Két megoldast is adtunk a feladatra, a végeredmény ugyanaz

) ()G ()= (137)

2! 3! 4l (n+1)! (n+2)!
+ + N =
20-00 0 20-10 0 21-2! 20-(n—=1)! 3l (n—1)!
2-3 34 nn+1) nn+1)(n+2)
14—+ —=—+... =
+ 2 + 2 et 2 2.3

1)(n + 2
124234344 4nmn+1)=ntDE+2)




8. Megoldas

Ismét egy kombinatorikus megoldést adunk.
Tekintsiik a kovetkezs feladatot, ami a 7. megoldasanél is néztiink:

Adott n + 2 kiilonb6z6 magassagu didk, koziiliik 3 didkot valasztunk ki. Hanyféleképpen tudjuk ezt
megtenni?

Feladat megoldasa

Mivel a didkok kiilonbozbek, kivalasztasi sorrendjiik nem érdekes, 1 didk csak egyszer vélaszthato
ki, ezért ez egy ismétlés nélkiili kombinacios feladat, aminek a megoldasa

n 4+ 2
3
Alakitsuk at kifejezésiinket, kozben hasznaljuk a binomiélis egyiitthatokra igaz képzési szabalyt

()= 620+ ()

Kiindulunk a kapott végeredménybdl és a szabalyt hasznalva alakitunk

(5= () (")

Azaz kaptuk

(37 =03+ ) () =+ L)+ G)+ )

Most alakitsuk a kapott azonossigot a 9. megoldashoz hasonléan

(0 (1))

2! 3! 41 (n+1)! (n+2)!
+ + N =
or-0l 211 212l N (n—1) 3 (n—1)
2.3 34 nn+1) nn+1)(n+2)
14—+ —+... =
+ 2 + 2 et 2 2-3
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1-242-343-4+...+n(n+1)=

3



9. Megoldas
A megoldas a ,szokéisos”.
Teljes indukcioval bizonyitunk!

I. Eset
Nézziik meg, hogy teljesiil-e a bizonyitando6 allitas n = 1 esetre

A vizsgalt esetre teljesiil az allitas.
II. Eset
Tegyiik fel, hogy n = k-ra tejesiil, hogy

ke (k+1)- (k+2)
3

124234 +k-(k+1)=

III. Eset
Nézziik az n = k + 1 esetet, induljunk ki a bizonyitandé allitas bal oldalbol

1-242-3+...4+k-(k+1)+(k+1)-(k+2) =

:k.(k+1).(k+2)+(k+1)'(k+2>:

3
=(k+1)(k+2) <§+1> :(k:+1)(k:+2)¥:

(k+1)(k +2)(k + 3)
3

azaz

124234 .4k -(k+1)+(k+1)-(k+2) = (k+1D)(k+2)(k+3)

3
és ezt akartuk kapni, tehat a bizonyitas kész.



10. Megoldas

Es végiil nézziink most egy ,kemény” megoldast, kezeljiik a feladatot rekurziv moédon. Legyen
fa=1-242-34+...4n-(n+1)
egy sorozat eleme. Ekkor rekurziv médon megfogalmazva a feladatot
fi=1-2=2; fo=fo1+n-(n+1); n>2

Atirva a sorozatot
fi=1-2=2; n-&:(n—l)-
n n—

fn_11+n-(n+1); n>2

Vezessiink be 1j sorozatot: g, = & Ekkor a keresett sorozat
n

g1 =2; negn=MmM-1)-gn-1+n-(n+1)

A g, sorozatot keressiik h,, + an? 4 bn + ¢ alakban.

g=h+a+b+c

Gn = hp +an’® +bn +c

gn1=hn1+aln—1724+bn—-1)+c
Ezt hasznalva
Pegu=(n—1)gu1+n-(n+1)
n-[hp+an*+bn+cl=n—-1)[hn-1+aln—12+bn—1)+c|+n-(n+1)
rendezve

n-hy=m—=1) hy 1 +n?(1—3a) +n(l+3a—2b)+(—a+b—c)

Ha tgy valasztjuk meg a, b és ¢ értékét, hogy a megjelolt kifejezés nulla minden n értékére, akkor
egyszri lesz a helyettesités h, sorozatra. Mivel a kifejetés masodfokt, ezért ez csak akkor lesz
minden értékre nulla, ha az egyiitthatéi nullédk, azaz

1-3a=0
1+3 26=0 = —1'b—1' _2
+ 3a — == a_ga - ?6_3
—a+b—c=0
1 2
gn:hn+§n2+n+§

Tehét a h,, sorozatra
hy :=0; n-hy=Mm-=1)hy_
A képzési szabalyt felirva
n-hy,=Mm-=1)hyp_1
m—1) -hp_1=(Mn—2) hp_2

3-h3=2"h
2-hag=1-h1 =0

Visszafelé kovetve az egyenleteket adodik, hogy
n-h, =0; = h,=20

1 2
gn:hn+an2+bn+c:0+§n2+n+§
1 2
TR R
nd+3n2+2n  nn+1)(n+2)
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Visszacsatolas

Az Uton-médon 1. cikkében levé feladattal kapcsolatban tobben is jelezték, hogy az mar kittizésre
keriilt a Matematika Tanitasa folybiratban és az 1986 évi 4. szamban jelentek is meg megoldasok.
Az ott szerepl6 4 megoldas koziil most Roka Sandor megoldésat ismertetem az eredeti leirassal.
Roka Sandor bemutatéasa — tigy gondolon — nem sziikséges, kozismert.

Roka Sandor megoldésa
Emeljiink az AC oldalra kifelée AC'E szabélyos haromszoget.

Az ADCA egybevagd a BCEA—gel, mert BC = AD, CE = AC és BCE< = CAD< = 100°.
Mivel BAEA egyenl§ szaru és szarszoge 160°, igy AEB< = 10°, tehat BEC< = 50° és CDA< =
EBC< =30°. A BCDA szogei tehat: 140°, 30° és 10°.

Az Uton-moédon 2. cikkében levé feladattal kapcsolatban is érkezett visszajelzés. A levéliro
Laborczi Zoltan, aki a Gy6ri Révai Miklos Gimnaziumban érettségizett 1967-ben és azon évben az
IMO csapatnak is tagja volt IV. osztalyosként és III. dijat nyert. Most matematikus, nyugdijas
informatikus.

Laborczi Zoltan megoldasa
A 4. megoldashoz hasonloan tiikrozzik az ABC haromszoget a D pontra.
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Ekkor az C tiikorképe E. Az igy kapott ABA’'B’ négyszog négyzet, hiszen atloi merdlegesek és
egyenld hossziak. Az ABC szabélyos haromszog tiikorképe az A’ B’ E haromszog, szintén szabalyos.
Az AB'E haromszog egyenld szart, melyben az

AB'E<x = AB'A'«— EB'A'< = 90° — 600 = 30°
igy a haromszog alapszogei 75°-osak, tehat
AEB'< = 75°.
Az F pontnal 1év6 szogek Osszege 360°, igy a kereset szog:

AEB< = 360° — AEB'< — BEA'< — B'EA’< = 360° — 2 x 75° — 60° = 150°.
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Zarszo

Kedves Olvaso! Ha egy masik ,szép” megoldast taldl, kérem kiildje el nekem a szolda@fazekas.hu
e-mail cimre. Ezeket az tjabb megoldasokat Osszegytjtve idénként (terveim szerint) szintén meg-

mutatnam.
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