Szoldatics Jozsef: Uton-modon

Egy feladat és ami réla az eszembe jutott...
Az 2019 évi Nemzetkdzi Magyar Matematikaverseny egyik, 9. osztalyosoknak szol6 feladatat Erdds
Gabor (Batthyany Lajos Gimnézium, Nagykanizsa) kollégam javasolta.

A feladatra matematika tanarok egy csoportja adott 20 elemi megoldést. A teljes anyag megtalélha-
t6 a https://matek.fazekas.hu/ portalon a cikkek kozott, amit Erdds Gabor kollégam jegyez. Most
ezek koziil 7 megoldast mutatok. Mind a hét a maga nemében szép, vagy valami szép tulajdonsagot
hasznal. A megoldéasok koziil az els6 harom Erdés Géaboré; az utols6é négy megoldéast én adtam.

A feladat

Az ABC szabalyos haromszog AB oldalanak felezépontja F. A C'F szakasz azon bels§ pontja a D
pont, amelyre az ADB sz6g 90 fokos. A C'F szakasz azon bels6 pontja az F pont, amelyre a CD
és a DFE szakaszok hossza egyenls. Hany fokos az AEB sz6g?

1. Megoldas

Legyen a haromszog oldalanak hossza 2 egység.
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Legyen az AFE szakasz felez6pontja G.
G D kozépvonal az AEC haromszogben, gy

GD:A2—C:1.

Az AFD héaromszog egyenld szara és derékszogt, igy
AF =FD =1.

Az F DG haromszog egyenld szart, mivel
GD=FD=1

GDF< = ACF< = 30°,

hiszen egyéllasu szogek, ezért

180° — o
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A Thalész-tétel megforditasa miatt az AFFE haromszog koré irt kor kézéppontja G, igy az EGF
haromszog is egyenlé szari, azaz

AEF< =GFD< =T75°.

A kérdezett szog tehat:
AEB< =2 - AEF< = 150°.



2. Megoldas

Legyen a haromszog oldala 2 egység. Hasznaljuk az abra jeloléseit.
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Az AFC haromszogben a Pitagorasz-tétel miatt
CF =2x+y=3.
az AF D haromszog egyenls szaru, igy
DF =z+y=1,

ezért

CD=DE=z=+V3-1,

N EF:y:\/§—2(\/§—1):2—\/§.

az AF'E haromszogben a Pitagorasz-tétel miatt

AF =2 — 1+(2—\/§)2=2\/2—\/§.

legyen az E-bdl az AD-re bocsatott merdleges talppontja 7.
Az ET D héaromszogben a Pitagorasz-tétel miatt

2 = 4% = (\/5—1)2:4—2J§,
vagyis
ET=TD=u=1/2-V3.
De akkor az AET derékszogl haromszogben
AE =2-ET,
ez tehat egy félszabalyos haromszog, amibdl kovetkezik, hogy
DAE< = 30°.

Ekkor viszont
EAF< = 45° — 30° = 15°,
igy
AEF< =T75°.
A kérdezett szog tehat:
AEB< =2-AEF< = 150°.



3. Megoldas

Legyen a haromszog oldala 2 egység. Hasznaljuk az abra jeloléseit.
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Az AFC haromszogben a Pitagorasz-tétel miatt
CF=2r+y=13.
Az AF D haromszog egyenl$ szard, igy
DF =z+y =1,
CD=DE=z=V3-1.

Legyen E-bél az AC-re bocsatott merdleges talppontja P. Ekkor C PE félszabalyos hdromszog, igy

PE:%::C:\@—L

cP=v3(V3-1)=3-v5,
AP=2-(3-V3)=v3-1=u.

Azt kaptuk, hogy az APE derékszogl haromszogben

AP=EP=x=+3-1,
tehat ez a haromszog egyenls szaru is, ezért alapon fekvs szoge

PAE< = 45°.

Az AEC haromszog E csucsnal 1éve kiils6 szoge ezért

AEF< =30° +45° = 75°.

A kérdezett szog tehat:
AEB<« =2 - AEF< = 150°.



4. Megoldas
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Tikrozzik az ABFE haromszoget a D pontra. Ekkor az E tiikorképe C.
Az igy kapott ABA’' B'négyszog egy négyzet, hiszen atloi merdlegesek és egyenls hossziak. A négyzet
belsejében pedig az ABC szabalyos haromszog - ismert feladathoz jutottunk!

CAB'< = 90° — 60° = 30°,
tovabba az AC' B’ haromszog egyenld szard, igy

1 o __ o
AB/C<I - M - 750.

de akkor
CB'A'«¢=90° — 75° = 15°.
Szimmetria-okokbol a B'C' A’ haromszog egyenls szaru, igy
CA'B'< = 15°,

ezért
B'CA'«=180° —2-15° = 150°.

A keresett sz0g ennek a szognek a tiikérképe a D pontra nézve, igy

AEB< = 150°.



5. Megoldas

Legyen a haromszog oldala 2 egység. Hasznaljuk az abra jeloléseit.
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Az AFC haromszogben a Pitagorasz-tétel miatt
CF=2x+y=+3.
az AF' D haromszog egyenls szaru, igy
DF =z+y=1,
CD=DE=z=+3-1,
EF:y:\/§—2<\/§—1) —2- 3.

az AFE haromszogben a Pitagorasz-tétel miatt

AE:z:\/1+(2—\/§)2:\/§ 4—2\/§:\/§\/(\/§—1)2:\/§<\/§—1).

Legyen az E pont tiikkorképe az AC oldalra nézve E'.
Az ECE' haromszog szabalyos,

EE =20 =2(V3-1).
Az AEE’ haromszogben
AB? + (AE')® =222 =4 (V3 - 1)2 —(2(v3- 1))2 — (EE)?,
ezért ez a haromszog a Pitagorasz-tétel megforditasa miatt derékszogti. Mivel egyenld szaru is, ezért
AFE'<q = 45°.

Mivel az
AEC< = 60° + 45° = 105°,

ezért az

AEF< =180° — 105° = 75°.

A kérdezett szog tehat:
AEB< =2 -AEF< = 150°.



6. Megoldas

Legyen a haromszog oldala 2 egység. Hasznaljuk az abra jeloléseit.

Az AFC haromszogben a Pitagorasz-tétel miatt
CF=2zx+y=+3.
az AF' D haromszog egyenls szaru, igy
DF=x4+y=1,

ezért

CD=DE=z=+3-1,
EF:y:\/§—2(\/§—1):2—\/§.

z AFE haromszoghben a Pitagorasz-tétel miatt

AR =z =14 (2-v3) = vaya—2v3=vay/(vi-1) = va (V3 -1).

forgassuk el az ABFE héaromszoget 60 fokkal az A pont koril.
Legyen az E pont elforgatottja E'. Az AEE' haromszog szabalyos,

BE =z=V2(V3-1).
A CE'E haromszogben
(CE)? + (AF')* =222 =4 (V3 - 1)2 —(2(v3- 1))2 = (22)° = CE?,
ezért ez a haromszog a Pitagorasz-tétel megforditdsa miatt derékszogi. Mivel ez a haromszog

egyenl szaru is, ezért
E'EC< = 45°.

Mivel az AEC'q = 60° 4 45° = 105°, ezért az AEF < = 180° — 105° = 75°. A kérdezett sz0g tehat:

AEB< =2-AEF< = 150°.



7. Megoldas

Tekintsiik az Ay As...A1o szabélyos sokszoget, amelynek kézéppontja O pont.
M

A1

Az Aq1Ag szakasz O koriili 90 fokos elforgatottja az AgAs szakasz, igy ez a két szakasz merdleges.
Mivel az emlitett két szakasz egymés tiikorképe az O A7 egyenesre, igy P metszéspontjuk illeszkedik
a tiikortengelyre, tehét

AgPAg<t = 90°.
Hasonlban az AgAg szakasz O koriili 30 fokos elforgatottja az AgAs szakasz, igy ennek a két sza-
kasznak a hajlasszoge 30°. Mivel az emlitett két szakasz egymaés tiikorképe az O A7 egyenesre, igy
R metszéspontjuk illeszkedik a tiikortengelyre, tehat As RAg<t = 30°, azaz

AgRAg<t = 150°.

Mivel A1 AsAsA7Ag9A11 egy szabalyos hatszog, ezért minden oldala egyenld a koré irt kor sugaréaval
(r), tovabba belss szogei 120 fokosak, tehat az A1 A1 M haromszog szabalyos, ezért

MAH =T.

Az OA11Ag A7 négyszdg rombusz, mivel minden oldala r hosszisagu, ezért szemkozti oldalai, AgAiy
és A7O parhuzamosak. FEz viszont azt jelenti, hogy egy Ag kézéppontu kicsinyitéssel az M Ay
szakasz képe lehet az OP szakasz, akkor a vele egyenlS hosszit AgAi11 szakasz képe ugyanezen

kicsinyités sordn az RP szakasz, igy
OP = RP.
Mivel AgOAg<t = 60°, igy megjelent az abran a feladatban szereplé valamennyi pont és vonal:
legyen Ag = A, A¢g=B,0=C,P=D,R=F.
A kérdezett szog tehat:
AEB< = AgRAg<t = 150°.

Megjegyzés: Természetesen a megoldas soran tett allitasok keriileti és kozépponti szogek tételére
valé hivatkozéassal is indokolhatok.

ZArszo

Kedves Olvas6! Ha egy masik ,szép” megoldést talal, kérem kiildje el nekem a szolda@fazekas.hu
e-mail cimre. Ezeket az Gjabb megoldasokat Osszegytijtve idénként (terveim szerint) szintén meg-
mutatnam.



