Szoldatics Jozsef: Uton-moédon

Egy feladat és ami réla az eszembe jutott...

Az idei Gy6r-Moson-Sopron Megyei Matematikaverseny egyik feladatat Arki Tamés (Ré-
vai Mikl6s Gimnézium és Kollégium, Gyér) kollégam javasolta. A feladat a 100°—40°—40°
haromszogrol szolt. 100° — 40° = 60°. Elgondolkodtam. Biztos lesz itt szép megoldas!

A kovetkezSkben 6 megoldast mutatok. Mind a hat a maga nemében szép, vagy valami
szép tulajdonsigot hasznal.

A feladat

Az ABC héromszoghen AB = AC' és CAB< = 100°. Az AB oldal B-n tuli meghosszab-
bitasan vegyiik fel a D pontot tugy, hogy AD = BC teljesiiljon. Szamitsuk ki az ADC<
nagysagat.

1. megoldas

Hasznéljuk ki, hogy a feladatban szerepls szogekre 100° — 40° = 60°.

Rajzoljuk az AC oldalra az AEC szabélyos haromszoget az abra szerint. Kossiik 6ssze a
D és E pontokat

ADENA = BCA/A, mivel

DA =BC é AB = AF

valamint

DAFE< = ABC<« = 40°

Ezért igaz, hogy
DE =AE=CFE

azaz az A, C és D pontokon atmend kérnek E a kézéppontja. Mivel az AC szakasz E-bdl
60°alatt latszik, a D kertileti pontbol 30° alatt. Tehat a keresett szog 30°-os.



2. megoldas

Most is kihasznaljuk, hogy a feladatban szerepls szogekre 100° — 40° = 60°, de méashol
keressiik ezt a szoget.

Rajzoljuk meg a feladatban szerepld ABC' haromszoggel egybevigd haromszoget az AC
oldalra tgy, hogy C-nél legyen a 100°-os szdg. Kapjuk az AEC haromszoget.
Kossiik 0ssze a D és E pontokat az adbra szerint.
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A szerkesztés miatt igazak a

AB=AC=CFE

és
AD = AF = BC
valamint

DAE< = DAC< — EAC< = 100° — 40° = 60°
Osszefiiggések, tehat DAE /A szabélyos, igy a

AD = DE

is teljestil. Az ADEC négyszog tehat deltoid, (AC' = CE és AD = DFE), aminek szim-
metria atloja a DC' szakasz, tehat felezi az ADE szoget.

Tehat a keresett szog
ADE<

ADC« = = 30°

3. megoldas

Ismét a 100° —40° = 60° osszefiiggést hasznaljuk ki, de egy Gjabb helyen keressiik a szogek
kiilonbségét.

Rajzoljunk szabalyos haromszoget a BC' oldalra az abra szerint. Kapjuk a BC'E harom-
szoget. Kossiik 0ssze az A, D és E pontokat



Mivel

AB = AC és EB = EC

ezért a BEC A négyszog deltoid, aminek szimmetria atloja az AE szakasz, igy felezi a
BEC<-et, tehat

BEC<«

AEC«q = = 30°

Az ADEC négyszog szimmetrikus trapéz, mivel
DAC< = ECA<=100° és DA = EC

Ekkor ez a négyszog hirnégyszog.
Az AC szakasz ebben a korben az E pontboél 30° alatt latszik, akkor a D pontbdl is, tehét
a keresett szog

ADC<«q = 30°
4. megoldas
Most keressiik a szabalyos hdromszoget meglepé helyen.

Rajzoljuk az AD oldalra az eredetihez hasonld AE D haromszoget az dbra szerint és legyen
F olyan pont a BC oldalon, melyre CA = C'F. Kossiik 6ssze az A, D, E és F pontokat
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Az F pont megadasa miatt AFC/\ egyenld szaru, tehat

180° — 40°
FAC« = — = 70°

FAE< =40° + (100° — 70°) = 70°

EA = AC, mivel igy szerkesztettiik.
Igy AFCA =2 AEF A, ezért
EF=FEA=ED

DEF< =100°— FEA< = 60°

Tehat DEF A szabalyos
DF =DFE =AC =CF

DFBNA és DFCA egyenl§ szaru,
BDF< =20° és FDC'« = 10°
ADC< = BDC<« =20°+ 10° = 30°

5. megoldas

Most nézziink egy teljesen méas megoldast, ami egy kis trigonometriaval van fiiszerezve.
A megoldas soran felhasznéljuk a

cosa + cos 5 =2 - cos (a—;—ﬁ) - COS (a;ﬁ)

azonossagot.

Rajzoljuk meg az AC oldal meghosszabbitasin azt az FE pontot, melyre
DFEA< = DAE< = 80°

Kossiik 6ssze az A, D és E pontokat.
Legyenek a szérak hosszai AB = AC' = a. Ekkor

b=2-sinb0°

mivel az A-bol BC-re bocséatott merdleges két egybevagd derékszogi haromszogre bontja
az eredeti haromszoget.
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DE=DA=1D

a szerkesztés miatt,

EDA< = 20°

és ugyanugy, mint az el6bb
EA=4-sin10° - sin 50°

Mivel

1
2 -sin 10° - sin 50° = 2 - cos 80° - cos 40° = cos 120° 4+ cos 40° = sin 50° — 3

ezért
FA=4-sin10° -sinb50° =2 .-sinbh0°—1=5b—a

EC=b=AD=ED
azaz DCENA egyenl§ szar, és

EDC<« = ECD< = 50°
A keresett szog:
ADC<« = EDC<— EDA< =50°—20° = 30°
6. megoldas

Es végiil j6jjon egy kis vegytiszta trigonometria. A megoldas soran felhasznaljuk a

cosa + cos 5 =2 - cos (a;—ﬂ> . COS <a;ﬂ>

azonossagot.
Legyenek a szérak hossza AN = AC' = a. Ekkor
b= 2-sinb0°

mivel az A-bol BC-re bocséatott merdleges két egybevagd derékszogi haromszogre bontja
az eredeti haromszoget.
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Szinusz tételt felirva az ADC A-ben (a-val jelolve a keresett szoget)

2-sin50°  sin(180° — 100° — a)  sin(80° — «)

1 sin « sin o
. sin 80° - cos o« — cos 80° - sin «v
2 -sin H0° =

sin «v
2 -sin 50° = sin 80° - ctg o — cos 80°
2 - sin 50° 4 cos 80° = sin 80° - ctg «v
2 - sin 50° 4 cos 80°
sin 80°

ctga =
A jobb oldalt alakitva

; 2 - sin 50° + cos 80° 2 - cos 40° + cos 80° cos 40° + cos 40° + cos 80°
C ga fr g pry fry

sin 80° sin 80° sin 80°
1
B cos 40° + 2 - cos 60° - cos 20° B cos40° 4-2 - 9 cos 20 B cos 40° 4+ cos 20° B
n sin 80° n sin 80° N sin 80° N
2 \/§ 10°
~ 2-c0830%-cos10° 'T'COS 0 B V3 - cos 10° _ 3
N sin 80° o sin 80° ~ cosl0e
ctga = V3
a=ADC<« = 30°
Z.A4rszo

Kedves Olvas6! Ha egy masik ,szép” megoldast talal, kérem kiildje el nekem a szol-
da@fazekas.hu e-mail cimre. Ezeket az tjabb megoldasokat 6sszegytijtve idénként (terve-
im szerint) szintén megmutatnam.



