Poli¢derek, sikgrafok, algoritmusok

A kOszegi matematika tanartovabbképzésen 7. osztalyt végzett didkokkal
dolgozhattam egyiitt. A k6zos munkaban a cimben szerepld témak egyes fejezeteit
igyekeztiink Osszekapcsolni. Az alabbiakban a megbeszElt, a kitlizott és a kitlizésre szant
feladatokrol, illetve megoldasaikrol lesz szo.

Ebben az dsszefoglald cikkben célszertinek tiint a lehetdség szerinti tematikus
targyalas.

A foglalkozasokon ettdl a csoportositastol eltérd sorrendben beszEltik meg a
feladatokat. Ennek két oka volt. Egyrészt Ugy gondoltam, az egyszerre Kkitlizott, egyazon
témakoron beliili nagyszaimu probléma nem tdl valtozatos, esetleg unalmassa is valhat;
masrészt egy-egy fejezet gondolatkorét szerencsésebbnek tartottam tobb alkalommal,
ismételten targyalni, hogy a fontosabb gondolatok érlelddésére tobb idd jusson.

1. Kombinatorikai alapozas

Amikor elészor talalkoztam a csoporttal, kivancsi voltam, mennyire képzettek a
gyerekek, mennyire egységes a tudasuk. A tobbség —de nem mindenki — taldlkozott mar a

n
Gauss-modszerrel, a szta-formulaval ¢€s az (k} fogalmaval. Az alabbi feladatok a

szintrehozas céljat szolgaljak.

1.1. feladat: Tekintsiik az alabbi tablazatot! Milyen szam all a 2001. sor 100. helyén?
(A 2001. sorban 2001 darab szdm van.)

11 12 13 14 15 stb.

Megoldas: Az els¢ 2000 sorban 1 +2 + 3 + ... + 2000 darab szdm van. A Gauss-
2000-2001

médszerrel 1+2+3+...+2000 = — - 2001000. gy a 2001. sor kezdészama
2001 001, a 100. helyen a2 001 100 szam talalhato.

Megjegyzés: Megvalaszolhatjuk a forditott ranya kérdést is, pl.: ,Melyik sorban,
hanyadik helyen talalhato a 2001?”

Valasz: Ha az n. sorban talalhato a 2001, akkor az els6 (n—1) sorban1+2 + ... +

+(n-1)= 070N (=D _ 5001,

szam all. Némi probalkozas utan lathatjuk, hogy az

vagyis (n—1)n <4002 egyenlotlenség n = 63-ramég teljesii, de n = 64-re mar nem. Az elsé
62-63

62 sorban
tagja a 2001.

= 1953 darab szam van, igy a 63. sor 1954-gyel kezdddik, €s ezen sor 48.

1.2. feladat: Tekintsiik az alabbi tablazatot! Milyen szampar all a 30. sor 20. helyén?




(3,0) (2,1) (1,2) (0,3) sth.

Megoldas: Eszrevehetjiik, hogy az els§ sorban a szampar két tagjanak Osszege 0; a
masodik sorban az §sszeg 1; a harmadik sorban 2 stb. A tulajdonsdg 06roklodik: az 0j sorban
az els6 szampar két tagjanak Osszege eggyel nagyobb, mint a felette 16vé sorban, és az dsszeg
soron beliil allandd6 marad. Tehat az n. sorban a szamparok Osszege (n — 1).

fgy a 30. sor els§ szamparja (29, 0), a 20. helyen a (10, 19) szampar talalhato.

Megjegyzés: Ez a két feladat a Gauss-0sszegzés ismétlése mellett elokésziti a Bolha-
problémakdr nehéz 3.11. feladatat is. Arra is alkalmasak a feladatok, hogy a végtelen
fogalmaval kapcsolatban (pl. raciondlis szamok és természetes szamok) problémakat vessiink
fel.

n
A kovetkezo 1.3 — 1.8. rovid feladatok az (kj fogalmat készitk elo.

1.3. feladat: Hany 5-jegyli szamot készithetiink az 1, 2, 3, 4, 5 szamjegyekb6l, ha
a) minden szamjegyet csak egyszer hasznalhatunk fel;
b) egy szamjegyet tobbszor is felhasznalhatunk?

Megoldas: a) Az 5-jegyii szam els6 szamjegye 5-féle lehet, a masodik mar csak 4-féle
(egy szamjegyet mar felhasznaltunk), a harmadik 3-fele stb. A maradék szamjegyek
barmelyikét a tobbitdl fliggetleniil felhasznalhatjuk, igy 5.4.3.2.1 = 51-féle szam készitheto.

b) Az elsé szamjegy 5-féle lehet, a masodik szintén 5-féle stb. 5° darab ilyen szam
van.

1.4. feladat: Hany 5-jegyli szamot készithetiink a 0, 1, 2, 3 szamjegyekbd1?

Els6 megoldas: Egy szamjegyet tobbszor is felhasznalhatunk. Az elsé szamjegy 3-fele
lehet (0 nem), a tobbi négyféle. A valasz 3.4%,

Masodik megoldas (komplementer-médszer: jé = dsszes —rossz): Az Gsszes
legfeljebb 5-jegyti szam szama 4° (Ggy is felfoghatjuk, hogy itt 0 is lehet elsé szamjegy).
Ebbdl nem 5-jegylick azok, amelyek elsé szamjegye 0. Ezen ,szimokban” az elsé nulla
szamjegy kotott, a tobbi 4-féle lehet; ilyen szam 4 van. Az 5-jegyii szamokbol
4° — 4* darab van.

1.5. feladat: Hany 5-jegyli szamot készithetiink az 1, 1, 2, 3, 4 szamjegyekb6l, ha
minden szamjegyet egyszer hasznalhatunk fel?

Megoldas: Kiilonboztessik meg a két 1-est, pl. 1a és 1b jeloléssel!
Ha a két 1-es kiilonbozne, akkor 5!-féle szamot készithetnénk. De ekkor minden 5-

5!
jegyll szamot kétszer szamoltunk (pl 3b42a ugyanaz, mint 3a42b), ezért 5= 60-féle szam

készithetd.



1.6. feladat: Hany 6-jegyli szamot készithetiink az 1, 1, 1, 2, 3, 4 szamjegyekbdl, ha
minden szamjegyet egyszer hasznalhatunk fel?

Megoldas: Az el6z6 gondolatmenetet itt is alkalmazhatjuk. A 3 darab 1-est 1a, 1b, 1c
modon megkiilonboztetve 6!-féle szamot készithetnénk. Ekkor egyes szamok egybeesnek, pl

a b2c43a szamot annyiszor szamoltuk, ahanyféleképpen az a, b, ¢ szamjegyek egymas kozott
cserélgethetdk: a2c43, a2b43c stb. Harom kiilonboz6 szamjegy 3!-féle sorrendbe irhato,

6!
igy — =120 a keresett szamok szama.
3!

1.7. feladat: Hany 7-jegyli szamot készithetiink az 1, 1, 1, 2, 2, 3, 4 szamjegyekbdl, ha
minden szamjegyet egyszer hasznalhatunk fel?

Megoldas: Az elozoek alapjan a 7! Osszes lehetséges sorrendet osztani kell a harom 1-

. . 7!
es miatt 3!-sal, a két 2-es miatt 2!-sal: ETRY] =420.

1.8. feladat: Hanyf€leképpen lehet kiolvasni az alabbi tablazatbol az
EZNEHEZKIOLVASAS sz6t? (Az olvasés folyaman a bal fels6 sarokbol indulunk, csak
jobbra és lefelé lehet haladni.)

E|Z|N|E|H|E|Z|K|I|O|L|V
ZIN|E|H|E|Z|K|I|O|L|V|A
N|E|H|E|Z|K|I|O|L|V|A|S
E|H|E|z|K|I|Oo|L|V|A|[S|A
H{E|z|K|I|o|L|V|A|S|A|S

Els6 megoldas: Az EZNEHEZKIOLVASAS szo kiolvasasakor a tablizatban E és S
kozott teszink meg egy utat. Az elsd sor és elsd oszlop mezdin egy Ut halad at, ezekre
egyfeleképpen Iéphetiink. Ezutdn a fennmaradt mezokre vezetd utak szamat gy szamolhatjuk
ki, hogy a felette ¢€s balra mellette 1€vd mezokbe vezetd utak szamat Gsszeadjuk (hiszen vagy
balrol, vagy feliilr6l érkezink mindegyik mezore, és a kétfele ut fliggetlen egymastol).

1|1 )11 1f(1|11f1]1
314157 ..
6 |10[15] ...
10120(35( ...
15|35[70] ...

A IR
ofslw|No|-

Technikailag az elsé sor és elsd oszlop mezdibe vezetd utak szamat befrjuk a
megfeleld mezbkbe (ez csupa 1-eseket jelent), majd a fent leirt szaballyal soronként balr6l
jobbra haladva rendre kitolthetjik a tdblaizat mezdit. A jobb alsé mezdbe keriild szam
megadja az Osszes Ut, s igy az Osszes kiolvasas szamat.

Masodik megoldas: Minden egyes kiolvasaskor 11 Iépést tesziink jobbra és 4 Iépést
lefelé. A jobbra iranyuld Iépéseket J, a lefelé torténd lépéseket L betiivel jelolve egy 15 betiis
kodot kapunk. A kiolvasasok ¢és kodok kozott kolcsondsen egyértelmii a megfeleltetés:




annyiféle kiolvasas van, ahany sz6 készitheté 11 darab J és 4 darab L betlibél. Az 5. feladat
15!

11!-4!

alapjan ilyen sz6 van.

Harmadik megoldas: Minden egyes kiolvasdskor 15 Epést tesziink. Ha megmondjuk,
ebbdl a 15-bol melyik 4 Iépést tesszik meg lefelé, akkor az egész bejarast megadtuk. Tehat
annyi kiolvasas lehetséges, ahanyfé¢leképpen 15 I€pésbol 4-et kivalaszthatunk tgy, hogy a
kivalasztott Iépések sorrendje nem szamit. (Egy példa, hogy miért nem szamit a kivalasztas
sorrendje: ha pl. a négy lefelé torténd épés a 4., 7., 3., 2., akkor ugyanazt a kiolvasast kapjuk,

15
mint ha a négy lefelé pés a 2., 3., 4., 7. lenne stb.) Az igy kapott szam jelolése: (4] :

15!
olvasd: ,,15 alatt a 4”, s ennek kiszimolasat fentebb lattuk: iar

Megjegyzés: Ha a lefele torténd Iépések helyett a jobbra Iépéseket valasztjuk ki, akkor

15 15!
a hasonld gondolatmenet eredménye (llj = T 4',ugyanazt az eredményt kapjuk.

, n
1.9. feladat: Ertelmezzik az [kj fogalmat!

Megjegyzés: Altalinosan megfogalmazva: ha n kiilonboz6 objektumbodl k darabot

n
kivalasztunk ugy, hogy a kivalasztott elemek sorrendje k6zombos, ezt (k]—féleképpen

tehetjik meg. [Ej_ n_n(n-1(n-2)..(n-k+1)

~ KMn-k)! k!
n

n
A fenti 1.8. megjegyzésben lattuk, hogy [kj = (n K

]; ez a logikai parositasbol vagy
az algebrai formulabol is kovetkezik.

n
Végil megjegyezhetjikk, hogy (Oj-t célszeri 1-nek definidInunk.

n
A kovetkezd 1.10 — 1.15. feladatok az (k] fogalmat gyakoroltatjak.

1.10. feladat: Hany egyenes megy at 10 olyan ponton, melyek kozil 4 egy egyenesre
illeszkedik, de ezeken kivill semelyik harom nem illeszkedik egy egyenesre?

Els6 megoldas: A 6 altalanos helyzetli pont koziil barmely kettd meghataroz egy

6
2) =15. A 6 pont barmelyikét Osszekothetjik a maradék 4 pont

barmelyikével, ekkor 6.4 =24 egyenest kapunk. Végiil a 4 kollinedris pont is meghataroz egy
egyenest, igy Osszesen 15+ 24 + 1 =40 egyenest kapunk.

egyenest, ezek szama (




10
Masodik megoldas (jo = 6sszes —rossz): 10 altalanos helyzeti pontra [ 2) =45

4
egyenes illeszthetd. A 4 egy egyenesen IEvo pont miatt (2) = 6 egyenes egybeesik, igy
45 -6 + 1 = 40 egyenest kapunk.

1.11. feladat: Adott a sikon két parhuzamos egyenes, az egyiken 6, a masikon 4 darab
pont. Hany haromszoget hataroznak meg a pontok?

Els6 megoldas: Haromszoget ugy kapunk, ha valamelyik egyenesrdl kettd, a masikrol

6 4
pedig egy pontot valasztunk Kki. (2) L (2) -féleképpen tudjuk a 2-2 pontot kivalasztani, az
6 4
Osszes haromszog szama (J A4+ (J -6 =60 + 36 = 96.

10
Masodik megoldas (jo = 6sszes —rossz): 10 altalanos helyzetii pontra [ 3) =120
haromszog illeszkedik. Az egy egyenesre illeszkedd 4 és 6 pont miatt nem kapunk valodi

6 4
haromszoget (3) =20, ill. (3) = 4 esetben. Az Osszes haromszog szama 120 — 20 — 4 = 96.

1.12. feladat: Oldjuk megaz el6z6 feladatot harom parhuzamos egyenessel, rajtuk
rendre 4, 6, 8 ponttal!

Megoldas: Ez, kedves olvas6, haz feladat.

1.13. feladat: Hanyfeleképpen Iehet kiolvasni a 6. feladat tablazatabol az
EZNEHEZKIOLVASAS szot, ha a 2. sor 6. betiije nem szerepelhet a kiolvasasban?

Megoldas (jo = 0sszes — rossz): A 6. feladat folytatdsaban alkalmazhatnank az ottani
elsé megoldasban lefrt leszamoldsi technikat, ez nem okozna nehézséget. A kovetkezd feladat

miatt most mégis inkabb a komplementer modszerhez folyamodunk.
Rendre meghatarozzuk a kezdd (E), tiltott (Z) és befejezd (S) mezokon athaladd utak

_ _ 15
szamat. Jeloljik az X és Y mez6 kozotti utak szamat XY -nal, ekkor ES = (4) a 6. feladat

6

_ _ 9 -
megoldasa alapjan. Hasonloan EZ = (J, 7S = (3) . Tiltottak azok az EZS utak, amelyek

6) (9
mindhdrom mez6n athaladnak. Ezek szama ( )( ], igy a megengedett kiolvasdsok szama

990 N

1.14. feladat: Oldjuk meg az el6z6 feladatot, ha a 2. sor 6. betiije és a 4. sor 9. betlije
nem szerepelhet a kiolvasasban.




_ 11, — 4
Megoldas (szita-formula): A 4. sor 9. betiije V. EV = (3] , VS = (J . A V tiltott
_ 11\ (4 . _
mezon athaladé EVS utak szama 3\ . Az el6z6 megoldasbol tudjuk, hogy EZS =

6) (9
(J . (3) Ha az 6sszes kiolvasasbdl levonjuk a V, majd a Z tiltott mez6kon athaladd utak

szamat, kétszer vonjuk le azokat, amelyek mindkét mezOn athaladnak. Ezek szama: EZVS =

(M) oo et s i (1) ().()-(5) ()
DG

1.15. feladat: Hanyféleképpen lehet kiolvasni a 6. feladat tablazatabol az
EZNEHEZKIOLVASAS szot, ha nem szabad egymés utan kétszer lefelé 1épni?

Megoldas: Térjiink vissza a kodolasos megoldasunkhoz! A feladat annak
meghatarozasa, hogy 11 darab J és 4 darab L betlibdl hanyfeleképpen tudunk olyan szot
késziteni, amelyben nincs egymas mellett két L betil.

A 11 J betli 12 betlikozt hatdroz meg (a sz6 eleje €s vége is szamit). Ebbdl a 12
helybdl kell 4-et kivalasztanunk az L betiik szamara gy, hogy egy helyet csak egyszer

12
valaszthatunk, kiilonben egymas mellé keriilne két L betli. Az Gsszes lehetdség (4]

1.16. feladat: Hanyféleképpen lehet 5 kiillonbozd szinii golyobol karkotét késziteni?
(Nem szamit kiilonbozonek két karkoto, ha forgatassal egymasba vihetd.)

Els6 megoldas: A feladat valojaban az 5-elemi ,korok” szamara kérdez ra. A
golyokbol 5-hosszi sorozatot 5!-feleképpen készithetnénk, de az 6tddrendli forgasszimmetria
miatt minden karkotét 5-szor szamoltunk. (Ha a szineket 1, 2, 3, 4, 5 szamokkal jelo}jik,

, 5!
akkor pl. az 12345, 23451, 34512, 45123, 51234 sorozatok ugyanazt a ,kort” adjak.) Igy 5 =

4! a karkotok szama.

Masodik megoldas: Az egyik golydt kivalasztva megszakitjuk a kort. A tobbi négy
golyot — a kivélasztott golydhoz képest —mar csak sorba kell rendezniink. Ezt 4!-féleképpen
tehetjiik meg.

Megjegyzés: Az elsé megoldas elokésziti a térgeometria témakor szinezéses-
feladatait. (2.15 —2.19. feladatok.)

2. Térgeometria feladatok (konstrukcié, Euler tétele)

2.1. feladat: A POLYDRON készlet segitségével épitsink négyzetekbol szabalyos
poliédert!




Megoldas: Szabalyos test minden lapja egybevagd szabalyos sokszog, és minden
csucsaba ugyanannyi lap fut be.

Ha négyzetekbdl épitjiik fel a szabdlyos testet, akkor a csticsokban harom négyzetlap
fog talalkozni. Kevesebb nem lehet, hiszen minden poliéder csucsaiba legalabb harom lapnak
kell befutnia; ha pedig négy négyzet taldlkozna, akkor a négy kozos cstcsu derékszog sikot
feszit ki, nem tudjuk a testépitést folytatni.

Harom, egymasra kdlcsondsen merdleges négyzetlap altal meghatarozott térnyolcadot
harom masik lap egyértelmlien zir le, igy egyetlen négyzetekkel hatdrolt szabélyos testet
kapunk. A hatlapt test a kocka.

2.2. feladat: A POLYDRON készlet segitségével épitsink haromszogekb6l szabalyos
poliédert!

Megoldas: A szabalyos haromszogek belsd szoge 60°, igy a szabalyos test egy
csicsaban harom, négy vagy Ot haromszoglap taldlkozhat; hat haromszoglap mar kifeszitené a
sikot.

I. eset (minden cstcsban harom lap talalkozik): Ekkor az egy cstcsban talalkozo
harom lap egyértelmiien zirhato le egy negyedik lappal. A kapott négylapii szabalyos test a
tetraéder ('tetra’: gérog eredetli szo, jelentése 'négy').

>

Il. eset (minden csucsban négy lap taldlkozik): Az egy csucsbol kinduld négy lap
alapélei négyzetet hataroznak meg. Erre tikrosen helyezkedik el a masik négy lap. A nyolc
haromszogb61 allo test az oktaéder. ('Okta’ jelentése 'nyolc.)

\

>

S




I1l. eset (minden cstcsban 6t lap taldlkozik): A készlet segitségével ilyen testet is
konstrualhatunk. A poliédernek 20 lapja van, ezért a neve kozaéder. ('Tkozi: a. m. 'husz.)

2.3. feladat: A POLYDRON készlet segitségével épitsiink 6tszogekbdl szabalyos
poliédert!

Megoldas: A szabalyos 0tszog egy bels6 szoge 3-180

= 108°. Harom lap talalkozhat

egy cstcsban, de négy mar nem.
Mint az eddigiek folyaman, az elsé csticsbol kinduld harom lap rogzitése utan ezittal

is egyértelmlien folytathatd a test konstrudlasa. 12 darab Gtszoglapb6l allo testet kapunk, neve
dodekaéder. ('Dodeka': a. m. 'tizenkettd'.)

2.4. feladat: Hany szabalyos test van?

Megoldas: A fenti feladatokban 6t szabalyos testet konstrualtunk meg,

Tobb nincs: a szabalyos hatszog egy belsé szoge 120°, ezért ha harom lapot
csatlakoztatunk egy koz0s csucshoz, merev sikot kapunk; ha pedig hatnil nagyobb
oldalszamu szabalyos sokszogeket tekintlink, ezek belsd szogei 120°-ndl nagyobbak, nem
tudunk harmat egy csucshoz illeszteni.

2.5. feladat: Hany csucsa, €le, lapja van az ot szabalyos testnek?

Megoldas: A felépitett testeket kézbe vehetjiik, jellemzdiket egyszertien
megszamolhatjuk. Az alabbi tabldzat mutatja a szamolasok eredményét.

kocka | tetraéder | oktaéder | kozaéder | dodekaéder
csucs 8 4 6 12 20
lap 6 4 8 20 12
él 12 6 12 30 30




2.6. feladat: Eszreveheté valamilyen szabélyszertiség a tablazatba irt értékek kozott?

Megoldas: A gyerekek megtaldltak a ,csucs + lap = €l + 2” Gsszefliggést. Felvetddott
a kérdés: ez a formula csak szabalyos testekre igaz vagy barmely testre?

2.7. feladat: Gyakoroljuk a,tobbirany leszamolas” médszerét!

Megoldas: Itt arr6l van szo, hogy a szabalyos testek esetében a csucs, ¢él, lap
alapjellemzok koziil barmelyik segitségével a masik kettd meghatarozhato (feltéve, hogy
rendelkeziink pl. azzal az ismerettel, hogy egy csucsban hany lap taldlkozik). Konkrét példa:

a) Hatarozzuk meg a kocka éleinek szamat, ha tudjuk, hogy a lapok szama 6!

Megoldas: 1 laphoz 4 ¢l tartozik, mert a lapok négyzetek.
6 laphoz 6-4 = 24 ¢l tartozik.

24
Mivel mindegyik ¢€lt 2-szer szamoltuk a két hatarold lap miatt, az élek szama > =12.

Megjegyzés: Az 5 testnek 3 jellemzdje van, s ezek barmelyikét 2 masik segitségével
szamolhatjuk ki. Valdjaban tehat 5-3.2 = 30 feladatr6l van szd. Tobb foglalkozason eldvettiik
a gondolatot és ismételten megcsindltunk néhany wjabbat a 30 feladat kozil. (Nagy segitséget
jelentett, hogy a testek kézbe vehet6k voltak.)

N¢éhany tovabbi példa:

b) Hatarozzuk meg az ikozaéder cstcsainak szamat, ha tudjuk, hogy a lapok szama
20!

1 laphoz 3 csucs tartozik, mert a lapok haromszo gek.
20 laphoz 20-3 = 60 cstics tartozik.

60
Mivel minden csucsot 5-szOr szamoltunk az 5 hatarold lap miatt, az élek szama = =

12.
C) Hatarozzuk meg az oktaéder lapjainak szamat, ha tudjuk, hogy az élek szama 12!

1 ¢élhez 2 lap tartozik.
12 élhez 12.2 = 24 lap tartozik.

: 24
Minden lapot 3-szor szamoltunk, mert a lapok haromszogek. Ezért a lapok szama 3

d) Hatarozzuk meg a dodekaéder éleinek szamat, ha tudjuk, hogy a csticsok szama 20!

1 cstcshoz 3 €l tartozik, mert egy csucsban harom lap talalkozik.
20 cstcshoz 20.-3 = 60 ¢l tartozik.

. : . 60
Mivel minden ¢élt 2-szer szamoltunk a két végén levd cslics miatt, az élek szama > =

30.



2.8. feladat: Epitsiik fel a focilabda poliéder-megfelel6jét!

Megoldas: A focilabda 06t- €s hatszogekbdl all. Minden 6tszoghdz 5 darab hatszoglap

csatlakozik, minden hatszoghtz felvaltva 3-3 6tszog- és hatszoglap. Ez alapjan a test egy
részabraja:

e

2.9. feladat: Konstrualjunk tovabbi testeket!

Megoldas: A késobbiekben két tovabbi testtel kapcsolatban tobb feladatot is
megoldunk. Az egyik a szabalyos haromszogekbdl és négyzetekbol allo ,.csonkolt kocka™. Ezt
ugy képzelhetjiik el, hogy a kocka 8 csticsanal rendre levagunk egy-egy szabalyos
haromszoget, figyelve arra, hogy a metszd sik a csticsba befutd 3 €l felezOpontjan menjen 4t
(4bra).

A masik test szabdlyos haromszogekbdl négyzetekbdl és szabdlyos 6tszogekbdl all.
Halozatanak egyes részleteit az alabbi abrak mutatjak. (Minden csucsban két négyzet és egy-
egy haromszoglap, valamint 6tszoglap talalkozik; egy Otszoglaphoz é€lben négyzetek
csatlakoznak; egy négyzetlaphoz élben két-két szemkozti haromszoglap és Gtszoglap
csatlakozik; végiil egy haromszoglaphoz élben négyzetek csatlakoznak.)

—




Javasoljuk az Olvasonak, hogy a testet onalloan is készitse el, igy a késObbi
feladatme goldasokhoz ,kézzelfoghatd™ segitséget fog kapni. A testet nevezzilk Lgo-nek
(késobb latjuk majd, hogy éppen 62 lapja van).

2.10. feladat: Térjink vissza a 2.6. feladatban észrevett ,csucs + lap = él + 27
Osszefliggésre! Igaz-e az Osszefliggés nem-szabdlyos testekre is?

Megoldas: A csonkolt kocka és a focilabda poliéderének jellemzdit az alabbi
tablazatban adjuk meg;

csonkolt kocka | focilabda
csucs 12 60
lap 14 32
él 24 90

Ugy tiinik, hogy a ,cstcs + lap = él + 2” 6sszefliggés most is igaz, bar a focilabda
jellemzdit elég nehéz volt megszamolni. (Az Ley poliéder esetében nem is engedtem elvégezni
a manualis szamolast.)

2.11. feladat: Bizonyitsuk be a megsejtett ,.cstcs + lap = ¢l + 2” formulat! Ez az
Osszefliggés Euler-tétele.

Megoldas: Lasd a Grafok témakor 4.3. feladatat.

2.12. feladat: Hatarozzuk meg a focilabda-poliéder csucs, lap, él jellemzoit Euler-
tétele segitségével!

Megoldas: Jeloljik a focilabda-poliéder Otszoglapjainak szamat x-szel, és hatarozzuk
meg a hatszoglapok szamat az Gtszoglapok segitségével!

1 6tszoglaphoz 5 hatszoglap tartozik.

x Otszoglaphoz 5-x hatszoglap tartozik.

Minden hatszoglapot haromszor szamoltunk, mert egy hatszoglaphoz 3 Gtszoglap

lleszkedik. Ezért a hatszoglapok szama 5?)( , a lapok szdma X + S?X .

A kétfajta laphoz 5x + 6. S?X = 15X csucs tartozik, de minden cstcsot 3-szor

szamoltunk, mert minden csticsban harom lap taldlkozik. gy a csticsok szama 15?)( = 5X.

Az ¢lek szama hasonldéan hatdrozhaté meg. 5Xx + 6-5?)( = 15x az Osszes (tObbszorosen

szamolt) €¢I, mindegyiket 2-szer szamoltuk, igy az élek szama 157)(




Most mar felirhatjuk Euler-tételét: 5x + X + S?X = 157)( + 2. Az egyenlet megoldasa

x = 12. Osszehasonlitva a kapott értékeket a 2.10. feladat tablazatdval, lathatjuk, hogy
manualisan is jol szamoltunk.

Megjegyzés: Eljarhatunk tigyesebben is. Pl észrevehetjiik, hogy a focilabda-poliéder
minden csucsa pontosan egy OtszOghdz tartozik, igy egy Iépésben kijon 5x a csucsok szamara.

2.13. feladat: Hatarozzuk meg az Lgo-poliéder cstcs, lap, €l jellemzdit Euler-tétele
segitségével!

Megoldas: Jeloljiik pl. az Otszoglapok szamat X-szel. A négyzetlapok szama ekkor 57)(

(egy Otszoglaphoz Ot négyzet tartozik, €s minden négyzetlapot kétszer szamoltunk); a
X X X 1x
haromszoglapok szdma hasonldan 5? ; tehat a lapok szama X + 57 + % = 3?
A cstcsokkal szerencsénk van, mert minden csucs pontosan egy Otszoghdz tartozik. A
cstcsok szama 5X.

Az ¢lek szama ismét konnyen meghatarozhatd, mivel minden €l pontosan egy

négyzethez tartozik. Az élek szama tehat 4-57)( = 10x.

Euler tételébdl 5x + 3—(13)( =10x + 2, innen x = 12.

Tehat az Leo-polieder jellemzoi:

Otszoglap | négyzetlap | haromszoglap | cstucs | ¢l
12 30 20 60 | 120

2.14. feladat: Mutassuk meg Euler tétele segitségével, hogy pontosan 0t szabalyos test
van!

Megoldas: Mindegyik esetben a lapok szamat jeloljik Xx-szel.

I. eset: A szabalyos test minden csticsaban harom haromszoglap talalkozik.

A csucsok szama 3?)( =X, az €élek szama 37)( Euler tételébdl X + X = 37)( +2,az
egyenlet megoldasa X =4. A csucsok szama 4, az élek szama 6. A tetraédert kaptuk.

Il. eset: A szabdlyos test minden cstcsaban négy haromszoglap taldlkozik.

A cstcsok szama %, az élek szama 37)( Euler tételébol 3% +X= 3?)( + 2, az

egyenlet megolddsa X = 8. A csticsok szama 6, az élek szama 12. Az oktaédert kaptuk.

I11. eset: A szabalyos test minden cstcsaban 6t haromszoglap taldlkozik.




A cstcsok szama 3?)(, az élek szama 3?)( Euler tételébol 3?)( +X= 3?)( +2,az

egyenlet megoldasa x =20. A csucsok szama 12, az élek szama 30. Az ikozaédert kaptuk.

IV. eset: A szabélyos test minden csucsdban harom négyzetlap talalkozik.

A cstcsok szama %, az élek szama 47)( = 2X. Euler tételébol % +X=2X+2,az
egyenlet megoldasa X = 6. A csucsok szama 8§, az ¢élek szama 12. Ez a kocka.

V. eset: A szabalyos test minden csucsaban harom 6tszoglap talalkozik.

A csucsok szama S?X, az élek szama S?X . Euler tételébol 5?)( +X= 57)( + 2, az
egyenlet megolddsa X =12. A cstcsok szama 20, az €élek szama 30. Ez a dodekaéder.

Megjegyzés: Ez az egyszeri feladat zirja a térgeometriai Euler-tétel témakorét.

A szabalyos testek keresése mellett feltétleniil érdemes a szabalyos (sikbeli) mozaik ok
fajtait is meghatarozni. Ezt — és tobb kapcsolddd problémat — a csoport a parhuzamosan

dolgozo tanarral, dr. Kiss Sandorral végezte el

Szinezés-té makor

2.15. feladat: Hanyféleképpen szinezhetjik ki egy kocka lapjait két szinnel? (Mindkét
szint fel kell hasznalnunk.)

Megoldas: Nem tekintjiik kiilonb6zOnek azokat a szinezéseket, amelyek mozgatassal
egymasba vihetok (lehet pl forgatni a kockat, de sikra tiikrozni nem).

Legyen a két szin piros és kék.

Egy piros lappal csak egy kocka van.

Két piros lap lehet egymashoz csatlakozo vagy szemkozti, ilyen kocka ketté van.

Hérom piros lap kétfeleképpen helyezkedhet el: vagy van két szemkozti kozottiik,
vagy mindharom egy csucsban talalkozik. Két kocka készithetd.

A négy piros lappal rendelkez0 kockéak szamat legegyszeriibben a szimmetriara vald
hivatkozassal hatarozhatjuk meg. Négy piros lap esetén két kék lap van, tehat ezen kockéak
szama megegyezik a két piros lapu kockak szamaval: két kocka készitheto.

Ot piros lappal rendelkezé kocka éppen annyi van, ahany egy piros lapt: egy darab.

Osszesen 8 kiilbnbozé kockat készithetiink.

2.16. feladat: Hanyf¢leképpen szinezhetjiik ki egy kocka lapjait hat szinnel?
(Mindegyik szint fel kell hasznalnunk.)

Els6 megoldas: Jeloljik a szineket az 1, 2, ..., 6 szamokkal.

A 2. szin lehet az els6 szini lappal szomszédos vagy szemkoztes lapon.

Ha a két szin szemkoztes lapot fest be, akkor a 3. szin a forgasszimmetria miatt csak
egyfele helyzetben lehet, a maradék harom szin helyzete 3!-fele lehet. Ebbdl az esetbdl 6-fele
szinezést kapunk.




Ha az 1. és 2. szin szomszédos lapon van, akkor a tobbi szin 0sszesen 4!-féle szinezést
ad. Ebbdl az esetbdl 24-fele szinezést kapunk.
Osszesen tehat 30-fe¢leképpen szinezhetjikk ki egy kocka lapjait hat szinnel.

Misodik megoldas: Alkalmazzuk az 1.16. feladat gondolatmenetét!

Ha a kockat rogzitjik a térben, 6!-f€le szinezés lehetséges. Nem tekintjiilk azonban
kiilonb6zonek azokat a szinezéseket, amelyek mozgatassal (iranyitastartd egybevagosagi
transzformaciéval) onmagukkal fedésbe hozhatok. Ezen mozgatasok szamaval el kell
osztanunk a 6!-t, hiszen minden egyes tényleges szinezést ennyiszer szamoltunk.

Induljunk ki egy adott szinezésb6dl! Ekkor pl. az 1-es szini lapot 6 oldalra fordithatjuk,
s az igy kapott helyzetek mmdegyikében ezen lap kozEéppontja koriil 4 forgast végezhetiink.

6!
Tehat 6.4 = 24 mozgatds viszi onmagaba a kockat, ezért 21 = 30 hatszinti, ényegesen

kiilonboz6 kocka van.

2.17. feladat: Hany mozgatas viszi 6nmagaba az egyes szabalyos testeket?

Megoldas: Az el6zd feladat megoldasdnak gondolatmenete teljesen altalinos, most is
alkalmazhato.

Ha a szabdlyos testnek L lapja és a lapoknak E ¢le van, a szimmetriatulajdonsagok
miatt barmely lapot L oldalra fordithatjuk el, majd ezen lap koriil E-féle forgatast
végezhetiink (a helybenhagyast is szdmolva). Tehat a szabalyos testet onmagaval fedésbe
hozd mozgatdsok szama L-E. Az alabbi tdblizat mutatja a megfeleld értékeket.

kocka | tetraéder | oktaéder | kozaéder | dodekaéder
lap 6 4 8 20 12
lapél 4 3 3 3 5
mozgatas 24 12 24 60 60
szinez€s 30 2 8! 20! 12!
83 20-3 12-5

Megjegyzés: Megoldottuk azt a problémat is, hogy egy L lapti szabalyos sokszog
lapjait L szinnel hanyféleképpen lehet lényegesen kiilonb6zo modon kiszinezni. (A tablazat
utolsd sora mutatja az eredményeket.)

2.18. feladat: Hany mozgatas viszi 6nmagaba a focilabda-poliédert és a csonkolt
kockat?

Megoldas:

I. eset (csonkolt kocka):

A csonkolt kockanak 6 négyzet- és 8 haromszoglapja van.

Pl egy négyzetlapot 6 oldallapra fordithatunk, s mindegyik esetben a lapkozéppont
koriil 4 forgatast végezhetiink. A mozgatdsok szama 6-4 = 24.

Ha masik megoldasként a haromszoglapokat tekintjikk, akkor egy adott lapot 8 helyre
fordithatunk, s mindegyik esetben 3 forgatast végezhetiink. A mozgatdsok szama most is 8.3
=24.

I1. eset (focilabda):
A focilabda-poliédernek 12 6tszog- és 20 hatszoglapja van.



PL egy otszoglapot 12 oldallapra fordithatunk, s mindegyik esetben a lapkdzEéppont

koriil 5 forgatast végezhetiink. A mozgatasok szama 12.5 = 60.
Ha masik megoldasként a hatszoglapokat tekintjikk, akkor egy adott lapot 20 helyre

fordithatunk, s mindegyik esetben 6 forgatast végezhetiink. A mozgatdsok szama 20.6 = 120.

»Hogy kaphattunk mas eredményt???” — kérdezték a diakok.

A hiba ott van, hogy a hatszoglapokhoz felvaltva 3-3 6tszog-, ill. hatszoglap
csatlakozik. Tehat egy hatszoglap 20 helyre fordithatd, de itt csak 3 forgatast végezhetiink,
hogy a test onmagaval fedésbe kerliljon. A mozgatasok szama 20.3 = 60, megkaptuk a

megnyugtatd eredményt.

Megjegyzés: Erdemes meghatdrozni a megfeleld szinezések szamat is.

2.19. feladat: Hanyféleképpen szinezhetjikk ki az Lgo-poliéder lapjait 62 szinnel?

Megoldas: Haz feladatnak tliztem ki

3. Algoritmusok, jatékok

3.1. feladat: Jeloljik az eléttiink tartott 3x3x3-as Rubik-kocka els6 lapjat E, jobboldali
lapjat J betiikkel. Ekkor pl. a J1 forgatas azt jeloli, hogy a jobboldali lapon egyet forditunk
(90°) az 6ramutatd jarasaval megegyezO iranyban; vagy pl E3 az elsé lapon jelol 3 forditast
stb. A rendezett kockéval folyamatosan, felvaltva E1 és J3 forgatdsokat végziink. Mit
tapasztalunk?

FEls6 megoldas (gyakorlati): A feladat kisérleti jellegli. Két didk kiallt a tobbiek el,
az egylk tekert, a masik szamolt. A rendezett alapallapotbol 126 tekerés utdn ismét megkaptak
a kiindulasi helyzetet.

Masodik megoldas (elméleti): A kocka elsd és jobboldali lapja lényegében
haromfajta kis kockabol all eld. A lapkozépponta kiskockak minden forgataskor megtartjak
helyiiket. Az ¢lkoz€p kockdkat egyiitt vizsgalva észrevehetjilkk, hogy az alapallapotbo6l
kiindulva, ha a feladatbeli E1 és J3 forgatasokbol 14-et végziink, visszakeriilnek a helyiikre. A
cstcsokat alkotd kis kockakrol ugyanez 18 forgatds utan mondhatd el Mivel a lapok
kozéppontjai helyben maradnak, ez azt jelenti, hogy ha az alapallapotbol kiindulva a végzett
forgatdsok szdma 14 és 18 kozos tobbszorose, akkor a kocka ismét rendezetté valk. 14 és 18
legkisebb kozos tObbszorose 126, igy megtalaltuk az elméleti magyardzatot a tapasztalt
tényre.

3.2. feladat: Egy multinacionalis cég tesztelni kivanja az altala gyartott draga poharak
ttésallosagat. A cég székhdza 36 emeletes. A tervezOt megbizzak, hogy hatirozza meg,
legfeliebb melyik emeletr6l ejthetd le torés nélkill a pohar (lehet, hogy a 36. emeletrdl leejtve
sem torik Ossze, de az is lehet, hogy mar az els6 emelet is tilsdgosan magasnak bizonyul). Két
egyforma mintapoharat biznak a kétségbeesett tervezore. Legkevesebb hany méréssel tudja
szegény megoldani a problémat?

Megoldas: A gyerekek tobb megoldast adtak. A legsikeriiltebb észrevétel az volt,
hogy ha az elsé mérést a K. emeletr6l végezzik el, és a pohar Osszetorik, akkor a masik
poharat az els6, majd a masodik, a harmadik stb. emeletrél rendre le kell ejteni. Vagyis




legrosszabb esetben (amikor a masodik pohar a (k — 1). emeletrdl leejtve torik el) tovabbi
k — 1 mérésre van sziikségiink. Megforditva: ha dsszesen k mérést kivanunk elvégezni, az elsé
mérést legfeljebb a k. emeletrdl végezhetjiik el

Lattuk, hogy ha a pohar eltorik, akkor legfeljebb k — 1 tovabbi mérés elegendd a
kérdéses emelet meghatarozasahoz. Mi a helyzet akkor, ha a pohar nem torik el? Ekkor k —1
mérésiink marad, az el6zéek alapjan a k. emelet felett legfeliebb k — 1 emelettel magasabbrol
végezhetjikk el a masodik mérést. A tovabbiakban a helyzet a korabbihoz hasonld, tehat azt

mondhatiuk, hogy k méréssel legfelicbb k + (k—1) + (k—2) + ... + 2+ 1= SKKFD oper

magas épiilet esetében tudjuk meghatdrozni azt az emeletet, amelyrél a poharat leejtve, az
Osszetorik.

Ez a képlet k = 8 esetén 36-ot ad, tehat 8 mérés elegendd a mérndk szamara. Ha a
poharak nem tdrnek el, akkor azok az emeletek, ahonnan az ejtegetést el kell végezni: 8.,
8+7.,8+7+6.,sth.

3.3. feladat: Bergengocia torpéi haboruban allnak a szomszédos orszagban €6 gonosz
manokkal. A szorgalmas torpék tizemeletes véddétornyokat probalnak felallitani, ezeket mar
nem birjak lerombolni a manok. Egy nap alatt két szimtet tudnak megépiteni a torpék. (Egy
szint lehet Uj torony elsd emelete vagy mar allo torony ujabb emelete is.) Igen am, de a manok
minden nap lerombolnak egy tornyot. A torpéknek harom évre vald tartalék é€lelmiszeriik van.
Fel tudnak-e épiteni ezalatt az id6 alatt legalabb egy tizemeletes tornyot?

Megoldas: Okoskodjunk visszafelé!

Ahhoz, hogy az utolsé napon felépithessenek egy tizemeletes tornyot a torpék,
sziikség van két 9-emeletes toronyra az eldzd naprol. (Csak az egyik épiild tizemeletes tornyot
romboljak le a mandk.) A két 9-emeletes torony négy 8-emeletes segitségével valdsithatd
meg: egy nap alatt a két 8-emeletesbdl 9-emeletest épitenek a torpék, majd a kovetkezd nap
ugyanezt megteszik a masik két 8-emeletessel. Hasonloan a négy 8-emeletes toronyhoz
szilkség van nyolc darab 7-emeletesre és igy tovabb.

Tehat az eljaras a kovetkezo:

512 (= 2°%) nap alatt felniznak 512 darab egyemeletes épiiletet. (Minden nap kettdt
épitenek, a torpék csak az egyiket tudjék lerombolni.)

256 (= 2°) nap alatt felépitenck 256 darab kétemeletes épiiletet. (Minden nap két
egyemeletest egy szintte] megmagasitanak; a torpék csak az egyiket tudjak lerombolni.)

128 (= 2") nap alatt létrehoznak 128 darab 3-emeletes épiiletet (minden nap két mar
meglévd épiiletet magasitanak; atét(‘)pék az egyiket leromboljak).

Hasonloan folytatva 64 (= 2°)nap alatt felépiil 64 darab 4-emeletes torony;

32 (= 2°) nap alatt felépiil 32 darab 5-emeletes torony;

16 (= 2*) nap alatt felépiil 16 darab 6-emeletes torony;

8 (= 2%) nap alatt felépiil 8 darab 7-emeletes torony;

4 (= 2%) nap alatt felépiil 4 darab 8-emeletes torony;

2 (= 2% nap alatt feképiil 2 darab 9-emeletes torony;

végiil az utols6 nap az egyiket 10-emeletesre magasitjak.

A szilkséges napok szama 2°+ 28+ 27+ . + 21+ 1=2'_1=1023, vagyis harom év,
ha sziiken is, de elég.

3.4. feladat: Legkevesebb hany egyenes vagasra van szikségiink, hogy egy 5x7-€s
méretll csokoladét 35 darab 1x1-es részre szétvagjunk, ha
a) egy vagassal egyszerre csak egy csokidarabot vaghatunk el




b) a csokidarabokat, ha sziikséges, elmozdithatjuk, egymasra is tehetjik stb.

Megoldas: a) A feladat 34 vagassal konnyen megoldhaté. Kevesebbel nem lehet:
kezdetben egy darab csokoladé van, s minden vagas az 0ssz-darabszamot eggyel ndveli

Megjegyzés: A feladat ,egzisztencia és konstrukcid-tipust: nem elég a sejtett 34
értékre konstrukciot adni, azt is meg kell mutatni, hogy kisebb érték nem megfelelo.

A +1-esinvariancia- gondolat elokészitheti a grafok Osszefliggdségével kapcsolatos
kérdéseket is, lasd 4.11. feladat.

b) Minden vagas a meglévé csokidarabok szamat legfeliebb megkétszerezheti (*2-es
nvariancia), ezért legalabb 6 vagasra sziikség van (2° = 32 < 35). Ha kb. a felezéses technikat
alkalmazzuk, nem is nehéz a konkrét darabolast megadni. (Arra kell csak figyelni, hogy a
vagasok elott a darabokat egymasra vagy alkalmasan egymas mellé pakoljuk.)

3.5. feladat: Oldjuk meg az el6z6 feladat b) részét, ha 5x5-6s méretii csokoladét 1x1-
es darabokra vagunk szét.

Megoldas: Mivel 5x5 =25, és 2* < 25 < 2°, ezért legalabb 5 vagasra sziikségiink van.
Azonban néhany probalkozas utan sejthetd, hogy nem lesz elég az 5 vagas. Igaz, hogy a
darabszamok legfeliebb kétszerezOdhetnek, de semmi sem biztositja, hogy 5 vagassal
ténylegesen fel tudjuk osztani a csokoladét 1x1-es darabokra. Uj gondolatra van szikség.

Az elsd két vagas utdn mindig marad egy legalabb 3x3-as 0sszefliggd rész. A kdzEpsod
négyzet kiszabaditdsdhoz sziikség van tovabbi négy vagasra, ez Osszesen 6 vagas (4bra).

1

3.6. feladat: Egy négy egység ¢lhossziisaghi kockat akarunk szétvagni 64 darab
egységnyi ¢l kiskockéara. Hany vagassal tehetjiik ezt meg, ha

a) a szétvagassal keletkez6 darabokat nem mozditjuk el egymastdl;

b) az egyes vagasok utan kapott darabokat alkalmas modon atrendezhet;jiik?

Megoldas: Az el6z6 két feladat alapjan
a) 63 vagas;
b) 6 vagas (felezéses technikaval).

3.7. feladat: Oldjuk meg az ¢l6z0 feladat b) részét, ha 5x5x5-6s méretli kockat 1x1x1-
es darabokra vagunk szét.

Megoldas: 5x5x5 = 125 < 128 = 2, ezért elvileg elég 7 vagas. De biztosan marad az
elsé vagas utan egy legalabb 5x5x3-as, a masodik utan egy legalabb 5x3x3-as, a harmadik
utan pedig egy legalabb 3x3x3-as Osszefliggd test. A 3x3x3-as kockahoz mar elvileg is
szikkség van 5 vagasra (ui. 2% = 16 < 3x3x3 = 27), de gyakorlatilag 6 vagas kell: a kozépsé




1x1x1-es kocka minden lapjat ki kell szabaditani. Meglepd, de Gsszesen 9 vagasra van
szikkség; éppen ugy, mint a 8x8x8-as kocka esetében.

Bolha-problé makor

Az alabbi feladatcsokor Benczur Andras: Algoritmus vagy véletlen (KoMalL 1992.
janudr) cimii cikkébdl szarmazik.

Egy bolhat probalunk elkapni a s6tétben. A bolha masodpercenként ugrik egyet a
koordinatarendszer racspontjain, nem latjuk, honnan indul és hova érkezik. Minden
masodperc végén racsapunk egy racspontra, ha tligyesek vagyunk, ekkor elfoghatjuk a bolhat.

El tudjuk-e kapni az orighbdl induld, ismeretlen (egész) sebességgel, linearis iranyban
menekiild bolhat? Ha igen, mennyi id6 mulva?

3.8. feladat: A bolha az x tengely poztiv iranyaba menekiil

Megoldas: A gyerekek altaldban hitetlenkednek: hogy kaphatnank el a bolhat, ha nem
is tudjuk, hogy mekkora a sebessége? De ha gyanakodni kezdenek, hogy esetleg mégis
lehetséges az elfogds, a megoldds mar nem tul nehéz.

Az els6 masodpercben feltesszikk, hogy a bolha sebessége 0. A (0; 0) pontra csapunk.

Ha nem lett meg a bolha, a masodik masodpercben feltessziik, hogy sebessége 1.
Ekkor a (2; 0) rAcspontban kell lennie, ott probaljuk meg elkapni.

Ha nem lett meg a bolha, tovabb folytatjuk az eljarast: a t. masodpercben feltessziik,
hogy sebessége (t —1), sa (t(t— 1); 0) racsponttal probalkozunk. Vildgos, hogy ha a bolha
sebessége v, akkor a (v + 1). masodpercben, a (v(v + 1); 0) racspontban elkapjuk.

3.9. feladat: A bolha az x tengely valamelyik iranyaba menekdil

Megoldas: A bolha két irdnyba is menekdilhet.
Egy lehetséges stratégia, hogy a sebességek szerint haladunk, s mindegyik
sebességértékhez mindkét iranyt kiprobaljuk. Az alabbi tdblazat mutatja a stratégiat.

id6 (mp) 1 2 3 4 5 6 7 stb.
feltett 0 +1 -1 +2 -2 +3 -3

sebesség

racspont | (0;0) | (2;0) | (-3;0) | (8;0) | (-10;0) | (18;0)| (-21; 0)

Megjegyzés: Erdemes gyakoroltatni a cimfliggvények kiszamolasat. PL: ha a bolha
sebessége +v, mikor és hol kapjuk el? (Megoldas: A 2v. masodpercben a (2vZ;0) pontban.)
Vagy: pl. a 29. masodpercben milyen sebességii bolhat kapunk el? (M: —14)

Az is vilagos, hogy a két lehetséges wrany helyett véges sok irdnyra is ugyanigy
megoldhat6 a feladat.

3.10. feladat: A bolha a két tengely valamelyik iranyaba menekiil

Megoldas: Lasd az eldz6 feladat megjegyzését. 4 menekiilési iranyra az el6z0hdz
hasonld megoldast adhatunk.



3.11. feladat: A bolha ismeretlen v(x, y) sebességvektorral, sikban menekiil, az
origobdl indul (X és Yy nemnegativ egész értékek).

Megoldas: Ez nehéz feladat. Egyrészt azért, mert végtelen sok rdnyban menekiilhet a
bolha, s ez elég nagy nehézségi ugras. Masrészt a gyerekek hitetlenkedése Iényegesen
korlatozza a gondolkodédsukat. Ennek ellenére tobben, tobbfeleképpen megoldottdk a
feladatot.

Arrdl van sz0, hogy az elsé siknegyed racspontjait kell valamilyen stratégiaval
bejarnunk; a racspontok megfeleltetheték a bolha kezddsebességének, s az aktudlis
masodpercszammal szorozva a két koordinatat, megkapjuk a bolha tartozkodasi helyét.

Tobben a ,négyzetes” bejarast adtak: (0; 0); (1; 0), (1; 1), (0; 1); (2; 0), (2; 1), (2; 2),
(1; 2), (0; 2) stb. Amikor az 1.2. feladat

(0,0)
(1,0) (0,1)
(2,0) (1,1) (0,2)
(3,0) (2,1) (1,2) (0, 3) stb.

tablazatara utaltam, a segitség tul nagy lett: a kapcsolat nyilvanvald a tablazat és a szintén
tobbek altal mutatott ,haromszoges” bejaras kozott.
A cimfliggvényt az 1.2. feladat megolddsdban megadtuk, most csak egy konkrét példa:
Ha a bolha sebessége pl. (3; 2), akkor a tdblazat 6. sordnak 3. elemérdl van sz6. Ezt a
sebességet az 1 +2 +3 +4 + 5+ 3 = 18. masodpercben probaljuk ki, s a 18-(3; 2) = (54; 36)
racspontban elkapjuk a bolhat.

3.12. feladat: A bolha az x tengely ismeretlen racspontjabdl indul, az X tengely pozitiv
iranyaba menekiil.

Megoldas: Most mar a sebességén kiviil a bolha kezdeti helyét sem tudjuk. A feladat
mégsem nehezités: az el6z0 feladat szamparait kell végigprobalnunk, pl. (hely; sebesség)
megoszlasban.

3.13. feladat: A bolha az x tengely ismeretlen racspontjabdl indul, a négy irany
valamelyike felé menekiil

Megoldas: Hazi feladat. Ha til nehéz a probléma, ismét az olvas6d figyelmébe ajanljuk
a KoMaL 1992/1-es cikkét.

4. Grafok

4.1. feladat: Vezessiik be a grafelméleti alapfogalmakat!

Megoldas: Ha felvesziink néhany pontot, s kozilik egyeseket 0sszekdtiink egymassal,
grafot kapunk. Az 6sszekotd vonalakat €leknek nevezziik. Az élek lehetnek egyenesek,
gorbek; megtehetjikk, hogy két pontot tobb vonallal is dsszekotiink (tobbszords él); vagy
esetleg egy pontbdl kindulé vonal ugyanabba a pontba tér vissza (hurokél). A tobbszords
¢leket €és hurokéleket nem tartalmazo grafokat egyszeri grafhak nevezziik.

A graf fogalma elég specidlis ahhoz, hogy alapszinten matematikailag kdnnyen
kezelhessiik; ugyanakkor elég altalanos, hogy sz€les korben hasznalhassuk. Olyan esetekben,




amikor objektumokrol és kozottik 1évd kapcsolatokrol van szd, mindig érdemes a grafimodellt
alkalmazni. (Pl. egy tarsasagban az embereket pontokkal, a kozottik 1évé ismeretsé geket
¢lekkel jelolhetjiik.)

A szabalyos testek sikba rajzolt modelljei is grafot alkotnak. Az egyes csucsok kozotti

kapcsolat nem valtozik, ha pl. a poliéder egyik lapjat megnagyitjuk, s a tobbi cstcsot €s €l
erre a lapra ravetitjiik (lasd abra).

A AT A

Konnyen lathatd, hogy ezt az eljarast barmilyen konvex poliéderrel megtehetjiik.

4.2. feladat: A 2.6. feladatban észrevettikk, hogy szabalyos testekre teljesiil a
,csucs + lap = €l + 27 Osszefliggés; a 2.10. feladatban lattuk, hogy az Osszefliggés nemcsak
szabalyos poliéderekre igaz. Hogyan modosul a tétel grafok esetén?

Megoldas: Grafok esetén lapok helyett tartomanyokrdl szoktunk beszélni, bar nem
okoz félreértést a ,Jap” szo hasznalata sem.

A poliéder-grafok képzesébdl kovetkezik, hogy a csucsok ¢€s élek szama nem valtozik,
a lapok szama eggyel csokken. Ezért egyik lehetdség, hogy sikban ,csucs + tartomany =
¢l + 17 alakban mondjuk ki a sejtést.

Sokkal vonzobb lenne azonban, ha a ,csucs + tartomany = él + 2” alakot meg tudnank
tartani. Ezt vagy 0gy tehetjiikk meg, hogy a +1 tartomanynak a poliéder legnagyobb lapjat
vesszilk (az abrainkon az a sokszog — ,konvex burok™ -, amely tartalmazza a tobbi pontot);
vagy a +1 tartomanynak a végtelen siktartomanyt tekintjik (az dbrdkon a legnagyobb lapon
kivill esé rész).

Ilyen megfontoldsokkal ugy tiinik, hogy a ,csucs + tartomany = él + 27 sejtés grafokra
is teljesiil.

4.3. feladat: Bizonyitsuk be Euler-tételét: sikbeli grafokban ,cstcs + tartomany =
¢l +2”. (Itt a +2 a 4.2. megoldasbeli megszoritdssal értendd.)

Megoldas: Sikba rajzolhatd Osszefliggd grafokra bizonyitjuk a tételt.

Minden Osszefliggd graf felépithetd élrdl-élre haladva. Induljunk ki az egyetlen
pontbol allo gratbol! Erre Euler tétele teljesiil: egy cstcs, egy tartomany (a végtelen sik,
kivéve a csucsot), nincs €L

Ezutdn sorra felvesszikk az 1 éleket. Mindegyik 1épésben az ) €l vagy régi csticsot
ujjal kot 6ssze (ekkor a csucsok és €lek szama eggyel nd), vagy két mar meglévo csucsot kot
Ossze (ekkor a tartomanyok és élek szama nd eggyel). Mindkét esetben tovabbra is érvényben
marad a tétel.

Megjegyzés: A fentieckb6dl mar kovetkezik, hogy minden konvex poliéderre is
érvényes Euler tétele. St a bizonyitdsbol az is lathatd, hogy tobbszoros élek és hurokélek
esetén is alkalmazhatd a tétel.




4.4. feladat: Egy haromszog belsejében vegyiink fel 6 darab altalanos helyzetii pontot
(semelyik harom pont ne legyen egy egyenesen). Bontsuk fel a sokszoget haromszogekre ugy,
hogy minden haromszog cslicsa csak a sokszogestucsokkal vagy a felvett pontokkal essen
egybe. Mit mondhatunk a keletkezett haromszogek szamarol?

Els6 ,,megoldas” (hibas): Az els6 pont harom részharomszdgre bontja az eredeti
haromszoget (4bra). Ezutan az Ujabb pont valamelyik haromszog belsejébe keriil. Az ) pontot
a haromszog cstcsaival 0sszekotve, a részharomszogek szama kettdvel nd, 6t
részharomszoget kapunk. Az eljarast folytatva, a kis haromszogek szama pontonként kettovel
nd, 6 pont felvétele utan 13 részharomszoget kapunk.

Masodik megoldas: Tegyiik fel, hogy a 6 pont felvétele és a szakaszok berajzolasa
utan h darab haromszoget kaptunk. A haromszogek belsé szogeinek 0Osszege h-180°. Ez az
Osszeg a 6 pont koriili 360°-os teljes szogek €s az alapharomszog belsd szogeibol tevodik
Ossze, tehat 6.:360° + 180° = h-180°. Innen h = 13.

Megjegyzés: Hol a hiba az els6 megoldasban?

A pontokat a didkok sorban veszik fel, egymas utan, s a pontfelvételbdl szarmaztatjak
a haromszogeket. Konnyli olyan &brat rajzolni, amely esetében a fenti gondolatmenet nem
hasznalhato:

Ezen az abran latszik, hogy a belsd pontok ko6zott nincs ,.els6” és ,kovetkezd”.

Erdekes tovabba, hogy a haromszogek szama allando; vagyis nem fligg attol, hogy
hogyan vessziik fel vagy kotjikk Ossze a pontokat.

4.5. feladat: Egy korlemez keriiletén sorban felvesziink 1, 2, 3, 4 pontot, s ezeket
egyenes szakaszokkal Osszekotjik egymassal. A szakaszok a korlemezt rendre 1, 2, 4, 8 részre
osztjak. Ez alapjan van-e sejtésiink, hogy legfeljebb hany részre osztjdk 6 pont esetén a
szakaszok a korlemezt?

Megoldas: A legtobb tartomanyt akkor kaphatjuk, ha a szakaszok koziil semelyik
harom nem megy at egy ponton.




Az 5. ponthoz tartozd szakaszok behlzisa utdn 16 tartomanyt kapunk. Innen az a
sejtésink tamadhat, hogy n pont esetén 2" a tartomanyok szama, de az alabbi 4bra mutatja,
hogy a sejtés mar n = 6 pontra sem teljesiil: 31 tartomany keletkezk.

4.6. feladat: Oldjuk meg az el6z6 feladatot pl. n =10 pontra! Vagyis a kor kertiletén
vegylink fel 10 pontot, ezeket szakaszokkal kossiik 0ssze egymassal, s hatdrozzuk meg a
keletkezett tartomanyok maximalis szamat!

Megoldas: A legtobb tartomanyt akkor kaphatjuk, ha a szakaszok koziil semelyik
harom nem megy at egy ponton.

A 10 pont és az Osszes szakasz behlizdsa utan egy sikgrafot kapunk, amelyben a
szakaszok metszéspontjait is a graf pontjainak tekintjik. Probaljuk meg Euler tételét
alkalmazni! (Az alabbi abra egy részletet mutat.)

A tobbszorés ¢€lekkel rendelkezd grafokra is felirhatdo a tétel, de tudnunk kellene, hany
pontja van a grafhak. Segit az az észrevétel, hogy koron beliili pont csak két atlo
metszéspontjaként johet letre; két atlot pedig négy koron I€vé pont hataroz meg. A kapcsolat
kolesondsen egyértelmii: barmely négy keriileti ponthoz pontosan egy atlo-metszéspont

10
rendelhetd. A tiz keriileti pontbol négyet ( 4) -Rleképpen valaszthatunk ki, ennyi

metszéspont van a koron beliil
10
A csucsok szama tehat 10 + ( 4) .
A Kkeriileti pontokbdl 11, a belsé pontokbo6l 4 ¢l indul ki, igy az élek szama

10-11+4 (10)
. =+ . 4

2
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Jelohjik a tartomanyok szamat x-szel, ekkor Euler tétele miatt 10 + (4) +X=

10-11+4 (10)
R 10
5 + 2. Az egyenletet rendezve 10 + x = 4 +
(10) [IOJ
X= + +2
4 2
Euler tételében a végtelen tartomany is szerepel, igy a koron beliili részek szama

10 10
egoyel kevesebb: [4) + (2j + 1.

10-11

+ 2, innen

10 10 10
Megjegyzés: A keletkezett tartomanyok szamat (4] + (2) + (0] alakban is

frhatjuk, s ez a képlet mutatja, hogy mas jellegi megoldés is adhato.
Grafelméleti jatékok

Az alabbi jatékokban a grafokkal kapcsolatos fogalmakat gyakorolhatjuk. Haz
feladatként probaljuk meg a jatékokat kiilonb6z0 wranyokban altaldnositani!

4.7. feladat: Ketten felvaltva egy szabalyos 10-szog atloit vagy oldalait hizzak be
ugy, hogy a szakaszok nem metszhetik egymast. Az a jatékos veszt, aki mar nem tud Ujabb
szakaszt behizni. Kinek van nyerd stratégidja?

Megoldas: A kezd6 jatékosnak van nyerd stratégiaja.

Kezdésként behuzza a 10-sz0g egy tiikortengely-atlojat. Ezutdn barmit hiz ellenfele,
annak tiikrds szakaszparjat hiuzza be. Elobb-utobb elfogynak a behizhatdé szakaszok, a
masodhizd6 nem fog tudni ,Jépni”.

4.8. feladat: Oldjuk meg az eléz6 feladatot szabalyos 11-szogre!

Megoldas: Az el6z6 szimmetria-gondolat most nem alkalmazhat6. Néhany probajaték
utan azt sejtették a didkok, hogy mindig a kezd6 jatékos nyer.

A 4.4. feladatban 9 pontot ugy kotottink Ossze szakaszokkal ugy, hogy eredményiil
haromszogeket kaptunk. Eszrevettik, hogy tetszdleges felbontis esetén allando a
haromszogek szama. Most is hasonld gondolatmenetet kovethetiink.




A jaték végallapotaban haromszogeket kapunk, kiilonben folytathatndnk a szakaszok
behuzasat. Jeloljik a keletkezett haromszogek szamat h-val Ezek belsé szogeinek Osszege
h.180°, s ez az Gsszeg egylttal a 11-sz0g belsé szogeinek Osszegével egyezik meg: h.180° =
9.180°. Tehat a jaték végén mindig 9 darab haromszog keletkezik.

Az pedig mar konnyen lathatd (Euler tételére sincs sziikség), hogy 9 haromszog
létrehozasdhoz 8 atlot kell behizni. A 11 oldallal egyiitt 0sszesen 19 szakaszt hiz be a két
jatékos. Ez azt jelenti, hogy mindig a kezdd nyer, nincs sziiksége ,stratégiara”.

Megjegyzés: Ez az invariancia-gondolat az el6z6 4.7. jatékban is minden tovabbi
né¢lkiil alkalmazhato: h-180° = 8.180°; 8 darab haromszog keletkezik; 7 atlot és 10 oldalélt hiz
be a két jatékos, vagyis Osszesen 17 szakaszt. A kezdd nyer.

Erdemes a jatékot tetszbleges n-szogre altalanositani.

4.9. feladat: Ketten felvaltva egy szabalyos 11-szog atloit vagy oldalait hizzak be
ugy, hogy a behiizott szakaszoknak nem lehet k6z0s pontja (csucsban sem). Az a jatékos
veszit, aki mar nem tud (jjabb szakaszt behizni. Kinek van nyerd stratégiaja?

Megoldas: Ezt a sz¢ép és nehéz feladatot id6hidiny miatt nem beszEltik meg a
foglalkozasokon; maradjon ezittal is hazi feladat.

4.10. feladat: A 4.7. feladatban a 10 pont szabalyos 10-szoget alkotott. Lehetséges-e,
hogy ha a pontok kezdeti helyzetét megvaltoztatjuk, az (i jatékban mar a masodik jatékosnak
lesz nyerd stratégiaja?

Megoldas: Arra kell torekedni, hogy az Osszes behtzhatd szakasz szama paros legyen.

Tekmtsiink pl egy szabalyos 9-szoget, s belsejében egy tovabbi pontot (semelyik
harom pont ne legyen egy egyenesen).

Ha az 6sszekotd szakaszok behuzisa utdn h darab haromszog keletkezk, akkor
h.180° = 7.180° + 360° (a belsé pont koriil 360° a szogosszeg).

Innen h=9. A kiils6 végtelen sikrészt is szamolva a tartomanyok szama 10, a csucsok
szama 10, igy Euler tétele miatt dsszesen 18 €l keletkezik: a masodik jatékosnak van ,nyerd
stratégiaja’.

4.11. feladat: Adott 6 pont a sikon. Ketten felvaltva hiznak be éleket a grafban.
Melyik jatékosnak van nyerd stratégidja, ha az a jatékos nyer, aki a grafot Osszefliggévé teszi?

Megoldas: Els6 észrevétel, hogy a graf dsszefliggdségéhez legalabb 5 ¢élt be kell
hizni. Ui ajaték kezdetén a graf 6 komponensbdl all, s egy €l behizdsa legfeliebb eggyel
csokkenti a komponensek szamat. (Lasd 2.4. feladat a) része.) Ha pontosan 5 €It behizva a




graf Osszefliggd lesz, Un. ,fat” kapunk. Ennek jellemzdje, hogy nem tartalmaz grafelméleti
LKOrt”, vagyis nem vezet semelylk pontbol dnmagaba élsorozat.

Ha 5 ¢l felvétele esetén véget ér a jaték, akkor a kezdd jatékos nyer. Ezert a
masodhiizonak arra kell torekednie, hogy a jaték folyaman valamikor kort hozzon ktre, mert
ekkor van lehetdsége plussz ¢l behuzasara.

Sorszamozzuk a pontokat 1, 2, ... , 6-tal. A szimmetrikus helyzetek muatt feltehetjiik,
hogy a kezd§ jatékos mindig az 12 élt hizza be. A fentiek miatt a masodik jatékos nem
hizhat pl. 34 -et, mert elsé 56 valasza utdn még pontosan 2 élt hiznak be a jaték folyaman.
Tehat a masodik jatékos valasza 12-re 23. Most ha a kezdé 54 -et Iép, erre a masodik 13 -mal
valaszol, s sikerlilt egy hatodik ¢élt felvennie: két tovabbi éllel befejezhetd a jaték.
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Ha a kezd® Kpi 13-at, akkor az 54 hizas csak Kpéscserét jelent, ezért a kezdének az

123 komponenst kell bévitenie, pl. 34-gyel (vagy barmilyen, vele szimmetrikus szerepii
hiizassal). Az igy kapott 3-komponensti grafot a kdvetkezd abran lathatjuk.

Most az a jatékos veszit, akiaz 5-0svagy 6-os pontot kénytelen Osszekotni egymassal
vagy valamelyik kisebb sorszami ponttal. Ekkor ui a graf komponenseinek szdma 2 lesz, s a
kovetkez0 jatékos ezt 1-re csokkentheti, vagyis Osszefliggdvé teheti a grafot.

Az 5-6s és 6-os pont elkeriilésével 3 ¢l hizhatd be, az abran szaggatottal jeloltik. Ez
azt jelenti, hogy ezen 6 ¢l behiizasa utdn még kettdt hiznak be a jatékosok, vagyis mindkét
jatékos legjobb jatékaval Gsszesen 8 ¢l hizhaté be. A masodik jatékos nyer.

4.12. feladat: Adott 6 pont a sikon. Ketten felvaltva huznak be éleket a grafban.
Melyik jatékosnak van nyerd stratégidja, ha az a jatékos veszit, aki egy grafelméleti kort zar
be?

Megoldas: A kezdd nyer.

Ha mindkét jatékos jol jatszik, akkor 5 ¢l behtizasa utdn a graf 6sszefliggd lesz.
(Minden huzassal eggyel csokken a komponensek szama, hiszen nem kapunk kort.) A 6.
hiizds mar nem csokkentheti a komponensek szamat: kialakul egy kor.




4.13. feladat: Adott egy szabalyos 6-sz0g 6 csucsa. Ketten felvaltva hiznak be éleket
a grafban. Melylk jatékosnak van nyerd stratégidja, ha az a jatékos veszit, aki olyan
haromszoget hoz létre, amelynek minden csucsa az adott 6 pont koziil valo?

Megoldas: A feladat konny(i. Egy tiikortengely-atlot behiiz a kezdd; mivel ezutan
szimmetrikus valaszliépéseket tehet, a kezdd nyer.

Megjegyzés: Mi a helyzet pl. szabalyos 7-szogre?

4.14. feladat: Adott a sikon egy szabalyos Otszog Gt csucsa. Két jatékos a csucsokat
felvaltva koti 6ssze egy sikbeli gérbe vonallal Gigy, hogy egyetlen mar meghtzott vonalat sem
szabad metszeni. Az veszit, aki elészor nem tud két cstcsot 6sszekotni.

a) Kinek van nyerd stratégidja?

b) Fiigg-e a jaték kimenetele a pontok kezdeti helyzetéto1?

Elozetes megjegyzés: Az eddigi jatekokban nem volt jelentdsége annak, hogy egy ¢l
szakasszal vagy gorbe vonallal vesziink fel. Ebben a jatékban az esetlegesen keletkezo
metszéspontok miatt mar figyelembe kell venni ezt az 0 lehetdséget.

Azt mondjuk, hogy egy graf sikba rajzolhatd, ha éleit — esetleg gorbe vonallal — ugy
rajzolhatjuk meg, hogy semelyik két élnek nincs k6zos pontja. A feladat tulajdonképpen arra
kérdez ra, hogy egy szabalyos 5-szog alaku sikba rajzolhat6 grafban legfeliebb hany ¢l lehet.

Megoldas: a) Némi probalkozas utan észrevették a gyerekek, hogy mindig 9 (esetleg
gorbe vonali) ¢lt tud behuzni a két jatékos, ezért a kezdd nyer.

Vegyiik észre, hogy a végallapotban sikbeli haromszogtartomanyokat kapunk:
ezeknek harom, nem szikségképpen egyenes oldaluk van. (Ez igaz a végtelen tartomanyra
is!) Ui ha egy tartomany nagyobb oldalszamu, akkor behiizhatunk tovabbi — esetleg gorbe —
¢lt valamely két pontja kozott. Legyen a haromszo gtartomanyok szama h, ekkor az élek

szama % Felirhatjuk Euler tételét: 5+ h = % + 2. Ennek megoldasa h =6, innen az élek

szama 9. Fs ezt a 9 ¢lt be is tudja hizni a két jatékos, ui. a nem-haromszog tartoméanyok
tovabb darabolhatok.

b) A fentickb61 kovetkezik az az érdekesség, hogy nem fligg a jaték végeredménye a
pontok kezdeti helyzetétol.

Megjegyzés: A didkok korében nagy sikert aratott, hogy a poliéderekre kimondott
tétel egy grafelméleti jatékban milyen hatékonyan alkalmazhato.

4.15. feladat: Egy 10x10-es négyzethalés papiron ketten a kovetkez6 jatékot jatsszak.
Felvaltva behtzhatjdk a racs egy-egy tetszoleges egységélét. Kinek van nyerd stratégidja, ha:

a) az a jatékos gydz, aki eldszor tud korbekeriteni egy teriiletet;

b) szerepcsere: az a jatékos veszit, aki eldoszor kénytelen valamekkora tertiletet
bezarni?

Megoldas: Ezt a gyerekkoromban sokat jatszott jatékot nem beszEltik meg a
foglalkozasokon, ezért csak kis segitséget adnék:

a) szimmetria;

b) stratégiatol fliggetleniil allandd szami €l hizhato.




