Biro Balint: Egyenlétlenségek és vektorok (feladatok)

Az alébbi kis gytjteményben nem csak egy-egy feladat szokvanyostol eltéré megoldasat lathatjuk,
hanem olyan feladatokkal is talalkozhatunk, amelyben a megoldas varatlan fordulatot vesz, kezdetben
nem vart dsszefliggésekre juthatunk, kdzben a feladat tipusa is modosulhat.

Ezekre a példakra is fennall altalaban, hogy a megoldasuk tébbféle is lehet, ezuttal a nem sablonos
megoldasokat targyaljuk. A kilonféle példatarakban sok hasonlo feladat talalhatd, sét az érdekl6d6
olvasé maga is kitalalhat ilyeneket. A feladatok forrasat, ahol az ismert, minden esetben megnevezziik.

_1-x

Jz

1.  Oldjuk meg a valds szdmok halmazén a vx* +1 egyenletet.

2
2. Oldjuk meg a valés szamok halmazan a v4x? - 4x+2 = 2 - ( 2);_ 1- 1) egyenletet.
2x -1

3. Oldjuk meg a val6s szamparok halmazan a

6 5 -
\flog . x+10g. 9 = \/3x log,® 3+ log, 729 - (log, 3)x Iogs(1+ \/V) sqyenletet,

ylog, 3

4.  Oldjuk meg az (5* - 2*‘2)2 + 2 Ig(5x + 2*‘2): x egyenletet a valos szamok halmazan.

5. Oldjuk meg a valos szamharmasok halmazan a kovetkezé egyenletrendszert:
x+y+(zz—82+14)x X+y-2=1, 2X+5y+.,/xy+z=3.
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A kovetkezo feladatokhoz tekintsiink egy rovid elméleti bevezetét.
Az U (u,;u,;u,) és V(v,;v,;v,) térbeli vektorok skalaris szorzata definicié szerint az

\V v Vi 1V - _ v oo v . p p .. v oo

uxv =|ujx|v|xcosj , ahol J az U és V vektorok irdnya altal bezart sz6g. Az U és v vektorok hossza
v R\

U] = y/u® +u,” +u,® és =4V, v, v

Egyszeri koordinata-geometriai eszkzokkel bizonyithatd, hogy uxv = u, xv, +u, v, + U, *V,.

Két térbeli vektor akkor és csak akkor merdleges egymasra, ha a skalaris szorzatuk zérus.
Ha cosj =1, azaz, ha j = 0°, akkor a két vektor egyiranyu. Ekkor az egyik vektor eléallithatd a

masik vektor pozitiv valds szammal val6 szorzataként. Ez azt is jelenti, hogy a két vektor megfelel6
g . . ; . u _u, _u ) .
koordinatainak hanyadosa allando, vagyis —+ = —% = —2 =k, ahol k > 0. Ez esetben azt is mondjuk,

1 2 V3
hogy a két vektor koordinatai aranyosak.

Ha pedig cosj = -1, akkor j =180°, tehat a két vektor ellentétes iranyl. Ekkor az egyik vektor a

- ] s u _u, _u
masik negativ valds szdmszorosa, azaz —+ = -2 =2 =k, ahol k <0.

6.  Oldjuk meg a val6s szamhérmasok halmazan a x + 2y +3z = ZX(\/X ~1+,2y -1++/32 —1)
egyenletet.

7. Adjuk meg azokat az x,y,z,t valés szamokat, amelyek egyidejiileg kielégitik a kdvetkez6

egyenletet és egyenl6tlenséget: x+y+z = g 65 /Ax -1+ /4y -1+/47-132+3"2,

8.  Oldjuk meg a val6s szamharmasok halmazan a
2
VX2 =16 +,/y? -8 ++/2% -3

2 L y2 4
Xy vz -12 egyenletet.

9.  Oldjuk meg a val6s szamharmasok halmazan a

A2 2 2
\/%+sin2x+\/%-sinzy+,/1+tgzz = 3 X+C025 y+1g Z+% egyenletet.

10. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges x;y valos szamokra fennall a 3x + 4y £5x,/x* + y?
egyenlédtlenség.

11. Bizonyitsuk be, hogy ha a,b,c olyan pozitiv val6s szamok, amelyekre a +b +c¢ = 2, akkor
J6a+1++/6b+1++/6Cc+1<7. (R6ka Sandor dtletébsl)
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12.

13.

14.

15.

Egy haromszdg a;b;c -vel jel6lt oldalaira fennall, hogy a + bx+/3 +cx+/5 = 2007 és
a® +b? +c? = 447561. Mekkorak a haromszog oldalai és szogei?

Az ABC és A B,C, haromszdgek oldalai AB =c,BC =a,CA=Db;
AB, =c¢,,B,C, =a,,C,A =b,.Bizonyitsuk be, hogy az ABC és A B,C, haromsztogek akkor és
csak akkor hasonldk, ha Jaxa, +./bxb, +,/cxc, = /(a+b+c)i(a, +b, +c,).

(OKTV II. kategdria 1993/1994/2. forduld)

Adjuk meg az dsszes olyan valds szamharmast, amelyre a 3x + 4y +5z 3 50 és
x* +y? + 2% =50 egyszerre teljesiil.

Adjuk meg az dsszes olyan val6s szamharmast, amelyre a 5x+7y+11z £ -195  és
x? +y? + 2% =195 egyszerre teljesil.

Az eddigi feladatokban, amelyekben vektorok skaléris szorzatat alkalmaztuk egyenletek, vagy
egyenletrendszerek megoldasara, minden esetben arra az eredményre jutunk, hogy az alkalmasan
valasztott vektorok altal bezart szogre cosj =1, vagy cosj = -lazaz j =0° vagy j =180°, tehata

vektorok egyiranyuak, vagy a két vektor ellentétes iranyu. A kovetkezé néhany feladat megoldasara is
hasznélhatjuk a vektorokat, de ezekben cosj =1, vagy cosj = -1 nem all fenn.

16.

17.

18.

Oldjuk meg a természetes szamokbol all6 szamnégyesek halmazanaz x+y+z = 2t,
x? +y? + 2% =100 egyenletrendszert.

Oldjuk meg a természetes szamokbol all6 szamnégyesek halmazan az x + y + z = 5t?,
x? +y? + 2% = 9t? egyenletrendszert.

Oldjuk meg a valds szamharmasok halmazan az x* + y* + z* = 2025 és

7x* +11y® +19z° = 2006 egyenletekbsl allé egyenletrendszert.
(dr. Pintér Ferenc otletébol)
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A vektorok skaldris szorzatat nehezebb egyenletekhez is alkalmazhatjuk, olyanokhoz is, amelyek mas
eszkozzel csak nehezen lennének megoldhatok. A kovetkezé feladatokhoz hasonl6 peldak az Erdés
Pal Matematikai Tehetséggondoz6 Iskola foglalkozésain keriltek targyalasra.

19. Oldjuk meg a valds szamok korében az xx+/1+ X ++/3 - x = 2x4/x* +1 egyenletet.
(dr. Pintér Ferenc)

20. Oldjuk meg a val6s szdmok halmazan az xx+/1-9x> +3xxy/9 - x> =3 egyenletet.

21.  Bizonyitsuk be, hogy az (x +1)1+/7x - 3 = v/8x(x - 2) = v/14x® - 4x? + 25x + 25 egyenletnek a
valds szdmok halmazan nincs megoldéasa.

22. Oldjuk meg a val6s szdmhéarmasok halmazéan a

\/SX (x2 + 2yz)+ \/G(yz + 22x) + \/5(22 + 2xy) = 4(x +y +z) egyenletet.
(dr. Pintér Ferenc feladata; XII. NMMV, Eger)
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