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© Bevezetés



Analizis Magyarorszagon szokasos felépitése

Valds szamok és valds fliggvények értelmezése.
Sorozatok hatartéke.
Fliggvények hatarértéke, folytonossaga.

Differencialszamitas.

b= o

Integralszamitas (Riemann—integral)
Valahol kézben vagy elotte

@ Végtelen sorok.
Csak egyetemen:

o Fliggvénysorok

o Differencilegyenletek

Ez NEM a torténeti sorrendje a témakorok feltaldlasanak!
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Miért j6 ez a felépités?

A fogalmak, definicidk, tételek és bizonyitasok igy éplilnek egymasra,
fokozatosan nehezednek.
Példak az egymasra éplilésre:

@ a differencidlhanyados definicidja a figgvényhatarérték segitségével
van kimondva

@ a Riemann-integral definiciéi a sorozatok hatarértékét hasznaljak

o a folytonossag a integralhatésagnak legfontosabb/legtipikusabb
elégséges feltétele;
a differencidlhatésignak fontos sziikséges feltétele.

Hasonlat: Hazépités téglakbol
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Hianyérzetem okai
Majd példakkal kifejtem

o Tételek: nem vilagos, hogy mirdl szélnak igazabdl?
o Definiciok: bonyolultak, technikaiak és nem vilagos, hogy miért pont
azt és Ggy érdemes definialni.

o Problémakozpontusag hianya A sorozatok, fliggvények
hatarértékének tanulasakor még nem latjuk, hogy miért is fontos ez az
egész, miért nem csak egy oncéla jaték a fogalmakkal?

o Altalanos vs specialis

Ez mind kapcsolédik ahhoz, hogy a mai felépités sorrendje nagyon eltér a
torténeti felfedezési sorrendtdl.

Hujter Balint (Fazekas) Sorozatok? Derivalas? Integral? 2019. jalius 4. 4 /31



Rovid torténeti attekintés

@ Eudoxosz (i.e. IV. sz. ), Arkhimédész (i.e. Ill. sz.) — kimerités

@ infinitezimalis szamitasok XVI. szazadtdl
(Cavalieri, Fermat, Wallis, Barrow, ...)

@ Newton és Leibniz 1680 k.

@ XIX. sz. Bolzano, Cauchy, Weierstrass

A torténet tobb szélon fut:

@ a szam és a fuggvény fogalma is folyamatosan alakul
(Cantor, Dedekind, Dirichlet)

@ a végtelen Osszegek elmélete belefondédik

@ er6s geometriai és fizikai kapcsol6dasok
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© Példak a hidnyérzetre



Newton—Leibniz-tétel

Tétel (Newton—Leibniz — egyszerii esetben)

Az F és f R — R fiiggvényekre teljesiil, hogy F' = f. Ekkor tetszéleges a,b € R
esetén:

b
/ F(x)dx = F(b) — F(a)

Mi a tétje a bizonyitasnak?
Ha sikeriilt bebizonyitanunk, akkor minek is oriiliink igazabol?
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Newton—Leibniz-tétel

Tétel (Newton—Leibniz — egyszerii esetben)

Az F és f R — R fiiggvényekre teljesiil, hogy F' = f. Ekkor tetszéleges a,b € R
esetén:

b
/ F(x)dx = F(b) — F(a)

Mi a tétje a bizonyitasnak?
Ha sikeriilt bebizonyitanunk, akkor minek is oriiliink igazabol?
Ettdl lett meg a bizonyossagunk a tétel igaz voltaban?

@ Szerintem a N-L tétel sokkal alapvetébben igaz, mint azok az eszkézdk,
amiknek segitségével bebizonyitottuk, s6t akar ki is mondtuk.

@ [gy én inkabb annak 6riilok, hogy a definicidink (derivalds, integrélas...) ezek
szerint j6l miikédnek, kijén belélik az, amit reméltiink/elvartunk téliik.
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Folytonossag definicidja

Definicié

Az f : R — R fliggvény folytonos ha minden u valés szamra teljesiil, hogy
minden € > 0 pozitiv szdmhoz létezik olyan > 0 pozitiv szam, hogy ha
|x — u| < 9§ teljesul, akkor |f(x) — f(u)| < e.

@ Miért kell ilyen bonyolult definicié? (Miért lokalis?)
Cauchy: az x végteleniil kicsi megvaltoztatasa végtelendil kicsi
valtozast eredményez f(x)-ben

@ Mi kdze van az intuitiv folytonossag-képhez?
Egy intuitiv def.: A grafikon barmely két pontjara teljesiil, hogy
minden Gket elvalaszté vonalat metsz a fliggvénygrafikon.

@ Sokkal jobban értem, hogy miért ezt kell megfogni, ha méar ldtom a
differencialhatésaggal és az integralhatosaggal valé kapcsolatat.
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Folytonossag, derivalas és integralhatésag kapcsolatardl

Mashogy is lehet integralni és derivalni, és ezekhez mas
folytonossag-fogalom tarsulhat!

Pl.:
o Lebesgue-integral
@ Radon—Nikodym-derivalt

@ abszol(t folytonossag
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Lancszabaly

Melyik mond tébbet?

dz dzdy

(Fog)(x)=Flg(x) &'(x) vagy — = o
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Szinusz derivalasa

Tankoényvi bizonyitas

Differencialasi szabalyok és az elemi fiiggvények derivéltjai 251

Bizonyitds. (i) Tetszéleges a € R-re és x # a-ra

sinx —sina _ 2sin(x —a)/2-cos (x +a)/2 sin(x —a)/2 X+a

xX—a xX—a - (x—a)/2 2
(10.37) masodik azonossaga alapjan. Mivel limy_ 4 sin ((x - a)/Z)/((x - a)/2) =1
¢és limy—sqcos (x + @) /2= cosa a (10.45) Osszefiigges, a cos fliggveény folytonossaga
és az Gsszetett fliggvény hatarértékére vonatkozo tétel szerint, ezért

sinx — sina

lim ——— =cosa.
x—a X —d

© Typotex Kiadd

Forras: Laczkovich Miklés, T. Sés Vera: Valés analizis I., 251. oldal
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Szinusz derivalasa

XVII. szazadi, geometriai médon

Hujter Balint (Fazekas)

0@%

Sorozatok? Derivalas? Integral?

sin(d + d@) —sin(0) = PR
do = QP

PRQ® és OTP haromszogek
(durvan) hasonldk, tehat
PR  OT

P " cos(0)

amib8l % sin() = cos(0)

2019. jalius 4.

11 /31



e definicidja

Az (1 + (l/n))" sorozat hatarérértékét e—veljelélji.ikl, tehat

e= lim (1 +l)n. (5.3)

n—oc n

Mint a késébbiek soran latni fogjuk, ez a konstans az analizisben és a matematika mas

fejezeteiben jelentds szerepet jatszik.
oo
fa 1 _ 1,1, 1 1
alternativ: e = Zo g=1ti1tiztizs Tt
n=
Miért fontos? Miért érdekes?

Nekem az e sokkal inkdbb ezekrdl szdl:

e (Inx) = %

o f' = f alapmegoldasa e*
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© Kalkulus, majd analizis?



Otlet egy mas sorrendre

El6zményként legyen valami (de nem tdl sok)
@ a valds szamokrdl és fliggvényekrol
@ a végtelen 6sszegekrol
F6 rész:
@ Kalkulus (intuitiven, preciz bizonyitasok és definicidk nélkiil)
@ Analizis (preciz definicidk és bizonyitasok)
(a) elébb a kézponti definicokat és viszonyrendszeriiket lassuk at
(b) uténa koré épitiink annyit, amennyit idénk enged

(pl. tételek alapos bizonyitdsa, konkrét hatarértékek preciz kiszamitasa,
egyéb definicidk pl. féloldali hatarérték vagy improprius integral)
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Arkhimédész és a kimerités mddszere

Kiindulas: Laczkovich—T. Sés kdnyv elején Révid térténeti bevezetés

Arkhimédesz nyoman:
. .. K
o Kor teriilete ()

o Parabolaszelet teriilete (x alatti teriilet [0, 1] felett 1)

A didkok prébaljanak adni ezekre indoklasokat
(kilonbo6zd precizségi szinteken).

johet még: Térfogatszamitasi feladatok és Cavalieri-elv
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Motivalé gyakorlati problémak
XVI-XVII. szazadi kérdések

Hatarozzuk meg a szabadon esé test sebességét és gyorsulasat.

{rjuk le az elhajitott test palyjat. Allapitsuk meg, hogy a test milyen magasra
repiil és hol esik le.

Egyéb fizikai folyamatok leirasa, pl. egy kihiil6 test hémérsékletének megha-
tarozasa. Ha ismerjiik a homérsékletet két adott iddpontban, ki tudjuk-e ebbdl
szamitani minden mas idépontban?

Erintdszerkesztési feladatok. Hogyan kell a parabola érint6jét megszerkeszteni
egy adott pontban?

Mi a felfiiggesztett lanc alakja?

Szélsoérték-problémak. Melyik a gombbe irhaté maximalis térfogati henger?
Két adott pont kozott melyik az iddben legrovidebb 1t, ha a sebesség a hely
fuggvényében valtozik? (Az utobbi kérdést a fénytorés vizsgalata motivalta.)

Egyenletek kozelité megoldasa.

Hatvanyok (pl. Zﬁ) és a trigonometrikus fuggvények értékeinek (pl. sin 1°)
kozelito kiszamitasa.

Forras: Laczkovich Miklés, T. Sés Vera: Valés analizis I., 15. oldal
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Newton és Leibniz valasza

A Newton/Leibniz féle kalkulus ezekre ad vélaszt, méghozza (igy, hogy az
alabbi két alapproblémara vezeti vissza a tobbi kérdést:

e Erintd meredekségének (avagy a véltozas sebességének mérése)
o Gorbe alatti teriilet kiszdmitasa.

Ezekre pedig ad hatékony szamitasi mddszert.

Kicsit késébb meg lehet mutatni, pl. hogy gorbék ivhossza hogyan jatszhaté vissza egy masik

d 2
gorbe alatti teriiletté a / 1+ (d—y) dx segitségével
V x
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Differencialas

y az x fiiggvénye, pl. y = x2, akkor

dy (x +dx)? —x*  2x-dx+ (dx)?

dx dx dx =2

mivel (dx)? elhanyagolhatd!

(x+dx,y+dy)

X x+dx

Megjegyzések:

@ Szemléletes kép: egyenes vonalon mozgd test pillanatnyi sebessége

@ Problémas: most akkor a dx nulla vagy nem nulla?

@ Anakronizmus:a XVII. szazadban nem igy gondoltak a figgvényre, sokkal
inkdbb: x és y is egy id6 (t) figgvényében valtoz6 mennyiség.
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(Hatérozott) Integralas

Gorbe alatti terilet.

Végtelen sok infinitezimalisan keskeny
téglalap teriiletének Osszege.

v

Sebesség-id6 grafikon: gorbe alatti teriilet = megtett t.
Ha ezt ,megértjik"”, akkor a Newton—Leibniz-tétel mar , kipotyog".
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Kalkulus

Egyszerli derivalni: polinom, gyok, tortfiiggvények, trigonometrikus fv-ek

Derivélas szabalyok: kdnnyen atlathatdk, pl. szorzatfiggvény

dly-z) (y+dy)(z+dz)—yz y-dz+z-dy  dz dy

dx dx dx y.dx+ " dx

(Nem preciz bizonyitas! De kénnyen érthetd érvelés!)
Hasonléan: hanyados, lancszabaly, inverzfliiggvény

Elhalasztandm: exponencialis és logaritmus
(nem is vilagos, hogy értelmeztitk-e mar ezeket?)
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Léteznek-e infinitezimalisok?

Van-e olyan szam, amely a 0-nal nagyobb,
de kisebb minden pozitiv szamnal?

Kb. ekvivalens:
1 . . 19
@ Van-e az . sorozatnak végtelenedik tagja, -7
@ Szim-e a oo és lehet-e vele miiveleteket végezni?

Erdemes megvitatni a gyerekekekkel! — Arkhimédeszi axiéma

Torténeti megjegyzések:
@ Leibniz maga is gondolkodik az infiniteziméalisok 1étérdl, jelentésérol
(be is vall hiényossagokat, de biztos benne, hogy precizzé tehetd)
@ Euler hisz az infinitezimalisan kicsi és nagy (jel6lése: w és i) szamok
|étezésében és hasznalja is ezeket érvelésekben.
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@ Definicisk kitalalasa



A {6 definicidk kialakitasa

Ha maér tudjuk, mi a cél, nekidllhatunk egyitt kitalalni a definicidokat a
gyerekekkel!

Lehet, hogy a differencidlhanyados feldl érdemes
kezdeni:

im f(x+ h)—f(x)
h—0 h

(x+dx,y+dy)

Ez akkor is jelent valamit (geometriailag is!), ha |
még nem tudom a lim definiciéjat.

X x+dx x

Majd ezt altalanositva lesz fliggvény-hatarérték.
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A {6 definicidk kialakitasa

@ 777 Végtelen sorok — Sorozat hatarérték 777
@ Differencidlhdnyados — Fliggvényhatarérték
© Riemann-Integrdl — Folytonossag (Egyenletes folytonossag)

Majd ezek kozotti kapcsolatok feltérképezése.
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Végtelen sorok és sorozat hatarétéke

o Végtelen 6sszegekkel természetes médon taldlkoznak a gyerekek
o Magatdl értetédobb és izgalmasabb kérdés, mint a sorozat hatarértéke

o Gond: az érdekesebb sorokat nehéz kiszdmolni, pl.

S S S —
1.1 1 1 o
357t T g
1+i+1+1+l+~- -
22 " 32 52 6

Bar ez felfoghaté motivacidénak a késébbiekre nézve.
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Torzszulott fliggvények

A fuggvényfogalmunkba sok minden belefér.

@ Semmilyen intervallumon nem korlatos fliggvény
@ Dirichlet-fiiggvény, Riemann-fiiggvény
@ sin(1/x), xsin(1/x)

Ezek a hattérbdl erésen befolyasoljadk majd a definicidinkat.
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Hatéarozott integral definicidja

Miért nem jé példaul a kévetkezo definicié?

Definicié (Hibas (?7) definici6 az integralra)

Vegyiik az [a, b] intervallum n egyenld részre osztasat, a felosztasban
szakaszok kozéppontja legyen xg, ..., Xp.
Az integral értéke legyen a kovetkez6 hatarérték:

& b—a
Jim > f(x)

i=1

n

Folytonos fliggvényre ez is miikodik.
(Es valéjaban elég ritkan akarunk nem-folytonos fiiggvényeket integrélni...)
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Alternativ definiciék a folytonossagra

Vajon ekvivalensek a hivatalos definiciéval?

Definicié (Alternativ sajat definici6 a folytonossagra — 1)

f : R — R folytonos, ha barhogyan is valasztunk ki a < b szdmokat, van
hozzajuk egy K szam, hogy minden x € [a, b] esetén
[f(x) —f(a)] < K(x — a) és |f(x) — f(b)] < K(b— x).

Definicié (Alternativ sajat definici6 a folytonossagra — 2)

f : [a, b] — R folytonos, ha minden £ > 0-hoz tudok rajzolni egy olyan
(véges sokszor tor6) tordttvonalat, hogy f grafikonjanak minden pontja
legfeljebb ¢ tavolsagra legyen a tordttvonaltdl.
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Az e definiciéja — Napier nyoman

b1
Legyen: A, p :/ —
a

@ xx b ta Xy X, b x

Eszrevétel: Atatb = Aab
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Az e definiciéja — Napier nyoman
Folytatas

Legyen
L(X) = Al,x xy=1

Ekkor
L(X)/) = Al,x + Ax,xy = Al,x + Al,y = L(X) + L(y)

tehat ez egy logaritmusfiiggvény.
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© Osszefoglalis, tovabbi kérdések



Osszefoglalas, tovabbi kérdések

F6 gondolat:
el6bb érzékeltessiik, hogy mit is akarunk majd ,, megfogni” a definicidinkkal.

Hogyan miikodik ez a gyakorlatban?
— Tervem szerint kévethet6 lesz itt: specmat.wiki

Fontos lenne még beszélni réla:
o fiiggvényfogalom
o valés szamok

Mikor, hogyan, mennyit mondjunk ezekrél?
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specmat.wiki

Hivatkozasok

R Laczkovich Miklés — T. Sés Vera: Valés analizis I-11.
© Typotex, 2012

‘ C.H. Edwards: The historical development of the Calculus
© Springer-Verlag New York, Inc., 1979
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Koszonom a figyelmet!
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