Tatar Zsuzsanna Maria

Megoldas:
Az ABC haromszdg oldala legyen 2 egység.
Hosszabbitsuk meg a BD szakaszt a D fel6li oldalon. Ahol ez metszi a ha&romszog AC oldalat

ott lesz a H pont.

Irjunk AE sugara kért az E pont, mint kdzéppont Koré.
A kor sugara: AE, az AEF derékszogii haromszogbol szamolhato.
EF=CF-2(CF-DF)=2DF-CF=2 — /3
mert DF=1, hiszen DFB haromszdg egyenl6 szaru és derékszogi
CF=V3

hiszen a 2 egység oldalhosszUsagu szabalyos haromszdg magassaga

rzAEle +(2-V3) ' =V8-4B=2/2-3

Igazoljuk, hogy a H pont ezen a kérén van!




Tatar Zsuzsanna Maria

El6szor hatdrozzuk meg az AH szakasz hosszat. AHB haromszdgben szinusz tételt irunk fel
az AH oldalra. Az AHB haromszogrél tudjuk:
HAB sz6g=60°

HBA sz6g=45° (Mivel DFB haromszdg egyenld szaru és derékszogii.)

AB=2 egyseg
I’ AH _ sin 45°
gy 2 sin7s°
. _ 1 V2 V3 V2 V2(1+43
sin 75° = sin(30° + 45°) —§-7+—-__7< 5 >
ezert
VZ
AH _ sin45°_ & _ 2
2 sin75°_ﬁ(ﬂ§> T 1+V3
2 2
4 4(v3-1)
AH = = =2 \/§_ 1
1++/3 2 ( )

HCE haromszogbdl koszinusz tétellel ki tudjuk szamolni a HE szakasz hosszat.
HCE haromszogrol tudjuk:
HC=AC-AH=2-2(V3 — 1) =4-2V/3
CE=CF-EF  EF=CF-2(CF-DF)=2DF-CF=2 — /3
CE=V3-(2—-V3)=2V3-2=2(V/3-1) (AH=CE)
HCE sz6g=30 fok
HE? = HC? + CE? - 2-HC - CE - cos 30°

HE2=(4—2\/§)2+(2\/§—2)2—2-(4—2@)-(2@—2)-?
HE? =28 — 16v3 + 16 — 8V3 — (36 —20v3) =8 — 4V3

HE =+/8 — 4Y3=22 — /3

ez éppen a kor sugara! Tehat H rajta van az E kdzéppontu,
AE=r=2 / 2-+3

AHB, AB iven nyugvo kerlleti sz6ghoz tartoz6 kdzépponti szog AEB.
AHB sz6g=75 fok, mert CHB sz6g=105° (HCB haromszdg sz6gei: 60, 15, 75 fokosak)

sugaru koron.

Mivel AHB sz6g=75 fok, ezért AEB szdg= 150 fok.
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2. Megoldas

Helyezziik el koordinatarendszerben az ABC haromszoget.

Legyen A(-1;0), B(1;0) , F azonos az orig6val. Ekkor a haromszdg oldala 2 egység hosszusagu,
igy a C cstcs koordinatai: C(0;v/3) és CF=v/3

Keressiik az AEB=c szoget, SZOGFUGGVENYEK segitségével

08 -06 -04 02 0 0z 04 o0& 08

Mivel ADB szdg derékszdg, ezért és a szimmetria miatt
DF=FB= 1 egység, DC=CF-DF=v/3-1 és tudjuk, hogy
DC=DE
Innen
EF=DF-DE=1-(v/3-1)=2-V/3
FEBsz0g =oc/2, FEB haromszdg derékszog(, ezért
tg% = % = ﬁ§=2+\/§
hiszen (2++3)-(2-v3) =1

Ha szamologéppel visszakeressiik a szoget, 75 fokot kapunk g-re.

De ez az érték (2+v/3) pontosan tg75°?

Konnyen utanajarhatunk:

V3 2
tga5°+tg30° _1+=5 _ 3+y3 _ 3+V3 3+V3 _ (3+V3)  _ 12+6V3 _
: == = 2++3

tg(45° +30°) = 1-tg45°tg30° {_¥3  3—V3 3-V3 3+/3 6
3

Tehat % pontosan 75 fok.

Innen = 150°
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3. Megoldas

A feladatban szerepl6 pontok koordinatai:
A(-1,0)  B(1,0) c(0;v3)  D(0;1) EQ0;2-v3) F(0;0)

0(0; ?) (az ABC haromszog koré irhato kor kozéppontja)

Milyen ardnyban osztja az E pont az OF szakaszt?

Az OBF haromszdg BE egyenese milyen aranyban osztja a B cstccsal szemkdzti oldalt?

Ezg—( \/_)—i—z
EF=2-4/3
4+/3 2
or 422 (7)) 88 a5 28 &
EF~ 2-43 1 1 1 1
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De ez éppen az OBF haromszdg B csuicsabdl kiindulo két oldalanak aranya, hiszen
OB szakasz hossza az OF szakasz kétszerese, mert az OFB haromszdg éppen egy szabalyos
haromszdg ,fele”, szdgei: 90, 60 és 30 fokosak.

Ezért

OB

FB~ 1 EF
Ebbél kovetkezik, hogy a BE szakasz a B csuccsal szemkozti oldalt a szomszédos oldalak

OE

2V3
3
aranyaban osztja, tehat a B csticsnal levé szoget felezi.
Innen EBF sz0g = 15°

Az EBF haromszdg szOgei tehat, 15, 90 és 75 fokosak. Innen:

AEB sz0g = 150°



Tatar Zsuzsanna Maria

4. Megoldés

Skalaris szorzat segitségével hatarozzuk meg a CBE=y szoget! Szamoljuk ki a BC ésBE

vektorok szdgét! A feladatban szereplé pontok koordinatai:
A(-1,0)  B(1,0) c(0;v3)  Dp(0;1) E(0;2-+3)  F(0;0)
BC(—1;V3), [BC|=2
BE (-1;2-+/3),

|ﬁ|:\/1+(2—\/§)2:\/8—4\/§=2\/2—\/§

A skalaris szorzatot kétféleképp felirva:

BC-BE=1++3(2-+/3) =222 —+3" cosy

23-2  V3-1  (VB-1)V2+3 J(f 1) (2+43)
2.2y2-v3 2y2-3 2

cosy =

_e23)en3) | 2e-vB)E+E)

2 - 2 2

Innen
y = 45°

Ha CBE =y = 45°, akkor EBF sz06g 15°, és
AEB sz6g egyenlé 150 fokkal.
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5. Megoldas

-0.5

A feladatban szerepl6 pontok koordinatai:

A(-1,0)  B(1,0) c(0;v3)  D(0;1) E0;2-v3) F(0;0)

Tukrozzlk az E pontot az x tengelyre!
A kapott pont koordinatai:
E'(0; V3-2)
Hatarozzuk meg a DBE’=§ szOget!
irjuk fel a DBE” haromszég DE’ oldalara a koszinusztételt!

A hadromszdg oldalainak hossza:

BD=v2
E’B:EB:\/lz +(V3-2) =V8-43=2/2-3

E'D=DF+E’F=3-V3

ezért

(3-=V3)' =2+4(2—3) ~2-v2-2|2 ~ V3" cos6
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12-6V3=10—-4V3 -4 /4—2\/§-0055
2-2/3=-4 /4—2\/§-cos8
2-2V3=-4 /(\/§—1)2-cos5

2(1-+3
cosd = ( )

_ (\/_ ) 2

6 = 60°
Tehat

DBE’ sz0g=60°
EBF sz0g=E’BF sz6g= 60° — 45° = 15°

Ezért

FEB sz6g=75°
AEB sz0g egyenlé 150°
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6. Megoldas

A feladatban szerepl6 pontok koordinatai:

A(-1,00  B(1,0) c(0;v3)  D(0;1) E0;2-v3) F(0;0)

Forgassuk el az EB vektort 90 fokkal az 6ramutat6 jarasaval megegyezé iranyba.

igy megkapjuk az EL vektort.

EB(1;V3-2)
EL(vV3-2;-1)

FL helyvektor végpontja megadja az L pont koordinatait.
FL =FE +EL

FL(V3-2;1-3)

L(V3-2;1-+3)
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Igazoljuk, hogy az igy kapott AEL haromszdg szabalyos!
AE=2y/2 — /3
EL:J(ﬁ —2) ' +1=2/2-3
A= (1-V3) + (VB-1) =VB- 4B =2/2— V3

Tehéat az AEL hdromszOg szabalyos, LEB hdromszdg derékszog(i.
igy AEB sz6g 60+90=150 fokos.




