Sokszogek csucsainak szinezése szomszédsagi korlatozassal

A feladat: Marcinak 3-féle szines ceruzaja van. Hanyféleképpen tudja kiszinezni az
ABCDEFGH szabalyos nyolcszog csucsait tigy, hogy a szomszédos csucsok kiilonbozé
szintiek legyenek? Két szinezés kiilonbozo, ha legalabb egyik csucs szinében eltér egymastol.
(Kenguru, 2004, 11.0.)

Els6 megoldas: a 8-szog szinezéseinek klasszikus leszamolasa:

Ha az A piros, akkor a piros csucsok szadma szerinti 6sszeszamolast végziink.

Ha 1 darab piros cstcs van, akkor a megfeleld szinezések szama 2 (felvaltva szineziink).

Ha 2 darab piros csucs van, akkor a masodik piros cstics 5 helyre keriilhet (6 cstcs
kozotti 5 helyre); a két lancot 2-2-féleképpen szinezhetjiik; ekkor dsszesen 5-22 megfeleld
szinezést kapunk.
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Ha 3 darab piros cstcs van, akkor a két (ijabb piros cstics (2] helyre keriilhet, a
o (8)
megfeleld szinezések szama 3l 2°.
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Ha 4 darab piros cstcs van, akkor pedig (3} 24

Eredmény: Az elso csucs 3-féle lehet (nemcsak piros), igy
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Altalanositas n-szogre (3 szinnel):

Ha k darab piros cstcs van, akkor a maradék (n — K) csucs (n — k — 1) kozbiils6 kozt
n—-k-

hataroz meg. Az A-n kiviili (k — 1) piros cstcsok szamara igy ( ‘1

1 )
j megfeleld

n-k-1
helykivalasztas lehetséges, és ekkor a szinezések szama [ K1 ]-ZK .
n—i—
Eredmény: 6sszesen tehat 32[ .
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j- 2' amegfeleld szinezések szama. (Az
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Osszegzés N—1—1>1-1 esetén, azaz i < g-ig, vagyis i < B} -ig fut.)

Masodik megoldas (rekurzid): Jeldlje s(n) a megfeleld szinezések szamat (most n = 8
a kérdés, 3 szin esetén).

Legyen az A csucs két szomszédja B és C (n > 3).

Ha B és C kiilonb6z6 szinii, akkor A-t elvéve egy megfeleléen szinezett (n — 1)-szoget
kapunk. B és C szinezésébdl A szine mar adodik, ekkor tehat s(n — 1) megfeleld szinezés van.

Ha B és C azonos szinii, akkor pl. A-t és B-t vessziik el. B-nek A-val ellentétes
szomszédja keriil C mell¢, ami megfelel6 (kiilonboz0 szinliek); igy egy megfeleléen szinezett
(n — 2)-szoget kapunk. Mindegyik ilyen (n — 2)-szog esetén A és B kétféleképpen szinezhetd,
ekkor tehat 2-s(n — 2) megfeleld szinezés van.



A felirhato rekurzio s(n) = s(n— 1) + 2-s(n — 2), ahol n > 3. A kezdétagok: s(2) = 6,
s(3) = 6. A véges sorozat nyolcadik tagja: s(4) = 18, s(5) = 30, s(6) = 66, s(7) = 126,
s(8) = 258. (s(1) = 3 nem elégiti ki a rekurziot.)

Altalanositas 3 helyett k szinre:

Legyen az A csucs két szomszédja ismét B és C (n > 3).

Ha B és C kiilonb6z6 szinii, és az A-t vessziik el: ekkor az A cstcs (k — 2)-féle szinii
lehet, igy (k— 2)-s(n — 1) megfeleld szinezés van.

Ha B és C azonos szinii (pl. piros), akkor A-t és B-t vessziik el; ekkor az A csucs (k — 1)-
féle szind lehet. A megfeleld szinezések szama (k — 1)-s(h — 2).

A felirhato rekurzio s(n) = (k—2)-s(n—1) + (k—1)-s(n —2), ahol n > 3.

A kezdotagok: s(2) = k(k — 1) és s(3) = k(k — 1)(k — 2).

Elemzés

Nevezziik megfelelonek egy sorozat tagjainak (vagy egy sokszog csucsainak) a
szinezését, ha a szomszédos tagok (csucsok) kiilonbozo szintiek.

Jelolje p (piros), k, z a szineket. Az n-hossza sorozatok megfeleld szinezéseit az
alabbiak szerint osztalyozzuk:

p(n): azon n-hosszl, megfeleléen szinezett sorozatok szama, amelyek pirossal
kezdddnek és pirossal is végzodnek.

g(n): azon n-hosszt, megfeleléen szinezett sorozatok szama, amelyek pirossal
kezdddnek és nem pirossal végzodnek.

a(n): azon n-hosszt, megfeleléen szinezett sorozatok szama, amelyek nem pirossal
kezdddnek és nem pirossal végzodnek.

b(n): azon n-hosszl, megfeleléen szinezett sorozatok szama, amelyek nem pirossal
kezdddnek és pirossal végzdodnek.

Egyszerii osszefiiggések:
S PK PV
Jel6lje a Venn-diagramon PK és PV az n-hosszt,
megfelelden szinezett, pirossal kezd6do, illetve pirosra
végz6do sorozatok halmazat. Ha x, y, z, t az egyes
részhalmazok elemszamat jeloli, akkor
AX+y+z+t=32"1
b) x +y =21
C) X + z = 2"1; (megfordithatdsag; y = z nyilvan) t

Ez még csak 3 Osszefliggés, az egyes elemszamok meghatarozasadhoz sziikség van
tovabbi Osszefliggésre.

A megfeleléen szinezett n-hossza sorozatok szama 3-2",
d) Ezért p(n) + q(n) + a(n) + b(n) = 3-2".

e) g(n) = b(n) (megfordithatdsag)

) p(n) = b(n — 1) (elso piros tag levalasztasa)

g) q(n) =a(n— 1) (elso piros tag levalasztasa)

h) a(n) = a(n — 1) + 2a(n — 2) (2. tag nem piros vagy piros)

Mas rekurziok is felirhatok, de ez utobbi elegendd, mert a(n) ebbdl meghatarozhato.



a(n) explicit alakja:
A Karakterisztikus egyenlet g2 — q — 2 = 0, ennek gydkei g1 = —1 és g2 = 2.
a(n) =A-(-1)" +B-2".
A kezddtagok: a(2) = 2, a(3) =6, a(4) = 10. (a(1) =2 értelmezése kérdéses.)
n=2-rea(2)=2=A+4B;n=3-raa(3) =6 =—A +8B.
Az egyenletrendszer megoldasa (A, B) = (— % , %) ,igy a(n) = % . ((—1) yon )
Visszahelyettesitve a(4) = 10 kijon. A képlet n = 1-re a(1) = 2-t ad, ami egyezik, igy n >
1 esetén érvényes a képlet.
A Venn-diagramhoz visszatérve tehat t = a(n) = % : ((—1)”‘1 +2" )
IPK " PV|=|PK|+|PV|-|PK UPV|=|PK|+|PV|-(|S|-t), igy
IPK APV|=2.2" — (3.2 —g (nnte2n) = %-((—1)”—l +2")-2", azaz

x=t—2vi= %-((—1)”—l +2m2),

A kezd6- €s utolso tagok alapjan 9 lehetséges megfelel6en szinezett n-hosszu sorozat
van, ezek darabszama:

p...p, k..k z...z. x= % . ((_1)n—1 + 2n—2), ilyen sorozat dsszesen 3.%,((_1)n—1 + 2n—2):
(-)"*.2+2" db van.
n-1 I e n-1 . n-1
pk, p.---Z, ..., Z...p: %:%jﬂyen sorozat Osszesen 3-2 (( 1; 2+2 ) _
n _ n . n ~ N .
22+(D -2 darab van. (Azaz y=z= Lg,l)z )

Szabalyos N-szog csucsainak s(n)-féle szinezése:

Ha egy kivalasztott csucs pl. piros, akkor a maradék (n — 1) csucsot a(n — 1)-féleképpen
szinezhetjiik. Piros helyett barmely szint valaszthatjuk, 6sszesen 3-félét; a szinvalasztas
szimmetridja miatt s(n) =3-a(n — 1) = 2-(-D)" +2", han>2. (s(1) = 3.)

Ellen6rzés: s(2) = 3-2 = 6 egyezik; s(3) = 3-:2:1 = 6 egyezik; s(4) =3-2:(2+1) =18
egyezik.

Altalanositas a szinek szamara, sorozat esetén: ugyanez a feladat, ha k szinnel
szinezhetiink (eddig k = 3 volt).

a(n) =(k—2)-a(n—1) + (k—1)-a(n — 2) (2. tag nem piros vagy piros).

A Karakterisztikus egyenlet g> — (k — 2)q — (k — 1) = 0, gydkei g1 = —1 és 2 = (k — 1).
a(n) =A-(-1)"+B-(k—1)".

A kezdétagok: a(1l) =k -1, a(2) = (k— 1)(k—2), a(3) = (k- 1)? + (k — 1)(k — 2).
n=1rea(l)=k-1=-A+B(kk-1);n=2-rea(2) = (k—1)(k—2) = A+ B(k— 1)



Az egyenletrendszer megoldasa (A, B) = (% : u} , gy

k-1 _
a(n) = T-((—1)" L (k-D)").
Visszahelyettesitve a(4) kijon, a képlet n > 1 esetén érvényes.

Altalanositas a szinek szimara, n-szog esetén: ugyanez a feladat, ha k szinnel
szinezhetjiik az n-szog csucsait (eddig k = 3 volt).

Ha egy kivalasztott cstics pl. piros, akkor a maradék (n — 1) cstcsot a(n — 1)-féleképpen
szinezhetjiik. Piros helyett barmely szint valaszthatjuk, 6sszesen K-félét; a szinvalasztas

szimmetridja miatt s(n) = k-a(n — 1) = (k —1)((-1)" + (k-1)™*) = (-1)" - (k 1) + (k—1)", ha
n>2.(s(l)=k.)
Ellenérzés: s(2) = k-(k — 1) egyezik; s(3) = k-(k — 1)(k — 2) egyezik.



