4. Sorozatok

Megjegyzés:

A szakirodalomban hasznalt a sorozat tagjardl, maskor elemérdl beszélni. Az alabbiakban mindkét
kifejezést hasznaltuk megtartva a feladatok eredeti fogalmazasat.

I. Feladatok

1.

S.

Van-e¢ a 7, 13, 19, 25, ... sorozat (minden tag 6-tal nagyobb, mint az el6z0) tagjai kozott olyan
szam, ami elGallithato két primszam kiilonbségeként?

Kalmar LaszIlo Matematika Verseny 1994, 7.osztaly, megyei fordulo
Igazoljuk minél rovidebben, hogy a kdvetkez6 egyenléség helyes:

1111 11_1+1++1'
—2t3 3t Y9 100 51 s 100

Kalmar Laszlo MatematikaVerseny 1994; 8.osztaly, orszdagos donté

Egy sorozat els6 két tagja: a; = 2,a, =3 és minden tovabbi tag a két szomszédjanak a
szorzatanal eggyel kisebb. Szamitsuk ki a sorozat elsé 560 tagjanak az dsszegét!

Kalmar Laszlo Matematika Verseny 2008, 8.osztdly, orszagos dontd

A pozitiv egész szamokat a kdvetkezo ,,haromszog-tablazatba™ irjuk fel:

17

10 18

5 11 19

2 6 12 20

1 3 7 13 21
4 8 14 22

9 15 23

16 24

25

A tablazat k6zépso sora igy kezdodik: 1, 3,7,13, 21, ...
Mi lesz ennek a kdzépsd sornak a 100. eleme?

Kalmar Laszlo MatematikaVerseny 1998; 7.osztaly, megyei fordulo
Igazoljuk, hogy ha n > 1 egész szam, akkor az
n+1,2n+1,3n+1,4n+1..

sorozatban mindig van négyzetszam és mindig van kdbszam is.

Kalmar LaszIlo MatematikaVerseny 2010; 8.osztaly, orszdagos donto

6. Az x, sorozatot az alabbi mddon értelmezziik:

X1:5,

Xps1 = X2, ha n=>1.



10.

11.

12.

13.

Bizonyitsuk be, hogy x,41 és x,, utolso n jegye megegyezik.
KoMal 1986/december; F. 2608.

Hany olyan természetes szamokbol allo (végtelen) sorozat van, amelyben az els6 2n tag
Osszegének és az els6 n tag Osszegének hanyadosa nem fligg n megvalasztasatol, tovabba amely
sorozatnak egyik tagja az 1971 szam?

KoMal 1971/marcius; F. 1763.

Bizonyitsuk be, hogy a Fibonacci-sorozat minden negyedik tagja oszthaté 3-mal. (A Fibonacci
sorozatbana, = 1,a, =1 ésa,, = a,_1 + a, mindenn € N,n > 3 esetén.)

KoMal 2009/szeptember; C. 997.

Legyen n rogzitett pozitiv egész. Hany olyan 1 < a; < a, < -+ < a; < n sorozat van, amelyben
a paratlan index{i tagok paratlan, a paros indexiiek paros egész szamok?

KoMal 1992/szeptember; F. 2916.

Jelolje aq,a,,as, a, a Pascal-haromszog egyik soranak négy egymas utan kovetkezd elemét.
Igazoljuk, hogy
aq a as
a,+a, a,+a;’ as;+a,

szamok szamtani sorozatot alkotnak.

KoéMal 2010/aprilis; B. 4266.

Egy sorozat els6 tagja 2011. A masodik tagtol kezdve minden tag megegyezik az 6t megel6zo
tagnal 2-vel nagyobb szam reciprokanak (—2)-szeresével. Mennyi a sorozat 2011. tagja?

KoMal 201 1/szeptember; K. 296.

Az aq,ay,..,a,, .. sorozatot a kovetkez0 modon képeztik: aq,a,, as pozitiv egészek,

as > 2a,+a,, ap,=4a,_1—3ap_5—2a,_35 (n=4,5..). Bizonyitsuk be, hogy
> 2999

Q1000 .

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1982, haladok, altalanos tantervii osztdlyok, 2. fordulo

Az 1,2, ... ,n szamokat valamilyen — tetszés szerinti — sorrendben leirva kapjuk az a4, a,, ..., a,
szamokat. Mutassuk meg, hogy
1 N 1 - 1
l-a; 2-a, n-a,

Osszeg értéke akkor a legkisebb, ha csdkkend sorrendbe rendeztiik a szamainkat, azaz
a,=n,..a, =1

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1985, kezdok, specidlis matematika tagozat, 2. fordulo



14. Definialjuk az a,, (n = 0) sorozatot a kdvetkezoképpen: ay:=0, az a;: = 1; ésn = 2-re

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

1
an = 6a,_, —a,_,. Bizonyitsa be, hogy (3-2 -\/E)n cans —(3-2- \/E)n+ ca, =1
minden n > 0-ra!

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2006/2007; kezdok, 111. kategoria, 3.fordulo
Legyen a, a kdvetkez6 modon definiélt sorozat: a; = 18; a, = 48;a,, = a,_, - ap_, han> 2.
Hany négyzetszam van a sorozatban?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2012/2013; haladok 1. kategoria, 2 .fordulo

Két szamtani sorozat elsé tagja megegyezik. Az elsd sorozat egyik tagjanak a négyzete a masik
ugyanannyiadik tagjanak a négyzeténél 7-tel nagyobb, a megel6z6 tagok négyzeteinek a
kiilonbsége 343/64, a kovetkezd tagok négyzeteinek a kiilonbsége pedig 567/64.
Megallapithato-e ezekbdl az adatokbdl, hogy a sorozatok hanyadik tagjairél van sz6?
Megallapithato-e a sorozatok valamilyen tovabbi adata?

OKTV 1968, altalanos tantervii osztalyok, 2. fordulo
Az ag,a4,a,, ... sorozatban a, természetes szam, és
Ane1 =+Jap,+1 (m =0,12,..).
Bizonyitsuk be, hogy a sorozatban van irracionalis szam.
OKTV 1973, szakositott matematika 1. tantervii osztalyok, 2. fordulo

Legyen a, az Osszes, a tizes szamrendszerben legfeljebb n jegyli nem negativ egész szamok
szama, b, pedig ezek koziil azoknak a szama, amelyek tizes szamrendszerbeli alakjaban van 5-6s
szamjegy. Adjuk meg a,-¢et és b,, —et n fliggvényeként, valamint a

. aTl

lim —

n—oo n

hatarértéket.
OKTV 1977, L fordulo
2 1 ,

_2 _ 1 . P . -
Egy sorozatban a, 3/0n = Qn_1 + DD han > 1. Allitsuk el6 a,-et n fliggvényeként!

OKTV 1996/97; 1I. kategoria, 1. fordulo

Igaz-e, hogy a 7k + 3,k =0,1,2,... szamtani sorozatban végtelen sok palindrom szam van?
(Azokat a szamokat nevezziik palindrom szamoknak, amelyek tizes szamrendszerbeli alakjaban a
jegyeket forditott sorrendben felirva ugyanahhoz a szamhoz jutunk, pl. 123321.)

OKTV 2005/2006; I1II. kategoria, 1. fordulo

Mutassuk meg, hogy ha aq,a,,as,.. tetszbleges pozitiv szamok, akkor Xi2,1/a; = oo és
g gy 3 ges p i=1
®1a;/i% = oo koziil legalabb az egyik teljesiil. (Pozitiv ¢y, ¢5, C3, ... szdmok esetén Y22, ¢; = 00
i=14i g gy J 3 i=1

azt jelenti, hogy az s, = ¢y + ¢ + -+ + ¢ 0sszegek k novekedésével minden hataron tal nének.)

OKTV 2008/2009; 111 kategoria, 2. fordulo



22. Hatarozzuk megaz S =1-2+1-3+--+1-n+2-3+--+2-n+ -+ (n— 1)n dsszeget.
., Ki miben tudos? " vetélkedd 1964, elédontd feladata

23. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges adott n természetes szamhoz megadhato végtelen sok 2-hatvany
ugy, hogy ezek koziil barmely kettonek a kiilonbsége oszthato n-nel.

., Ki miben tudos? ” vetélked6 1966, dontd feladata
24. Legyen

A_1-3-5-...-(2n—1)
T 2-4-6-..-2n

ahol n pozitiv egész szam. Bizonyitsuk be, hogy az

A, 24,44, ..., 2k4, ...
sorozatban van egész szam.
A keésobb Kiirschak Jozsefrdl elnevezett verseny 1934.évi 1. feladata

25. Az a; = 1, ay,as, ... természetes szamok végtelen sorozataban
ax<1l+a;+a;+ +ax,

minden k > 1 értékre teljesiil. Bebizonyitando, hogy minden természetes szam felirhaté ebbdl a
sorozatbol kivalasztott szamok Osszegeként (vagy pedig el6fordul a sorozatban).

A Kiirschak Jozsef Matematikai Tanuloverseny 1960.évi 2. feladata

26. Bizonyitand6, hogy nincs olyan, természetes szamokbdl allo végtelen sorozat, amelynek nem

minden eleme egyenld, s amelynek minden eleme (a masodiktol kezdve) a két szomszédos elem
. " . . " b
harmonikus kézepe ( a és b harmonikus kozepe ii—b) .

A Kiirschék Jozsef Matematikai Tanuléverseny 1968.évi 1. feladata
27. Mennyivel egyenl6 n, ha [:VT] + [:VE] + [:Vg] + -+ [W] =2n?
(Az [x] az x szam egészrészét jeloli.)
(A) 29 (B)33 (c)41 (D) 49 (E)53
Gordiusz Matematika Tesztverseny 2008; 12. osztély, orszagos forduld

28. Jelolje {a,} azon pozitiv egész szamok novekvé sorozatat, melyek 7-tel osztva 5 maradékot
adnak, {b,} azon pozitiv egész szamok novekvO sorozatat, melyek 5-tel osztva 4 maradékot
adnak! Mindkét sorozat elsé eleme legyen a leheté legkisebb! Az {a,,} sorozat els6 n elemének az
Osszegét jeldlje H,,, a {b,} sorozat elsé n elemének az dsszegét jeldlje O,,! Mennyi n értéke, ha

Hy 32
0, 23°
4 9 (B)18 (0) 27 (D) 81 (E) Nincs ilyen n.

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2010; 12. osztaly, megyei fordulo



29. Egy szamsorozatot a kdvetkezéképpen értelmeziink:

_ Xp_q1+1

Xg = Q, x1=b, xn—K,han=2;3;4;...
Mennyivel egyenl6 az x,911, haa = 20% és b= 7010 ?
1 1 (D) 2010 (E)2011
(4) 2011 (B) 2010

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2011; 12. osztaly, orszagos fordulo

30. Vizsgaljuk meg az 1,%,%, ...,%, ... sorozatot. Vegylk a szomszédos elemek kiilonbségét, az alabbi

modon egy kiilonbségi haromszdget allitsunk elo:

| 1 1 1 1 1
2 4
1 1 1 1 1
2 B 12 20 30
1 1
3 12 30 60
1 1 1
B 20 60
1 1
5 30
1
6

Forgassuk el a tablazatot 60°-al ugy hogy az 1-es szam keriiljon a haromszog csucsaba. és hagyjuk
el az elgjeleket.

1
1 1
1
3
1 1
4 12 12 4
1 1 1 1 1
5 20 30 20
1 1 1 1 1 1
30 60 60 30



Ezutan minden sor minden elemét osszuk el az illetd sor szélén alld szdmmal és vegyiik az
eredmény reciprokat.

Bizonyitsuk be, hogy ekkor a Pascal-haromszoget kapjuk

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

D.O.Skljarszkij — N. N. Csencov — 1. M. Jaglom:
Valogatott feladatok és tételek az elemi matematika korébdl

Aritmetika és algebra, 320. feladat



II.

Megoldasok

Van-e a 7, 13, 19, 25, ... sorozat (minden tag 6-tal nagyobb, mint az e¢l6z0) tagjai kozott olyan
szam, ami el6allithato két primszam kiilonbségeként?

Kalmar LaszIlo Verseny, 1994, 7.osztaly, megyei fordulo

Megoldas:

A sorozat tagjai 6k + 1 alakban irhatéak fel, ahol k > 1 egész szam, ezért a sorozat minden tagja
pozitiv paratlan szam. Két primszam kiilonbségeként csak akkor allithatd el6 egy paratlan szam, ha
az egyik primszam paros, azaz 2. Azt keressiik, hogy van-e olyan p primszam, amelyre 6k + 1 =
p — 2 teljesiil. Ekkor p = 6k + 3 alaku, tehat p 3-mal oszthato lenne. Egyetlen 3-mal oszthato
primszam van, a 3, de 6k + 3 > 3, ezért nem lehet prim. Ezzel belattuk, hogy a sorozat egyetlen
tagja sem allithato el6 két primszam kiilonbségeként.

Igazoljuk minél rovidebben, hogy a kdvetkez6 egyenléség helyes:

1111 11_1+1++1'
—2t3 3t Y9 100 51 s 100

Kalmar LaszIlo Verseny, 1994, 8.osztaly, orszdagos dontd

Megoldas:
1 1 1 1 1
1=gt3 3t "t 100"
1 1 1 1 1 1 1 1 1
:1+§+§+Z+"'+@+ﬁ_2<5+1+8+"'+ﬁ):
1 1 1 1 1 1 1 1
:1+§+§+Z+"'+@+ﬁ_<1+§+§+"'+%>:
1 1 1
Megjegyzés:
Hasonlo6an belathatd, hogy
1 1 1 1 1 1 1 1
SRR SR ey S e L R

ahol n > 1 egész szam.

Egy sorozat els6 két tagja: a; = 2,a, =3 és minden tovabbi tag a két szomszédjanak a
szorzatanal eggyel kisebb. Szamitsuk ki a sorozat elsé 560 tagjanak az dsszegét!

Kalmar LaszIlo Verseny, 2008, 8.osztaly, orszdagos dontd
Megoldas:
A sorozat képzési szabalya szerint:
an - Apiz —1 = an4q -

Ezt atrendezve:



o = an+1 +1
n+2 =
an

Ezt a szabalyt alkalmazva kiszamitjuk a sorozat néhany tagjat: 2,3,2,1,1,2,3,... A 2 és 3 mar
szerepelt a sorozat els6 két elemeként. Tehat a képzési szabaly miatt innentdl kezdve ismétlodik a
sorozat. Az ismétlédd periodus 5 elembdl all, amelyeknek az Gsszege 9. 560:5 = 112, tehat 112
ismétlodo periodust kell 6sszeadnunk, ez alapjan az els6 560 tag 6sszege 9 - 112 = 1008.

A pozitiv egész szamokat a kdvetkez6 ,,haromszog-tablazatba™ irjuk fel:

17

10 18

5 11 19

2 6 12 20

1 3 7 13 21
4 8 14 22

9 15 23

16 24

25

A tablazat kozépso sora igy kezdodik: 1, 3,7,13, 21, ...
Mi lesz ennek a kdzépsd sornak a 100. eleme?

Kalmar LaszIlo Verseny, 1998, 7.osztaly, megyei fordulo

Megoldas:

A kozéps6é sorban a masodik tag 2-vel nagyobb az els6nél, a harmadik tag 4-gyel nagyobb a
masodiknal, a negyedik tag 6-tal nagyobb a harmadiknal és igy tovabb:

Api1 = ap + 21 .
Ennek alapjan a k6zépso sor 100. elemét igy szamolhatjuk ki:

(2+198)-99

G100 =1+2+4+6+8++196+198 = 1+ -—————=9901.

Igazoljuk, hogy ha n > 1 egész szam, akkor az
n+1,2n+1,3n+1,4n+1..

sorozatban mindig van négyzetszam ¢és mindig van kdbszam is.

Kalmar LaszIlo Verseny, 2010, 8.osztaly, orszdagos dontd

Megoldas:

Olyan k és m egész szamot keresiink, amelyre k - n + 1 = m?. Atrendezve:
krn=m?—-1=m+1D(m-1).

Valasszuk azn = m — 1 és k = m + 1 megfeleltetést. Ekkorm =n+1és k =n+ 2.

Valoban (n+2)n+1=n?+2n+1= (n+ 1)? négyzetszam.

Kobszamot hasonld mddszerrel allithatunk eld:

Olyan k és m egész szamot keresiink, amelyre k - n + 1 = m3. Atrendezve és szorzatta alakitva:

krn=mP-1=(m-1Dm?*+m+1).



Jo megfeleltetés:
n=m-1;k=m?+m+1
Tehat:
m=n+1; k=(m+D?*+n+1+1=n+3n+3.
fgy
n?>+3n+3n+1=mn+1)>3
formaban kobszamot kapunk.
Megjegyzés:
Altalanos iskolas ismeretekkel igy lehet gondolkozni:
k - n + 1 alaka négyzetszamot keresiink, és az (a - n + 1)? ilyen. Valasszuk a-t 1-nek, ekkor
m+1D?=n’4+2n+1=m0+2)n+1,
tehat a sorozat (n + 2)-edik tagja négyzetszam.
k - n + 1 alaka kdbszamot keresiink, és az (a - n + 1)3 ilyen. Valasszuk a-t 1-nek, ekkor
m+1)=@*+2n+1D)n+1)=n>+3n*+3n+1=m*+3n+3)n+1,
azaz a sorozat (n? + 3n + 3)-edik tagja kobszam.

Az x, sorozatot az alabbi modon értelmezzik:
X1 = 5,
Xps1 = X2, ha n=>1.

Bizonyitsuk be, hogy x,41 és x,, utolso n jegye megegyezik.

KoMal 1986/december; F. 2608.

Megoldas:
A feladat allitasat teljes indukcioval bizonyitjuk.

n = 1-re igaz az allitas, hiszen x, = 25; x; = 5, tehat az utols6 szamjegyek egyenldek.

n = k-ra feltételezziik, hogy igaz az allitas, azaz xj 1 és x; utolso k jegye megegyezik. Ezt ugy is

fogalmazhatjuk, hogy 10%|x,.1 — Xy

n = k + 1-re bizonyitjuk az allitast:

A sorozat képzési szabélya alapjan Xji, — Xgyq = Xipq — X2 = (Xpar — %) (g1 + x). Az
indukcios feltétel alapjan 10%|x,,1 — Xg. Xx4+1 €8 X 5 hatvanya, ezért 5-re végzddnek, tehat az
osszegiik 0-ra végzddik, igy oszthatd 10-zel. Ezek alapjan 105+ | x4, — x4, amibdl kovetkezik,

hogy xj4+2 €s Xj4q utolsd k+1 jegye megegyezik.

Ezzel a feladat allitasat belattuk.



7. Hany olyan természetes szamokbol allo (végtelen) sorozat van, amelyben az elsG 2n tag
Osszegének és az els6 n tag Osszegének hanyadosa nem fligg n megvalasztasatol, tovabba amely
sorozatnak egyik tagja az 1971 szam?

KoMal 1971/marcius; F. 1763.

Megoldas:

Ha a sorozat elsé tagja aq, a differencia d, akkor az elsé 2n tag Osszegének és az elsé n tag
Osszegének hanyadosa :

Son 2n(2a; + 2n — 1)d) _day + (4n —2)d

S, nQRay+m-1Dd)  2a;,+(n—1d’

Ha ez a hanyados minden n-re azonos, akkor n = 1 és n = 2-re is:

S, 4a;+2d S, 4a;+6d
S, 2a, S, 2a,+d’

Atrendezve:
8a? +8a,-d +2d* =8a? + 12a, - d
2d?> —4a;-d =2d(d — 2a,) = 0.
Ez d = 0 vagy d = 2a, esetén teljesiil.

Ha d = 0, akkor a; # 0, mert ellenkez6 esetben S,,, = S,, = 0 lenne, tehat nem irhatnank fel ezek
hanyadosat. Ekkor a sorozat tagjai egyenldek és 1971-gyel kell megegyezniiikk. Ez valoban
alkalmas sorozat, mert a vizsgalt hanyados 2.

Ha d = 2a,, akkor is sziikséges az a; # 0 feltétel. Ekkor a sorozat tagjai: a;,3a;,5a; ....

Ezek kozott akkor szerepel az 1971, ha (2k — 1)a; = 1971 teljesiil valamilyen a;és k
természetes szam esetén. 1971 = 3% - 73. Ezt felhasznélva a lehetséges értékek:

a, 1 3 9 27 73 3-73 9-73 | 27-73
k |27-73+1|9-73+1|3:73+1| 73+1 | 27+1 | 9+1 3+1 1+1
2 2 2 2 2 2 2 2

Az 1971 a sorozat k-adik tagja lesz.
Ezek a sorozatok is megfeleléek, mert:

SZn_4a1+(4n—2)d_4a1+(4n—2)-2a1_8a1n_4
S, 2a,+(n-1)d  2a,+(n—-1)-2a;, 2ayn

Tehat 9 megfeleld sorozat van.

8. Bizonyitsuk be, hogy a Fibonacci-sorozat minden negyedik tagja oszthatdo 3-mal. (A Fibonacci
sorozatbana, = 1,a, =1 ésa,, = a,_1 + a, mindenn € N,n > 3 esetén.)

KoMal 2009/szeptember; C. 997.

Megoldas:
Szamitsuk ki a sorozat néhany tagjat a képzési szabaly alapjan:

a,=1a,=1,a3=2,a4=3,a5 =5,a¢ = 8,a;, = 13,ag = 21, ...

10



Az a sejtéslink, hogy minden olyan tag oszthatdé 3-mal, amelynek az indexe oszthato 4-gyel. Azt
fogjuk teljes indukcioval bizonyitani, hogy a,, oszthaté 3-mal, han € N,n > 1.

n = 1-re igaz az allitas

n = k-ra feltételezziik, hogy a,; oszthatd 3-mal.

n = k + 1-re bizonyitjuk:

Ag(k+1) = Aak+a = Aag+3 T Qg2 = Qa2 T Aags1 T Qa1 + Qak = Qagsz T 204541 + Qg =
= Q1 T Aap + 2045041 + Qg = 204 +3A41

3a4,+1 0szthatdo 3-mal, mert egyik tényezdje 3, 2a,, pedig az indukcios feltétel alapjan oszthato

3-mal. igy belattuk a feladat allitasat.

Megjegyzés:

Kicsit egyszeriibben — kevésbé ,,hivatalosan” — elmondva:
A Fibonacci sorozatban a 3-mal vald osztasi maradékok: 1,1;2;0;1;1;2;0;.., a képzési
szabalybol adododan periodikusan ismétlédnek, tehat minden negyedik tag oszthatd 3-mal.

Legyen n rogzitett pozitiv egész. Hany olyan 1 < a; < a, < -+ < a; < n sorozat van, amelyben
a paratlan index{i tagok paratlan, a paros indexiiek paros egész szamok?

KoMal 1992/szeptember; F. 2916.

Megoldas:

Jelolje A, az n egész szamhoz tartoz6 ilyen sorozatok szamat.

A; = 1, mert egyetlen ilyen sorozat van: a; = 1.

A, = 2, ezek a sorozatok: a; = 1;illeveaz a; = 1; a, = 2.

Tegyiik fel, hogy mar meghataroztuk A4, A,, ..., A, értékét (n = 2). Hogyan tudunk n + 1 - hez
megfelel6 sorozatot késziteni?

Ha a sorozat nem tartalmazza az n 4+ 1 szamot, akkor nyilvin minden n-hez tartozd sorozatot
megkapunk, ezek szama A4,,.

Ha a sorozatnak az utolsé6 tagja n 4+ 1 és van n-nél kisebb tagja, akkor ezt a sorozatot az alabbi

moddon kaphattuk:

- vettiink egy n-nél kisebb elemeket tartalmazo6 sorozatot, amelyben az utolso tag paritasa n + 1-
gyel ellentétes és ehhez hozzavettik n + 1-et;

- vettiink egy n-nél kisebb elemeket tartalmazo sorozatot, amelyben az utolso tag paritasa n + 1-
gyel azonos és ehhez hozzavettiik n-et és n + 1-et.

Igy felhasznaltuk az sszes olyan sorozatot, amelyek n-nél kisebb elemeket tartalmaznak. Ezek

szama A,_1.

Ha a sorozatnak az utolso6 tagja n+ 1 és nincs n-nél kisebb tagja, akkor egyetlen sorozatot
készithetiink:

Ha n + 1 paratlan, akkor az a; = n + 1 sorozat megfeleld, ha n + 1 paros, akkor az a; = n és
a, = n+ 1 sorozat jo.

Ezzel megkaptuk, hogy Ay 1 = 4, + Ap_1 + 1.
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Ez a képzési szabaly a Fibonacci sorozatra emlékeztet. A kiindulasi elemeket figyelembe véve
megmutathatd, hogy A, = foy2 — 1, ahol f1 =1; f,, = 1; fry2 = fne1 + fn @ Fibonacci sorozat
elsd elemei és a rekurziv megadasi modja.

10. Jelolje a4, ay, a3, a4 a Pascal-haromszog egyik soranak négy egymas utan kovetkezd elemét.
Igazoljuk, hogy
aq a, as
a,+a, ay+a;’ as;+ta,

szamok szamtani sorozatot alkotnak.
KoMal 2010/aprilis, B. 4266.
Megoldas:

A Pascal-haromszog n-edik soranak két szomszédos eleme (Z) és (k:ll). Ezekkel a kifejezésekkel

felirva a megfeleld tortet:

n!
W @ FHm—R_ k+1
™M+ (H (n+ 1)! Tn+1
k k+1 k+1 CESICETA]
Osszefliggést kapjuk. A kovetkezo két tort értéke ugyanigy szamolva: %; % . Ebbdl lathato,

hogy szamtani sorozatot kaptunk, amelynek a differenciaja ﬁ, ami csak attol fligg, hogy a Pascal-

haromszdg melyik sorabol vettiik az elemeket.

11. Egy sorozat els6 tagja 2011. A masodik tagtél kezdve minden tag megegyezik az 6t megel6zo
tagnal 2-vel nagyobb szam reciprokanak (—2)-szeresével. Mennyi a sorozat 2011. tagja?

KoMal 201 1/szeptember, K. 296.

Megoldas:

A sorozat tagjai:

9011 B B 2 B 2 2013
MmO T 03 BT T 2 T T H02d T T 2012
2013 2013
B 2 4024 B 2 9011
“TTT203 T o011 T T 4024 T
2012 2011
Ez azt jelenti, hogy a sorozat tagjai négyesével ismétlodnek. 2011 = 4-502 + 3, igy ay911 =
2013
as = —207.
12. Az a4, ay,...,a,,.. sorozatot a kovetkez6 moddon képeztik: ag,a,,aspozitiv egészek,

as > 2a,+a,, ap,=4a,_1—3ap_2—2a,_3 (n=4,5..). Bizonyitsuk be, hogy
aA1000 > 2999 .

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1982, haladok, dltalanos tantervii osztdlyok, 2. fordulo

Megoldas:

Teljes indukcié modszerével azt fogjuk bebizonyitani, hogy n = 4 esetén a,, = 2" 1.
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n = 4 —re bizonyitjuk az allitast:
a, = 4az; —3a, — 2a; > 4Q2a, +a; +1) —3a, — 2a, = 5a, + 2a, +4 > 8 = 23,
n —nél (n = 5)kisebb k egészekre feltételezziik, hogy
a > 281,

n —re bizonyitjuk az allitast:
A rekurziés formulat atrendezzik:

An — 201 — An_3 = 20y 1 —4an_3 — 24,3 = 2(ap-1 — 2an_2 — Ap_3)
Ez azt jelenti, hogy a,, — 2a,_1 — a,,_, egy mértani sorozat, igy

p — 20p_q1 — Ap_p = 2" 3(az — 2a, —ay) = 23,

Ezt atrendezve:

Ap = 2" 3 4+ 2a, 1+ ap_p =23 422072 4 2073 = 6. 2173 > Nl

Ezzel bizonyitottuk az allitasunkat, n = 1000-re alkalmazva: a,qqo > 2°°°.

13. Az 1,2, ... ,n szamokat valamilyen — tetszés szerinti — sorrendben leirva kapjuk az a4, a,, ..., a,

szamokat. Mutassuk meg, hogy

! + ! 4+t !
la; 2-a, n-a,

Osszeg értéke akkor a legkisebb, ha csdkkend sorrendbe rendeztik a szamainkat, azaz
a,=n,..a, =1

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 1985, kezdok, specialis matematika tagozat, 2.fordulo

Megoldas:
Megvizsgaljuk elészor, hogyan valtozik az
1 1

—_— 1
k-ak+l-al ()

Osszeg, ha k > [ és ezt a két szamot felcseréljiik a nevezékben.
1 + 1 ( 1 + 1 ) _
l-a, k-a) k-l aa

k-ak l-al
=m(k—l)(ak—al)>0

(lal + kak — kal — lak) =
l

akkor és csak akkor, ha a; > a;. Ezért ha az a;, és a; tényezoket felcseréljiik, akkor az (1) Osszeg
csokken.

Legyen az 1,2,3,..,n szamok egy tetszéleges sorrendje aq,as,,...,a, . Alkalmas cserékkel
csokkentsiik az

1 4 1 4 1
l-aq 2-a, n-a,

Osszeget.
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Ha az aq,a,, ..., a, sorozat kiilonbozik az n,n — 1, ..., 1 sorozattol, azaz nem szigoriian monoton
csokken, akkor van két tagja, amelyek egymashoz képest ndvekvoen allnak, azaz van olyan [ < k,
hogy a; < ay. Ekkor az a; és a; szamokat a sorozatban megcserélve az elébbi megallapitas miatt S
csokken. Ilyen modon az S értéke mindig csokkenthetd, ha az a4, ay, ..., a, sorozat kiilonbozik az
n,n—1,..,1 sorozattol. Az ai,a,, ..., a, sorozatnak véges sok sorrendje van, ezért véges sok
1épésben, az S értékét csokkentve eljutunk az n,n — 1, ..., 1 sorozathoz.

Ekkor megkapjuk a minimum értékét:

M= 1+ ! +
T 1n 2-(n—1)

4 1
n-1’
14. Definialjuk az a,, (n = 0) sorozatot a kdvetkezoképpen: ay:=0, az a;: = 1; ésn = 2-re
. n n+1
a, = 6a,_1 —a,_,. Bizonyitsa be, hogy (3 -2 \/5) “Apy1 — (3 -2 \/E) a, =1
minden n > 0-ra!
Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2006/2007; kezdok, 111. kategoria, 3.fordulo
Megoldas:
Teljes indukciéval bizonyitjuk az allitast.
n = 0 -raigaz az egyenléség.
n = k - ra feltételezziik, hogy
k k+1
(3-2V2) "agy1—(3-2-V2) =1

n = k + 1 - re bizonyitunk:

k+2

(3_2'\/§)k+1'ak+2_(3—2'\/§) "Qg4q =

=(3-2v2)" 6 agsr —a) —(3-2-v2)" -y =

k+1 k+2

=6-3-2V2)"" g -3-2V2) T - (3-2V2)" s

Ebben a kifejezésben eldallitunk egy olyan részletet, amiben az indukcios feltételt fel tudjuk
hasznalni, majd megvizsgaljuk a maradék tagokat:

(3-2V2)" a-3-2v2)" e+ (6-:3-2vD)" - (3-2VD)") s -
—(3—2-\/5)'”2-ak+1=1+ak+1'(3—2-\/§)k(6-(3—2'\/§)—1—(3—2-\/5)2)_ )

Ebben a kifejezésben:
2
6:-(3-2-v2)—-1-(3-2-V2) =18-12:V2-1-9+12:V2-8=0.

Ezért a (x) Osszefliggés értéke 1, ezzel az allitast belattuk n = k + 1- re, befejeztiik a teljes
indukcios bizonyitast.

15. Legyen a, a kovetkez6 modon definialt sorozat: a; = 18; a, = 48;a, = ap_1 - an—, han > 2.
Hany négyzetszam van a sorozatban?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2012/2013; haladok, I. kategoria, 2. fordulo
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Megoldas:

a, =2-3% a, =2*-3. A tovabbi tagokat a rekurzid szerint képezve mindig olyan szamokat
fogunk kapni, amelyben csak a 2 és 3 szerepel primtényezoként. Akkor kapunk négyzetszamot, ha
mindkét primszam kitevOje paros. A képzési szabaly miatt a 2-hatvanyok kitevdjének kettes
maradéka igy ismétlodik: 1; 0; 1; 1; 0; 1; 1; ..., tehat 3 szambdl allo perioddus: 1; 0; 1. A 3
kitevOinek kettes maradéka pedig igy ismétlédik: O; 1; 1; 0; 1; 1; , azaz szintén 3 szadmbol allo
peridodust kapunk: 0; 1; 1. Lathatéoan nem egyszerre lesz paros a 2 és a 3 kitevdje, tehat sohasem
kapunk négyzetszamot.

16. Két szamtani sorozat elsd tagja megegyezik. Az elsé sorozat egyik tagjanak a négyzete a masik
ugyanannyiadik tagjanak a négyzeténél 7-tel nagyobb, a megel6z6 tagok négyzeteinek a
kiilonbsége 343/64, a kovetkezd tagok négyzeteinek a kiilonbsége pedig 567/64.
Megallapithato-e ezekb6l az adatokbdl, hogy a sorozatok hanyadik tagjairél van sz6?
Megallapithat6-e a sorozatok valamilyen tovabbi adata?

OKTV 1968, altalanos tantervii osztalyok, 2. fordulo

Megoldas:

A két sorozat elsé tagjat jeloljik a-val, a differencidk legyenek d és D. A feladat feltételei
legyenek igazak az n-edik, (n + 1)-edik, (n + 2)-edik tagokra:

(a+nd)?>—-(a+nD)?>=7

343
(a+(m—1Dd)?—(a+ (n—1)D)* = T
567
(a+(m+1Dd)?—(a+ (n+1)D)* = <
Atrendezve:
2an(d — D) + n*(d®> = D?) = 7 (1D
343
2a(n—1)(d - D) + (n - DA - D?) == @)
567
2a(n+1)(d = D) + (n + (@ — D) = = )
A (2) és (3) szamtani kdzepébdl kivonjuk az (1) egyenletet:
(@ -p?) = @
64’
Ezt visszahelyettesitjiikk (1) és (2)-be:
7 (5)
— — n2—
2an(d — D) + 6471 7
7 343 (6)
- _ L h_1)2 =22
2a(n —1)(d D)+64(n 1) e
(5)-bél (6)-t kivonva :
7 105 (7)
Za(d—D) +6—4(27’l— 1) _6_4
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Ennek n-szeresét (5)-bol kivonva, majd rendezve:

7 105n
— (n2 _ 2 —7_
64(71 2n+n) =7 o

n®> —16n+ 64 = (n—8)? = 0.
Tehat n = 8, ezért a 8.9. 10. tagokrdl beszél a feladat.
Ezt az eredményt visszahelyettesitjiik a (7) egyenletbe:
a(d—D) =0.

d # D, mert a két sorozatnak nem minden tagja egyenld, ezért csak a = 0 Iehetséges. gy a két
sorozatot a, = (n — 1)d és A,, = (n — 1) D, alakban adhatjuk meg. Az (1); (2); és (3) egyenletek
négy ismeretlent tartalmaznak, ezért nem tudjuk mindegyik ismeretlent meghatarozni.

Az a és n meghatarozhat6 és azt tudjuk mondani, hogy d és D kozott fennall a (4) Gsszefiiggés.

17. Az ay,a4,a,, ... sorozatban a, természetes szam, és
Ani1 =+Jap,+1 (m =0,12,..).
Bizonyitsuk be, hogy a sorozatban van irracionalis szam.
OKTV 1973, szakositott matematika 1. tantervii osztalyok, 2. fordulo

Megoldas:

El8szor azt bizonyitjuk, hogy ha a természetes szam és va racionalis, akkor egész szam is. Indirekt
bizonyitast adunk. Tegyiik fel, hogy va = g, ahol b, ¢ relativ primek és ¢ # 1. ekkor négyzetre

emelés utan:

b? = ac?.
c # 1, ezért van primosztoja, legyen p az egyik. A fenti dsszefiiggés szerint p osztdja b?-nek is,
igy b-nek is. Ekkor b és ¢ nem lenne relativ prim, ezzel ellentmondasra jutottunk. Tehat va egész.
Most az eredeti allitast bizonyitjuk teljes indukcioval.
Tegyiik fel, hogy a, természetes szam és az a,,; = +/a, + 1 rekurzidval megadott mindegyik
szam racionalis, az el6bbi bizonyitasbol adédoan természetes szam. A sorozat egyik tagja sem lehet

1, mert akkor a kovetkezd v/2 lenne, ami irracionalis. Tehét a sorozat mindegyik tagja legalabb 2.
igy:

Uns1 =+ an + 1< Jan + a, = /2a, < a,.

Ez azt jelenti, hogy a sorozat monoton fogy. Ezzel ellentmondasra jutottunk, mert nincs végtelen
sok természetes szambol allo monoton fogyd sorozat. A feladat allitasat belattuk.
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18. Legyen a,, az 0sszes, a tizes szamrendszerben legfeljebb n jegyli nemnegativ egész szamok szama,
b, pedig ezek koziil azoknak a szama, amelyek tizes szamrendszerbeli alakjaban van 5-Os
szamjegy. Adjuk meg a,-et és b,, —et n fliggvényeként, valamint a

aTl

lim —
n—-oo n

hatarértéket.

OKTV 1977; 1. fordulo
Megoldas:

A legfeljebb n-jegyli nemnegativ szamok: 0; 1; ...; 10" — 1, tehat a, = 10™. Azokat a szamokat,
amelyekben van 5-0s szamjegy, ugy kapjuk meg, ha az Gsszes szambdl levonjuk azokat,
amelyekben nincs 5-6s. Legfeljebb n-jegyli szamokat vizsgalunk, ezért mindeniitt, a szam elején is
megenged;jiik a nullat. Most 5-0st nem hasznalunk, ezért minden helyiértéken 9-féle szamjegybol
valaszthatunk, igy 9™ a rossz esetek szama, azaz b, = 10™ — 9™ olyan nemnegativ szam van,
amelyben szerepel az 5-6s. Igy
R L 1
ill?oazr}’l?omn—‘an:g?ol_(i)":1—0=1
10

Felhasznaltuk, hogy lim,_,., g™ = 0, ha q olyan valos szam, amelyre |q| < 1.

19. Egy sorozatban a; = %, ap = Qp_1 + m ,han > 1. Allitsuk el6 a,-et n fiiggvényeként!
OKTV 1996/97; 1I. kategoria, 1. fordulo
Megoldas:
A képzési szabalyt hasznalva a; = % ; Ay = % ; Az = g ; ... Az a sejtésiink, hogy
n+1
=y

Ezt teljes indukcidval bizonyitjuk. n = 1-re igaz az allitas és tegyiik fel, hogy n — 1-re is mar
belattuk, hogy

_n
Tn+1

A rekurziv képzési szabaly és az indukcids feltétel miatt:

an-1

1 n 1 n-n+2)+1 (n+1)>
=t O N m+2) n+l i Dm+2) m+Dm+2) m+Dm+2)
n+1
Tht2’

amit bizonyitani akartunk.

20. Igaz-e, hogy a 7k + 3,k =0,1,2,... szamtani sorozatban végtelen sok palindrom szam van?
(Azokat a szamokat nevezziik palindrom szamoknak, amelyek tizes szamrendszerbeli alakjaban a
jegyeket forditott sorrendben felirva ugyanahhoz a szamhoz jutunk, pl. 123321.)

OKTV 2005/2006; 1II. kategoria, 1. fordulo
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Megoldas:

Azok a szamok, amelyeknek minden jegye egyenld, nyilvan palindrom szamok, ezért keressiik
ezek kozott a megfeleld szamokat. Az a kérdés, hogy a ¢ (1 + 10 + 102 + --- + 10%) alaka szamok
kozott milyen ¢ (1 < ¢ < 9 egész) esetében kapunk 7-tel osztva 3-t maradékul.

Az 1,11,111,1111,11111,111111, .... szdmok 7-es maradéka 1; 4; 6; 5; 2; 0, a maradékok
innentdl kezdve periodikusan ismétlddnek. Ha a maradék 1, akkor a c-t valasszuk 3-nak, ha 4; 6; 5;
2, akkor c¢ legyen 6; 4; 2; 5. Ekkor a ¢ (1 + 10 + 10% + --- + 10%) szdm 7-tel osztva 3-t ad
maradékul. A nulldhoz nem tudunk alkalmas c-t valasztani. Tehat ilyen modon végtelen sok
palindrom szamot kapunk.

21. Mutassuk meg, hogy ha aq,a,,as, ... tetszéleges pozitiv szamok, akkor Xi2;1/a; = oo és
Y21 a;/i? = oo koziil legalabb az egyik teljesiil. (Pozitiv ¢, ¢5, c3, ... szimok esetén Yi2; ¢; =
azt jelenti, hogy az s, =c; + ¢y + -+, 0Osszegek k novekedésével minden hataron tdl
ndnek.)

OKTV 2008/2009; III. kategoria, 2. fordulo
Megoldas:

A feladatot indirekt moédon bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy van olyan T szam, hogy minden k
természetes szamra:

—+ +- + <Tesa1+ +- + <T

a az

A szamtani és a mértani kozép kozotti egyenlStlenség alapjan:

1 1+ai>> 1 ai_ 1_
a; i)~ Ja; 2 Jiz

Ezt i = 1-t6l k-ig Osszegezziik és felhasznaljuk az indirekt feltételt:
1 1,1 1

1 1
1 T+ < —( bbb — a2t )<T.
+2+ k= 2\a; a, ay hry k2

Ismert, hogy az 1 + % + +% harmonikus sor minden hataron tal né, tehat elég nagy k-ra az
0sszeg nagyobb lesz T-nél. Ellentmondasra jutottunk, ezzel bizonyitottuk a feladat allitasat.
Megjegyzés:

A harmonikus sor értékének becslése:

1 /1 1, 1 1 1 1 1 1
143 +<3+4>+<§+8+7+8>+"'+<2r+1+"'+2r+1>>
>1+1+2-1+---+2T- =1+(r+1)-1=r+3.
2" %% 2r+1 27 2

Ez pedig r novekedésével tetszélegesen nagy értéket felvehet.

22. Hatarozzuk megaz S =1-2+1-3+--+1-n+2-3+--+2-n+ -+ (n— 1)n dsszeget.

., Ki miben tudos? " vetélkedd 1964, elédontd feladata
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Megoldas:

Csoportositsuk a tagokat, egy csoportba keriilnek azok a tagok, amelyekben az elsé tényezd
azonos:

S=[1-2+1-34++1-n]+[2:34++2'n]++Mm—-Dn=
S=1-Q2+3++n+2-CB+4++n)+--+k-[(k+1D)+(k+2)+ - +n]+-

Egy ilyen csoport dsszege:

k'[(k+1)+(k+z)+...+n]:k_(n—k)(n+k+1).

2
Az S Gsszeg igy alakul:
1 n—-1)(n+2) 2-n-2)n+3) 3-n—-3)(n+4)
S = + + +
2 2 2
nmn-3)'3:-2n-2) n-2)2:2n—-1) (n—-1:1-2n
+ > + > + > :

Lathatéan parba allithatoak a tagok ugy, hogy két-két azonos tényezd legyen benniik. Ezért a
szamtani sorozat 0sszegképletének levezetésénél hasznalt médszerrel:

1'-n—-1DBn+2) 2-n—-2)Bn+2) 3-n-3)Bn+2)
= + + +
2 2 2
k-(n—k)(Bn+2)
+ > +
m-3)'3:-Bn+2) n—-2)'2-3n+2) (n—-1)-1-Bn+2)
+ > + > + > =

28

_3n+2
)

_3n+2
)

Felhasznaljuk az elsé (n — 1) szam illetve négyzetszam Gsszegére vonatkozo Osszefliggést:

_3n+2_ _(n—l)-n m-1D'n-2n-1) B
-T2 (” 2 6 )_

n—1+2n—44+3n—-9++nk—-k*++m-Dn-n-1>%) =

3n+2

n-(1+24+Mn-1) - (12422 + - (n—1)2).

28

BGn+2) (n—-1)'n nmn-1)'n-m+1)-Bn+2)
= = -(Bn—-2n+1) = 3 :

Tehat

_(n—l)-n-(n+1)-(3n+2)

S 24

23. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges adott n természetes szamhoz megadhato végtelen sok 2-hatvany
ugy, hogy ezek koziil barmely kettdnek a kiilonbsége oszthato n-nel.

., Ki miben tudos? ” vetélkedé 1966, dontd feladata

Megoldas:

Ha a 21,2223, .. 2k hatvanyokat n-nel elosztjuk, akkor a 0,1,2,...,(n—1) szamok
valamelyike lehet a maradék. A 2- hatvanyok szama végtelen, ezért a skatulya-elv szerint van
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olyan maradék, amely n-nel osztva végtelen sok hatvanynal fordul el6. E hatvanyok koziil barmely
kett6 kiilonbsége oszthatd n-nel.

24. Legyen

ahol n pozitiv egész szam. Bizonyitsuk be, hogy az
A, 24,44, ..., 2FA, ...
sorozatban van egész szam.
A keésobb Kiirschak Jozsefrdl elnevezett verseny 1934.¢évi 1. feladata

Megoldas:
A tortet bovitsika 2-4-6-...- 2n szorzattal:

_1-2-3-4-5-...-(2n—1)-2n_ (2n)! 1 (Zn)!_ 1 <2n>
- (2-4-6-...-2n)? T 22npi2 T 2n pr.pl o 22 \n )

(21?) egész szam, azt adja meg, hogy 2n kiillonb6zé elembdl hanyféle moédon tudunk n elemet

kivalasztani ugy, hogy a kivalasztas sorrendje nem szamit.
fgy 2™ - A egész szam.

25. Az ay = 1, ay, as, ... természetes szamok végtelen sorozataban
ax<1l+a;+a;+ +ax,

minden k > 1 értékre teljesiil. Bebizonyitando, hogy minden természetes szam felirhaté ebbdl a
sorozatbol kivalasztott szamok Osszegeként (vagy pedig eléfordul a sorozatban).

A Kiirschak Jozsef Matematikai Tanuloverseny 1960.évi 2. feladata

Megjegyzés: A zardjeles toldalék felesleges akkor, ha egytagl 6sszeget is lehetségesnek tartunk. A
megoldasban szerepl6 0sszegek igy értendok.

Megoldas:

Azt fogjuk bizonyitani, hogy az a4, a,, ..., a; szamok segitségével minden olyan n szam felirhato a
feladat feltételei szerint, amelyre 0 <n < aq; +a, + -+ ay.

A bizonyitashoz k-ra vonatkoz6 teles indukciot hasznalunk:
k = 1 esetén a; = 1. Ekkor n = 1 = a; megfeleld feliras.

Tegylik fel, hogy k — 1-re (k > 1) igaz az allitas, tehat minden 0 és 1 + a; + a, + -+ + a;_1 kozé
es6 szam felirhato alkalmas a; szamok dsszegeként.

Bizonyitunk k-ra:

HaO0<n<a;+a,+ -+ ag_q, akkor mar az a, a,, ..., ay_, szamok is elegendéek az indukcids
feltétel szerint.

Ha1+a1+a2+---+ak_1SnSa1+a2+---+ak,akkor0Sn—akSa1+a2+---+ak_1.
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Ekkor, ha 0 = n — a;, akkor az n = q;, feliras megfeleld. Kiilonben n — a; az indukcios feltétel
miatt felirhatdé az aq,a,, ..., a;_q szamokbdl alkalmasan valasztott Osszeg formajaban. Ehhez
hozzaadva az a; szamot, megkapjuk az n egy lehetséges felirasat.

Teljes indukcioval belattuk a feladat allitasat.

26. Bizonyitand6, hogy nincs olyan, természetes szamokbdl allo végtelen sorozat, amelynek nem
minden eleme egyenld, s amelynek minden eleme (a masodiktol kezdve) a két szomszédos elem
. . . . " b
harmonikus kézepe ( a és b harmonikus kozepe zi—b) .
A Kiirschak Jozsef Matematikai Tanuloverseny 1968.évi 1. feladata

I. Megoldas:

2hihs

Ha a sorozat els6 két eleme h; és h,, akkor a képzési szabaly alapjan h, = h , amibol
1 3
atrendezéssel
2 1 N 1 1 2 1 2hy—h, B hyhy
_——=— —_ - ——= = — —1 = ——G
h, hy hs hs h, hy hyhy 37 2h, — h,
Hasonl6an szamolva
hyh
hy = 21
3h, — 2h,

Az a sejtésiink, hogy

hahy

h, = = Dh— (=D’ ahol n > 3 természetes szam.

Ezt az allitast teljes indukcioval tudjuk bizonyitani.
n = 3-ra igaz az allitas.
k < n-re (n > 3 )feltételezziik, hogy igaz az éllitas:

~ hohy
(k= Dhy — (k — 2)h,

hy

n = k + 1-re bizonyitunk. A harmonikus kdzép igy is kifejezhet6:

2 1 + 1 1 2 1
— = = = — —
hie M1 Pieys Pivr M gy

Az indukcios feltételt felhasznalva:

1 2(k=Dhy =20k =2k, (k= 2)hy = (k=3)h, _

hisr hzhy hahy
_ @k—-2-k+2)hy — 2k —4—k+3)h; khy—(k—1Dh
hahy hahy '
Reciprokot véve:
hyhy

hyg+1 = )
k17 khy — (k — Dhy
ezzel sejtésiinket belattuk.
A sorozat n-edik elemét igy is irhatjuk:
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- hohy
" (n=1D(hy —hy) +hy

Ha h; = h,, akkor a sorozat minden eleme h;-gyel egyenld, amit a feladat szovege kizar.

Ha h; # h,, akkor a szamlalé nem nulla allandd, a nevezd pedig tetsz6legesen nagy lehet. igy elég
nagy n-re a sorozat eleme 1-nél kisebb lesz, tehat nem lehet természetes szam. Ezzel belattuk a
feladat allitasat.

II. Megoldas:
A feladat feltételébol kovetkezik, hogy

1 1
1 Ry R
hy, 2

Ez azt jelenti, hogy a sorozat elemeinek reciprokaibol képzett sorozat szamtani sorozat. A
természetes szamok reciprokai a [0,1] intervallumba esnek. Ha a szamtani sorozat nem allando,
pozitiv tagokbol all, akkor lesz tetszélegesen nagy eleme, ami ellent mond annak, hogy minden
eleme egy adott intervallumhoz tartozik.

27. Mennyivel egyenl6 n, ha [:VT] + [:VE] + [:Vg] + -+ [W] =2n?
(Az [x] az x szam egészrészét jeloli.)
(A) 29 (B)33 (c)41 (D) 49 (E)53
Gordiusz Matematika Tesztverseny 2008; 12. osztély, orszagos forduld

I. Megoldas:

Tudjuk, hogy a Gordiusz Matematika Tesztversenyen csak egy jo megoldas van. helyettesitsiik be a
megadott értékeket. A szamolasnal kihasznaljuk, hogy ha k3 <i < (k+1)% (i,k természetes

szamok), akkor [V/i] = k. A 33-mal szamolva:
[V1] + [V2] + [V3] + -+ + [V8] + - + [V27] + - + [V/33] =
=7-1+19-2+7-3=66=2-33,
tehat ez j6 megoldas, ezért a helyes valasz a B.
II. Megoldas:
Most nem hasznaljuk ki, hogy 6t lehet6ség koziil kell megtalalnunk a jo valaszt.

Legyen k3 < n < (k + 1)3 alkalmas k természetes szamra. Ekkor
s =[V1] + [V2] + [¥3] + -+ [¥n] =
=1-(22-13)+2-3F-2D++k-D-K-k-1DN+k-(n+1-k3) =
=-13-22-33—.—(k-13+k-Dk3+k-(n+1-£k3) =
=13-22-33 -~ (k—1D3*-k3+k(n+1)

Felhasznaljuk a kobszamok 0sszegére vonatkozo dsszefliggést:
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k(k + 1))2

S=k(n+1)—< 5

Azt keressiik, hogy milyen n-re lesz:

2
k(k+1
k(n+1) - <%) = 2n,
2
k(k+1
n.(k_z):<¥) k
2
Ha k = 2, akkor a baloldal 0, a jobb oldal 7, tehat nincs megfeleld n.
Ha k + 2, akkor:
k(k + D)
_( 2 ) k2 + D2 - 4k .
" k=2 T 4ak-2 M
Az igy kapott értéknek a

2 2 _
pa < U+ D2 — 4k
4(k—2)

<(k+1)3 (2)

feltételt teljesitenie kell.
Behelyettesitéssel lathato, hogy k = 1-re nem teljesiil az egyenlétlenség, k = 3-ra igen.
Ha k > 4, akkor csak az els6 egyenldtlenséget vizsgalva:
4k3(k —2) < k2(k +1)% — 4k
4k* — 8k3 < k* + 2k3 + k? — 4k
3k3+4 <10k* +k
feltételnek kellene teljesiilnie, de k = 4 esetén
3k3 +4 > 3k® =3k -k? > 12k? > 11k? = 10k? + k? > 10k? + k.

fgy csak k = 3 esetén kapunk megoldast. Ekkor a (2) egyenl6tlenség masik oldala is teljesiil. Az
(1) Osszefliggés alapjan n = 33, azaz a (B) valasz a helyes.

28. Jelolje {a,} azon pozitiv egész szamok novekvé sorozatat, melyek 7-tel osztva 5 maradékot
adnak, {b,} azon pozitiv egész szamok novekvd sorozatat, melyek 5-tel osztva 4 maradékot
adnak! Mindkét sorozat elsé eleme legyen a lehetd legkisebb! Az {a,,} sorozat els6 n elemének az
Osszegét jeldlje H,,, a {b,} sorozat elsé n elemének az dsszegét jeldlje O,,! Mennyi n értéke, ha

Hy 32
0, 23°
(4) 9 (B)18 (c) 27 (D) 81 (E) Nincs ilyen n.

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2010; 12. osztaly, megyei fordulo

Megoldas:

Mindkét sorozat elemei szamtani sorozatot alkotnak. Az adott feltételekkel
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ay=5a,="m—-2; b;=4;b,=5n—1
A szamtani sorozat 0sszegképlete alapjan:

_(5+7n—2)-n_(7n+3)-n.

n 2 2 ]
4+5n—-1)'n Gn+3)'n
n= ) = > .

Azt keressiik, hogy mikor lesz
H, 7n+3 32

0, 5n+3 23

Az egyenletet megoldva n = 27 adodik, tehat (C) a jo valasz.

29. Egy szamsorozatot a kdvetkezéképpen értelmeziink:

Xn-1+1
Xo=4a, Xx;=D>b, xn=’;—1,han=2;3;4;...
n-2

1
1 O = —-— & = —-— ‘7
Mennyivel egyenld az x,411, ha a 5011 &8 b 010
1 (D) 2010 (E)2011
A) —— B) ———
4) 2011 (B) 2010
Gordiusz Matematika Tesztverseny 2011; 12. osztaly, orszagos fordulo
Megoldas:

A sorozat elsé néhany tagjat felirjuk:

b+1

b+1 2 t1 a+b+1
x2: ; x3: = ;
a b ab
a+b+1
b tl a+b+1+ab (a+1D)B+1) a+1
=TT px¥1 T pb+D . bb+D b
a
a+1
b +1_(a+b+1)ab_ . _a+1_b
STa+b+1 blatb+D) & T ax1 P
ab b
Lathatd, hogy a sorozat tagjai periodikusan ismétlédnek, a periddus hossza 4, ezért

1
X2011 = X1 = m

A helyes valasz: 4.
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30. Vizsgaljuk meg az 1,%,%, ...,%, ... sorozatot. Vegylk a szomszédos elemek kiilonbségét, az alabbi

modon egy kiilonbségi haromszdget allitsunk elo:

1 L L
2
1 1 1
2 "6 12
1 1
3 12
1 1
T4 20
1
5
1
6

Forgassuk el a tablazatot 60°-al ugy hogy az 1-es szam keriiljon a haromszog csucsaba. és hagyjuk

el az elgjeleket.

1
1
1
3
1
4 12
1 1 1
5 20 30
1 1 1
6 30 60

Ezutan minden sor minden elemét osszuk el az illetd sor szélén alld szdmmal és vegyiik az

eredmény reciprokat.

1

1
60
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1 1
20 30
60
1
60

1
4
1 1
20 5
1
30

N~

1
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Bizonyitsuk be, hogy ekkor a Pascal-haromszoget kapjuk

1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

D.O.Skljarszkij — N. N. Csencov — 1. M. Jaglom:
Valogatott feladatok és tételek az elemi matematika koréebdl

Aritmetika és algebra, 320. feladat

A Pascal-haromszog a binomialis egyiitthatokat tartalmazza. Ha a sorokat 0-t6l, a sorokon beliil az
elemeket is 0-t6l kezdjiik szamozni, akkor a Pascal-haromszog n-edik soranak k-adik eleme

ck = (Z) A kiindulasi szamainkban szeretnénk ezt felfedezni:

1 1 1 1
c? 2¢t 3¢ 4¢3

1 1 1

2C7 3C; 4C2

1 1
3¢ 4C}
1
4Cy

Ezt a tulajdonsagot teljes indukcioval igazoljuk. Az elsd sorban igaz az eldallitas

Feltételezziik, hogy a k-adik sorban 1év6 elemek:

1 1 1 1
o o .t — = .
“(k+1DC ~(k+2)Cl,, (k+DC1, — (k+i+DCL,,

Ekkor a (k + 1)-edik sorban 1év6 elemeket igy szamoljuk ki:
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1 1 !
+ < ; i ) B J A -
(k+i+ 1)Ck+l (k + l)Ck+l 1 (k+i+1) (k, +kl,) (k + 1) ((I:j i)! .1]2!!

. il k! (i—1!-k! . iG—D! k= (k+i+ D — Dk
__<(k+i+1)!_ (k + 0)! )_ ( (k+i+1)! )_
_+(—k—1)(i—1)!-k!__(k+1)(i—1)!-k!__ k+DIGE-1!
T (k+i+ D! =+ (k+i+ D! _+(k+i+1)(k+i)!_

1 1

=7 =7 :
(k+i+D(F) +i+ DT
Ez a képzési szabaly 6roklddését jelenti a (k + 1)-edik sorra.

Ha elvégezziik a feladatban szerepld atalakitasokat, akkor valoban a megfeleld CF binomialis
egylitthatokat tartalmazo Pascal-haromszoget kapjuk.
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