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Matematikai jatékok ésaz aranymetszés

Az eléadasban és ebben az irasos ismertetében is néhany matematikai jatékot kivanok
bemutatni. Koztik olyanokat is, amelyek szoros kapcsolatban vannak a Fibonacci-szamokkal
és az aranymetszéssel.

El6szor két olyan jaték-part mutatok be, amelyekben ha egy kicsit vatoztatunk a feltételeken,
akkor a megoldéas modja és nehézsege is jelentésen megvatozik.

I/a Van egy 10 kavicsbdl all6 halmazunk. Egy |épés abbdl all, hogy a halmazt két részre
bontjak. Ketten felvaltva lépnek. Az veszit, aki a megengedett |épést mar nem tudja
elvégezni, tehat az nyer, aki csupa egy kavicsbdl allé halmazt € tudja érni.

Minden |épésnél eggyel né a hamazok szama, tehdt mindig 9 osztés utén ér véget ajéték.
Az elsd, a3., és sorban minden pératlanodik osztast, igy a 9-ediket is a Kezdé végzi tehédt a
Kezdo nyer.

M egj egyzés:
Teljesen mindegy hogy az egyes halmokat mekkor a részekre osztjak a jatékosok. Mindig a
Kezdd nyer, nemtudja elrontani a |épéseit.

I/b Van egy m kavicsbdl al6 halmazunk. Egy I1épés abbdl all, hogy a halmazt két részre
bontjak. Ketten felvaltva lépnek. Az veszit, aki a megengedett |épést mar nem tudja
elvégezni, tehat az nyer, aki csupa egy kavicsbdl allé halmazt el tudja érni.

Minden |épésnél eggyel né ahalmazok szédma, tehat mindig m-1 osztés utan ér véget ajaték.
Az elsf, a3., és sorban minden pératlanodik osztést a Kezdo végzi.

Tehét ham péros, akkor az m-1-edik, tehat utolso osztast Kezdo végzi ezért 6 nyer. r.

Ham paratlan akkor az utolso osztést Masodik végzi.

I/c Van egy m kavicsbdl allé halmazunk. Egy 1épés abbdl all, hogy egy halmazt két nem
egyenld részre bont a soron kovetkezé. K etten felvaltva lépnek. Az veszit, aki a
megengedett 1épést mar nem tudja elvégezni. (Ez azt jelenti, hogy csak 1 vagy 2
kavicsbdl all6 halmazaink vannak.)

m=1 és m= 2 esetén Kezdo veszit, mert mar az el so 1épést sem tudja megtenni.

m= 3 esetén Kezd6 tud nyerni, mert 1-2 bontast végez, és ezzel befejezddik ajaték.

m = 4 estén Kezd6 csak 1-3 bontast végezhet, amelybsl Masodik 1-2- 1 bontassal nyer.
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Ha valamely m> 4 esetén Masodik tud nyerni, akkor m+1 és n+2 esetén Kezddnek van nyerd
stratégidja, hiszen 1-mill. 2-m bontassal olyan helyzetet hoz |étre, amelybdl a lépni
kovetkezs, tehdt Masodik veszit. (*)

Eszerint m= 5 és m =6 esetén Kezdj nyer.

m=7 esetén Kezd6 haromféleképp kezdhet. 1-6 és 2-5 bontéssal az el6z6 pont szerint veszté
helyzetbe kerll. Kezdé 3-4 bontasana Masodik 1-2-4-re bont. Ezutdn Kezdo csak 1-2-1-3-at
tud bontani, amibsl Masodik 1-2-1-1-2 bontassal nyer.

m= 8 ésm =9 esetén Kezd6 (*) szerint nyerni tud.

m = 10 esetén Kezd6 szintén hdromfél eképp kezdhet. 1-9 és 2-8 bontéssal az €l6z6 pont
szerint veszt6 helyzetbe kertl. Kezd6 4-6 bontésand Mésodik 4-2-4-re bont. Ezutan amit
Kezdé csindl az egyik 4-es halommal, Mésodik azt utanozza a masikkal, ezért 6 nem veszit..
Mivel ajatek véges sok |épésben befejezédik ezért Masodik nyer.

m= 11 ésm =12 esetén Kezd6 ismét (*) szerint nyerni tud.

Itt mar sgjiteni lehet egy szabdlyossagot: m= 1, 2 és minden m=3k +1 alakl szamra Masodik
nyer, atdbbi szamra Kezdé.

Sgjnos ez nem igaz.

Mé& 13-ra sem miikodik. Itt a sejtéstol eltéréen Kezdé tud nyerni.

Kezdé 5-8 bontassal kezd.

Masodik 5-1-7 bontéséra Kezd6 1-4-7-1 bontassal két nyeré halmazt hoz | étre.

Masodik 5-2-6 bontasara Kezd6 5-2-1-5-re bont és ,, uténzéssal”

Masodik 5-3-5 bontésara Kezdé szintén 5-2-1-5-re bont.

Masodik 4-1-8 bontéséra Kezdé szinté 4-1-7-1 bontéssal nyer.

Masodik 2-3-8 bontéséra Kezdé 6-2-2-3 bontassal valaszol.
Erre Masodiknak hdromféle vdlasza lehet, de mindegyikre van Kezdének nyer6 bontéasa:
4-2-2-2-3b 4-2-2-2-1, 5-1-2-2-3b 3-2-1-2-3, 6-2-2-1 b 4-2-2-2-1.

M egj egyzések

Ha nem kotjuk ki, hogy kilonb6z6 részekre kell bontani a halmazt, akkor ajéték igen konnya,
ill. nem isigazan érdekes, mert barmilyen jaték esetén a kezdetben kedvezé helyzetii jatékos
nyer.

Az aléaszolag kis nehezités, hogy nem lehet két egyenl 6 részre bontani a halmokat, teljesen
megvaltoztatja ajatékot. Olyannyira, hogy tetszéleges m-re az altalanos megoldas nem is
ismert.

m=1, 2, 4,7, 10, 20, 23, 26 esetén Masodik nyer, de akdvetkezé Mésodik szamara kedvezo
m értékek mér joval nagyobbak: 50, 53, 270, 273, 276, ...

m = 2%%-ig 6sszesen 42 Mésodik szaméra kedvezd helyzet ismert.

II/a Ketten felvaltva mondanak egész szamokat. Az elsé 1-gyel kezd, a masodik ezt megnovel heti
1-gye vagy 2-vel, ésigy tovabb: akovetkezé jatékos mindig legaldbb 1-gyel, de legfeljebb
az el6zoleg elért szam kétszer esével ndvelheti az eddig elért szamot. Az nyer, aki a 100-at
eléri. Ki tud nyerni, a Kezdé vagy a Masodik? Milyen szamokat kell sorban mondani
annak, aki nyerni tud?
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Haladjunk visszafelé! Ha X 33-at tud mondani, akkor nyer, mert améasik: Y még nem
tudja elérni a 100-at, de legalabb 34-et kell mondania, és ekkor X mér tud 100-at
mondani.

Visszafelé haladva: aki 10-et mond, az tudja elérni a 33-at. Aki 3-at mond az tudja el érni
a10-et. Tehat amésodik nyer, és akezdé 1-es szama utan rendre a 3, 10, 33, 100
szamokat mondja.

I1/b Ketten felvaltva mondanak egész szamokat. Az elso 1-gyel kezd, a masodik ezt

megnovelheti 1-gyd vagy 2-vel, ésigy tovabb: akovetkezo jatékos mindig legalabb 1-gyel,
delegfeljebb az el6zéleg elért szam kétszer esével novelheti az eddig elért szamot. Az nyer,
aki egy adott m szamot € tud érni. Vizsgaljuk, meg, hogy kilénb6zé m értékekné ki tud
nyerni, a Kezdé vagy a Masodik?

Most is gyiijtsik 6ssze azokat a szamokat, amelyeket a Kezdé ill. aMasodik biztosan,
(tehat amasik |1épéseitdl flggetlendl) € tud érni, ésjel6ljik ezek halmazét K-val és M-
mel!

A Kezdo az elso |épésben csak 1-et mondhat. Masodik erre mar 2-t vagy 3-at is mondhat.
Fuggetlendl attdl, hogy Méasodik mit mondott, a Kezd6 a masodik |épésben mondhat 4-€t,
5-6t, vagy 6-ot. Ennél nagyobbat mér nem biztos, hiszen haa Masodik 2-t mondott, akkor
aKezdé 6-nal nagyobb szamot nem mondhat.

Masodik a 2. |épésében mar az eddigi szdmokat nem biztos, hogy mondhatja, de 7-et mar
biztosan mondhat, fliggetlendl attdl, hogy Kezd6 4-et, 5-6t, vagy 6-ot mondott. 7-t6l
meddig terjedhetnek azok a szamok, amelyeket Mésodik a 2. |épésben mondhat. A felso
hatért Kezdo el6z6 |1épésének legkisebb |ehetséges értéke hatédrozza meg. Hakezd6 az
el6z6 |épésében 4-et mondott, akkor Mésodik 2. szamalegfeljebb 4 +2-4 =3-4=12
lehet.

Ezzel mar djutottunk a két halmaz fel épitésének mbdszeréhez. Foglaljuk tablazatba, hogy
az egyes | épésekben milyen szamokat mondhat ki biztosan Kezd6 és Masodik!

L épésszam: Kezdé biztosan Kezdé Masodik Masodik
mondhatja: szamainak biztosan szamainak
szama mondhatja szama
1. 1 1 2,3 2
2. 4,5,6 3 7,809, ...,12 6
3. 13,14, ..., 21 9 22,23,...,39 18
4. 40,41, ..., 66 27 67, 68, ..., 120 54
5. 121,122, ... 201 81 202, 203, ..., 363 162
n. 3 2-3"

Ebbél atablézatbdl mar m< 363 esetén meg tudjuk &lapitani, hogy az m célszamot Kezdb vagy
Masodik tudjaelérni. Egy adott m érték esetén az el6z6 nyerészamot az a legnagyobb k szam
ém-1
g 3

szabdllyal kaphatjuk az egyre kisebb nyerészamokat. A téblazat képzési szabalyabol |&thatd, hogy

adja, amelynek hdromszorosa még kisebb m-nél. (Képl ettel: k= E ) Ugyanezzel a
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az mindig az adott oszlopban (halmazban) marad. Pl. az €l6z6 feladat m= 100 célszdma a
Masodik atal biztosan kimondhatd szamok hal mazaban van, tehat, mint |attuk, a masodik tud
nyerni a nyerészamok visszafelé haladva: ng_-lg =33 €33-10_ 10, gloTlE =3.

§ 3 0 &3 H

Tdjesindukcioval belathatjuk, hogy az n-edik |épéshen Kezd biztosan mondhatja a

-1
3121 312+1 31;3, 2>{3“—23‘3 szdmokat. Ezek szama 3™

Masodik biztosan mondhatja a

1 1 1 1
28 j 128 j 28 j +3, 3H2 3 amokat. Ezek szama2- 3

31 3.3

Ebbél pl. haaz m=10 000 célszamot akarjuk elérni, akkor a £10000 £

egyenl 6tlenségbél |athatjuk, hogy ennek megoldasa n=9, ezért a10 000 atablazat 9-edik

9_ 9_ _
¥-1 100002033

sordban szerepel, tehat az  n= 9. |épésben tudjuk elérni. Mivel
ezért a10 000 aKezdé altal biztosan kimondhat6 szamok kdzott szerepel, tehét ezt a Kezdé tudja
elérni. Visszafelé haladva az

_,:333 _,:]m _,:SD ,:m s _,:]3 _,:4 ~ =]
g3l &E3H &3H E3H &3H E3H &3H &3

szamok kimondésaval.

M egjegyzés

Természetesen mindkét fent jatékunkndl jétszhatunk forditott sorrendben is, gy hogy 100, ill. m
kavicshdl vesziink el elszor 1, masodszor 1 vagy 2 kavicsot, és atovabbiakban mindig legfeljebb az
Osszesen addig e vett kavicsoknak a kétszeresét Iehet elvenni. Az nyer, aki az utolsd kavicsot elveszi.

M ddositsuk most egy kicsit ezt ajatékot isugy, hogy a masodik |épéstél nem az 6sszes addig
elvett kavicsok kétszeresét, hanem csak az utolso |épéshen elvett kavicsok kétszer esét |ehet
elvenni. Ez akis modositas most isteljesen megvaltoztatja afeladatot.

[I/c Az asztalon van m (>1) kavics. Ezekbél ketten felvaltva vesznek el. Elsé |épésben K ezdé
akarhany kavicsot elvehet, de nem veheti e mindet. Ezutan miden jatékos legfeljebb
kétszer annyi kavicsot vehet el, mint amennyit a partner az el6z6 |épésben elvett. Az
nyer, aki az utolsd kavicsot eveszi. Milyen m esetén tud nyerni a Kezdé, ill. a M asodik?

Nézzik meg néhany m-re ki tud nyerni. A nyer6 |épést vastag bettivel irjuk.
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Az asztalon Kezdb Masodik | Kezdé | Mésodik | Kezdd | Méasodik | Kezdd
van elvesz elvesz evesz | elvesz evesz | elvesz elvesz
m
2- M. nyer 1 1
3 — M. nyer 1 2
2 1
4 - K. nyer 1 1 2
2 1
5 M. nyer 1 1 1 2
2 1
2 3
3 2
4 1
6 — K. nyer 1 1 1 1 2
2 1
2 3
7 —K. nyer 2 1 1 1 2
2 1
2 3
3 2
4 1
8 - M. nyer 1 2 1 1 1 2
2 1
2 3
3 2
4 1
2 1 1 1 1 2
2 1
2 3
3 5
4
5 4
6 3
7 2
8 1
9 —K. nyer 1 1 2 1 1 1 2
2 1
2 3
3 2
4 1
2 1 1 1 1 2
2 1
2 3

Azt |&juk, hogy hakezdetben 2, 3, 5 vagy 8 kavics van az asztalon, akkor Méasodik nyer.
4,6, 7,9 kavicsnal aKezds.

A 2, 3,5, 8 szamok ismerések. Ezek a Fibonacci-szamok. Ahhoz, hogy be tudjuk Iétni, hogy
Fibonacci-szdmok esetén Méasodik nyer, nézziink néhany tételt ezekre a szamokra.
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Az f1=1, f,=1, f, = fr1 + fro, han>3, rekurzidval megadott sorozatot szokéas Fibonacci-
sorozatnak nevezni. Mi atovabbiakban kilonbz6 Fibonacci-szamokat akarunk szerepeltetni,
és a sorozatban az els6 két elem megegyezik, ezért a szokasostol eltéréen a tovabbiakban az
els6 1-est elhagyvaaz

f]_:l, f2:2, f3 :3, f4:5, f5:8, f6 :13, f7:21, f8:34, f9:55,

sorozatot fogjuk hasznélni, ebben afeladatban a Fibonacci-sorozatnak ezt szamozasat
alkamazzuk.

El6sz6r megmutatjuk, hogy a Fibonacci-szamokr a teljesil akovetkezé dlités:

Minden n>3-ra
fn_l < 2(fn _fn_l) = 2fn_2 (* )

Val éban fn_l = fn_z +fn_3 < 2fn_2 = 2(fn _fn_l).

A tovébbiakban megmutatjuk, hogy minden pozitiv egész szam felirhato kil 6nbdzé
Fibonacci-szamok Osszegeként.

Ha n Fibonacci-szam akkor n egytagu dsszegként irhato fel.

Ha n nem Fibonacci-szam akkor legyen f, alegnagyobb olyan Fibonacci-szam amely kisebb
n-nél, azaz fy<n < fiy. fx lesz az n-t el6allito sszeg els6 tagja. Mi lesz a kdvetkezo tag?

Ezutén az n- f, szamot fogjuk felirni Fibonacci-szamok dsszegeként. L ehetséges-e hogy
ebben f, Ujraszerepel? Ez nem lehet, mert a Fibonacci szamok definicidja szerint fi. =fi+fi1,
den < fi.1, ezért n- f, <fi.1. Tehat nemcsak f, nem szerepelhet atovabbi tagok kozoétt, hanem
még fi.; sem.

Ezt az elj&rést folytatva a n szam felirhat6 olyan kil énb6z6 Fibonacci-szamok dsszegkeént,
amely 6sszegben nem szerepel nek szomszédos Fibonacci-szamok sem.

Példaul az 50 felirasahoz a fentiek szerint eljutunk a kdvetkezs modon:

50 nem Fibonacci-szam, az 6t kozvetlenul megel 6z6 Fibonacci-szam a 34, ezért ez lesz
az Osszeg €ls6 tagja

50-34=16 sem Fibonacci-szam, a 16-ot megel 6z6 Fibonacci-szam a 13, ez lesz a
kovetkezo tag.

16-13=3, ez Fibonacci-szam, ezért ez lesz a kodvetkezs, és egyben utolso tag.
Tehd 50=34+ 16 + 3.
Mésként50=1-34+0- 21+1-13+0-8+0-5+1-3+0-2+0-1

Ez afelirés nagyon hasonlit a 2-es szamrendszerhez, ezért ha ezt atirjuk
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50 = 10100100«
alakba, akkor ezt tekinthetjik a szam Fibonacci-szamrendszer ben felirt alakjanak.

A fenti konstrukcios bizonyitas megmutatta, hogy minden szamnak |étezik ilyen Fibonacci-
szamrendszerben felirt alakja, vagy roviden Fibonacci-alakja.

(**)  Tetszéleges n szdm Fibonacci-alakja csak 0 és 1 szamjegyeket tartalmaz, 1-essel
kezdédik, és nincs benne ké szomszédos 1-es.

Nyilvanval 6 akérdés. egyértelmii-e ez afeliras? Azaz |ehetséges-e egy n szamnak kétféle
Fibonacci-alakja?

Megmutatjuk, hogy a Fibonacci-alak egyértelmt.
Elétte teljes indukcidval belétjuk akovetkezé segédtételt:

A legkisebb k jegyii Fibonacci-alak nagyobb, mint a legnagyobb k-1 jegyii Fibonacci-
alak.
Megmuitatjuk, hogy pontosan 1-gyel kisebb.
Hak péros akkor
fk -1= fk_1+ fk_3 + fk_5 + ... +f1, (1)
vagy hak péaratlan, akkor
fk -1= fk_1+ fk_3 + fk_5 +... +f2. (2)

k=2-—reaz dlitésigaz, mert f, -1 =3,
k=3 —aaz dlitdsigaz, mert f3 -1 =1,
k=4-—reazdlitésigaz, mert f; -1 =13+ f, -1 = fa+ fy,
k=5—eazdlitdsigaz, mert f5 -1 =1, + f3 -1 =14+ f,

Tegytk fel, hogy az (1.) és (2) dlitésigaz vaamely paros k >2- ig minden szamral
Megmutatjuk, hogy az dlitasigaz k+1-reis, azaz fu1 -1= e+ fio+fia+... + 2.
fur= fi+ fiep és az indukcio-feltevés szerint fi; -1 =fio+ fia+ ... +2.

Ezekbol kdvetkezik, hogy fuy -1 = fi+ fuo+ fig+ ...+ .

Tehét egy k paros szdm utén igaz a kovetkezo pératlan szamra.
Ugyanigy lathat6 be, hogy egy paratlan szam utan igaz a kovetkez6 parosra.

Vizsgdjuk meg, hogy |ehetséges-e hogy egy n pozitiv egész szamnak van kétféle Fibonacci-
alakja?

Az el6z6 tétellink szerint az egyik feliras nem lehet tébb jegyii, mint amésik, mert atdbb
jegyt szam nagyobb.

Lehet-e két egyarant mjegyt Fibonacci-alak egyméassal egyenl6?

M. lehet-e egyenl6 10010100000000000¢
és  10010010101010101 7
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Vizsgajuk elolrél a szamjegyeket. Mindegyik szam 1-gyel kezdédik. Haa két szam nem
egyenl 6, akkor jobbra haladvalesz egy els6 olyan hely, ahol akét szamjegy nem egyezik
meg, azaz egyikben 1-es améasikban 0 all. Legyen ez a hely jobbrdl ak-adik.

Ekkor mindkét szam felirhato két szam 6sszegekeént, ahol az elsé tag mindegyikben az els6
m-k jegynek megfeleld 1-f, + 0- f,y +... + 0- fiy OSSZEg @ masodik tag pedig az utol so k jegynek
megfelel6 dsszeg. De ez abban a szamban, amelyben jobbrol a k-adik helyen 1-esvan, egy k
jegyt Fibonacci-alak, mig a mésikban egy k-nél kevesebb jegyii Fibonacci-alak van. Azt
viszont mar belattuk, hogy ekkor az els6 szam nagyobb.

Masodik bizonyitas: (Vazlat.)

Legyen n alegnagyobb k jegyt Fibonacci- alak:
n= fk_+ fk_2 + fk_4 +...+

Mutassuk meg, hogy alegfeljebb k jegyi kilonbdz6 Fibonacci-alakok szama éppen
fit o+ fat ... +

Ezt teljes indukcidval megmutathatjuk.

Ha 1-t6l n-ig minden szam felirhaté Fibonacci-alakban, és ha minden legfeljebb k jegyt
kll6nbozé Fibonacci-alakhoz tartozik egy természetes szam, és ezek szama éppen n, akkor
szikségképpen kildnb6z6 Fibonacci-alakokhoz kil 6nb6z6 értékek tartoznak.

Nézzik meg néhany természetes szam Fibonacci-alakjat!

34 = 10000000
54 = 10101010¢
50 = 10100100
47 = 10100000

Nyilvan a Fibonacci szamok csak egy 1-est tartalmaznak, atobbi jegy O.
A Fibonacci szamok kisebb szomszédjaiban az 1 és 0 jegyek felvaltva kdvetkeznek.

Mikor allhat sok 0 a szam végén?

g alapt szamrendszerben, ha a szam végén k db 0 &ll, akkor a szam oszthatd g'-nal.
A Fibonacci-alaknal ilyen oszthatésagi tulgjdonsag nem teljestil.

Az aldbbi tételld egy becd ést adhatunk arra hogy egy természetes szam Fibonacci-
alakjaban milyen nagy lehet alegkisebb nem 0 tag

(***) Legyen f, Fibonacci szam ésd egy nala kisebb pozitiv egész. Az f, - d szam
Fibonacci alakjaban a legkisebb nem 0 tag nem lehet nagyobb, mint 2d.

Indirekt Uton bizonyitunk.
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éf,
Tegytk fel, hogy f,-d=f +f, +.+f aoln>k>k>..>k,és. e?kﬂs d .
20
éf, U
Ebbd| fEf +f +.+f +a2g (3)
1 2 T e2 0

: : o : f . éf o . .
Mivel aFibonacci szamokrai >3-ra f., <—2: <f_, ezéert g&— ;’ g Fibonacci alakjanak
e<d

7 f ~
legnagyobb tagja f, , . Ezért (3) jobb oldalanak Fibonacdi-alakjét megkapjuk, ha %3

&2
helyére beirjuk az 6 Fibonacci-alakjat.

Ekkor (3.) jobboldala egy f,-nél nem kisebb szam Fibonacci-alakja lenne, tehé ebben a
legnagyobb tag f,, vagy egy ennél nagyobb Fibonacci-szam lenne. Ez azonban nem lehet,
mert ky <n.

Most mar ratériink annak bizonyitasara, hogy ha jatékunkban az asztalon kezdetben a
kavicsok szdma Fibonacci-szam, akkor Masodik nyer.

Legyen kezdetben a kavicsok szama m>3.

Ham Fibonacci-szam, azaz m=f,, akkor (*) tételink szerint f.; ,< 2(f, —f1.1) =2f..o. Ezért ha

Kezds elvesz f., kavicsot, azaz f,.; kavicsot hagy az asztalon, akkor Méasodik rdgton el veheti

az 0sszes megmaradt kavicsot. Természetesen ez igaz akkor is, ha Kezdo f,.1-nél kevesebb
kavicsot hagy az asztalon.

Tehét Kezdé els6 |épésében egy fn.1 ésf, kdzotti my szamrakell, hogy 1épjen.

my nem Fibonacci-szam, ezért Fibonacci-alakja legalabb kéttagu, amelyben alegnagyobb

tag fn.1. Legyen my felbontasaban a két legkisebb tag i ésfi (j<i). Lehet persze, hogy nincsis
més tag ezeken kivl. Irjuk fel my, —et akovetkezd alakban my =S+ f; +f;, ahol Satobbi fi—

nél nagyobb tag dsszege . (Havanilyen.)

Megmutatjuk, hogy ezutén Méasodiknak mindig van olyan |épése, amely utan Kezd6 nem

veheti € az dsszes kavicsot. Mivel ajéték véges sok |épéshen véget ér, ezért val Gban Méasodik

nyer.

Mésodik vegye el my Fibonacci-alakjanak legkisebb tagjat fi-t!

Megteheti ezt?

Legyend = m-my. (***) tétd szerin m-d = my felbontésdban a legkisebb tag nem lehet
nagyobb 2d=2(m-my)-nél, azaz az €ls6 |épéshen elvett kavicsok szaméandl.

igy marad m, = S+ f; kavics az asztalon. De
fi= fia+ fio>2fi> 2f;.
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Ezért Kezdé m, —bél csak fi —él kevesebb kavicsot tud elvenni, tehdt nem tudja elvenni az
Osszest.

Ezutan Mésodik megint az asztalon levé kavicsok szamanak Fibonacci-alakjabol alegkisebb
tagot veszi €l, és Kezd6 megint nem vehet el az 6sszes kavicsot.

Ha a kavicsok eredeti m szdma nem Fibonacci-szam, akkor Kezd6 alkalmazhatja azt a
taktikét, hogy m Fibonacci-alakjabol alegkisebb tagot veszi €l, ésigy most 6 tud nyerni.

Nézzlink néhany példat!
Legyen m=8. Ez Fibonacci-szam szam, tehat itt Masodik tud nyerni.

Kezdo elsé 1épésben csak 1 vagy 2 kavicsot vehet el.
Ha elgszor 1-et vesz €, akkor my=7 = 1010¢
Ekkor Mésodik elveszi aaz utolsé nem 0 tagot, 2-t. Ekkor my=5
Ebbdl Kezdd méasodszor elvehet 1-et b ms=101F,
Masodik megint elveszi az utolsd nem 0 tagot, 1-et. P ny=100 = 3
Ebbol Kezd6 akér 1-et akar 2-t vesz el, Masodik méar egy |épésben nyerni tud.
Ha Kezd6 masodszorra 2-t, 3-at vagy 4-et vesz €l, akkor Méasodik azonna nyer 3, 2ill. 1
kavics elvételével

HaKezdo €eldszor 2-t vesz €, akkor my= 6 = 1001¢
Ekkor Mésodik elveszi az utolsd nem 0 tagot, 1-et. EKkor m,=5

Ebbdl Kezdé méasodszor elvehet 1-et B ms=101F,

Masodik megint elveszi az utolsd nem 0 tagot, 1-et. P ny=100 = 3

Ebbol Kezd6 akér 1-et akar 2-t vesz el, Masodik méar egy |épésben nyerni tud.
Ha Kezd6 mésodszorra 2-t vesz el, akkor Masodik azonnal nyer 3 kavics elvételével

Legyen m=9. Ez nem Fibonacci-szam szam, tehat itt Kezdé tud nyerni.
m=9 = 10001r. Ebbdl Kezdé elveszi az utolsd nem O tagot, 1-et. Ekkor m;=8

Ebbo6l Mésodik csak 1 vagy 2 kavicsot vehet €, ésinnen ismétlédik az el6z6 feladat a két
jétékos felcserélésével, Kezdé nyer.

A kovetkezg két feladat el emzésében az aranymetszés aranyahoz jutunk €.

I1l/a Ké halomban kavicsok vannak. K etten felvaltva vesznek el a két halombdl. Egy
Iépésben az egyik halombdl lehet elvenni akarhany kavicsot, vagy a masik
halombdl lehet elvenni akérhany kavicsot, vagy a két halombdl ugyanannyi
kavicsot lehet elvenni. Az nyer, aki az utolsd kavicsot elveszi. Ki tud nyerni a
kezdé, vagy a masodik?

A j&ék vizsgdata el 6tt vizsgajuk a kovetkezo jatekot!
[11/b Egy tetszéleges méretii sakktablan valahova elhelyeziink egy vezért. A babuval

ketten felvaltva lépnek ésaz nyer, aki a bal also sarokba viszi a babut. Tavolodni
nem szabad. Ki tud nyerni?
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Abrézoljuk anyerd mezoket!

-
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2 (o]
1 (0]
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o
8
7
6
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2 ©]
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lehet |épni. Tehdt ezek a kovetkez6 nyeré mezok.

Célszerii az &bora szerint szamozni
asorokat és az oszlopokat.

Ha a mezdknek koordinatdkat
adunk az &bra szerint, akkor a
(0;0) mez6 eléréseacé.

Havalaki a (0;k) (k;0) vagy
(k;k) mezok barmelyikére lép,
(ahol k>0) akkor veszit, mert a
masik egy |épésben a célbatud
lépni.

Lathatd, hogy az (1;2) és (2;1)
mezokrol csak veszté  mezokre
lehet lépni. Tehat aki e két mez6
valamelyikére 1ép, az nyerni tud,
tehdt ezek nyeré mezok.

Az el6z6hoz hasonl 6an
megkeressilk azokat a mezoket,
amelyekrol az (1;,2) é (2;1)
mezokre lehet Iépni. Aki ilyen
mezére 1ép, az a partner jO jatéka
esetén veszit, tehdt ezek veszto
mezok. Ilyenek lesznek az

- (L;K) mezsk, ahol k>3,
(k;1) mezék, ahol k>3,
(2;K) mezék, ahol k>2,
(k;2) mezék, ahol k>,
(k;k+1) mezok, ahol k>2,
(k+1;k) mezok, ahol k>2,

Ha ezeket a vesztd mezéket mind

»  kihtzzuk”,  (kékke  jeldljik),

akkor a lahat6, hogy az (3;5) és
(5;3) mezokrol csak veszté mezokre

Ezt az eljarést folytatva meghatérozhatjuk atovabbi nyeré mezoket.

Az dbrank szimmetrikus az atlora, (y=x tengelyre,) ezért ha az (x;y) nyeré6 mezo, akkor az
(y;x) is nyeré mezd. A kovetkezé téblézatban felsoroljuk az n-edik 1épésben meghatérozhatd
(an; bn) nyeré mezoket. (Csak az a, <b, parokat soroljuk fel.)

n O 1 2 3 4 5
3 4 6 8
5 7

6 ..
9

10 13 15 ...
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Milyen szabal yossag fedezhet6 fel a téblazatban, hogyan |ehetne megadni az 6sszes nyer6
mez6 koordinatait?

A tablazatbdl |athatjuk, hogy bn —a =n.

Ez valdban mindig igy lesz, mert a sakktéblérdl , kitdltésend” 1athatd, hogy az el so |épésben
az y-x=0 atl6t, a masodikban az ¥-x¥/=1 atlokat, az n-edikben azvy-xY/= n, alokat hizzuk
ki.)

A kovetkez6 észrevétel, hogy a, mindig alegkisebb olyan szam, amely eddig nem fordult €lé.

Ez isnyilvanval 6, a nyeré6 mezék megtal aasabol, hiszen akovetkezdé nyeré mezé az elsé meg
ki nem huzott oszlopban fog szerepelni. Tehdt minden pozitiv egész szam el6 fog fordulni,
SOt pontosan egyszer fordul elé.

A fenti két észrevételbol mar akovetkezo (a,; by) nyeré par mar mindig egyértelmien
el6dllithato.

(Pl. a7. nyer6 mez6 elsé koordindtgja alegkisebb olyan természetes szam, amely a
tablazatban eddig nem fordult elé. A tablazatbdl |&thatd, hogy ez a;= 11. Mivel a 7. part
keressik, ezért amasodik koordindtaenné 7-tel nagyobb: b;=18.)

Tehét rekurziv modon az dsszes nyeré helyzetet megadtuk.

M egj egyzések, észr evételek

1. A nyer6 helyzetek egy érdekestulajdonsaga

Haaz el6z6 rekurziv modszerrel kiszamoljuk az (a,; b,) nyeré parokat, akkor érdemes azok
bn/a, hanyadosét is kiszamolni.

n a b b/a n a b b/a

1 1 2 2.0000 200 323 523 1.6192
2 3 5 1.6667 300 485 785 1.6186
3 4 7 1.7500 400 647 1047 1.6182
4 6 10 1.6667 500 809 1309 1.6180
5 8 13 1.6250 1000 1618 2618 1.6180
10 16 26 1.6250 2000 3236 5236 1.6180
20 32 52 1.6250 5000 8090 13090 1.6180
200 323 523 1.6192 10000 16180 26180 1.6180

Azt 1&juk, hogy n ndvekedésével by/a, kozelit 1,6180-hoz. Ez az aranymetszés
aranyszamanak 4 tizedes jegyre val 6 kozelitése.
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Miért igaz, hogy @ \/_ (»1,618033) ?
an

Tekintsik a sakktéblaN x N -esrészén az (a, ; b)) €s (b, ; a,) koordinataju nyeré helyzeteket.
n=1,23, ... ,N

Minden oszlopban pontosan egy ilyen mezé van. Legyen koziiluk p=A./N az &tl6 felett,
g=B,/N az &tl6 datt levok gyakorisaga: p+og=1 (*)

Masképp: Minden u=1/p —edik szam az a,-ek, és minden v=1/q —edik szam a b,-ek koztl
valo. Ezért elég nagy n-ekre: a, = un ésb,= vn, igy

b, -a,= vn-un=n. (**)

Az (*) és (**) egyenletekbél az 1/u +1/v =1, v-u=1 egyenletrendszert kapjuk, amelynek

megoldasau—& v:3+2\/§. Ebbdl b, /a,= viu = g (»1,618033)
2. megj egyzés
Megmutathatd, hogy az n-edik nyeré6 mezé koordinatéit az
é u é
= anx——- 1-2/5 G és b, =anx—— 3+2\/_u, képletek adjak, ahol [X] az x szdm egészrésze.
é a é a

(Lasd. PI. [2] vagy [3.] szakirodalmak)

3. megj egyzés:
A nyeré mezék koordinatainak vizsgdatabdl 1athato, hogy ez afeladat teljesen ekvivalens a
l1l/a feladattal. A két halomban levé kavicsok szamét éppen amezoék két koordinétgja adja

A kovetkezékben két feladatot kozllink az
Az egyik el akar érni egy célt, a masik meg akarja ebben akadalyozni
tipust jatékok kozdl.

IV/I1 Egy elvégzett munkaért egy eziistlapbdl kérheti valaki, hogy egy egységnyi
ter Uletli haromszog alaku darabot vagjanak ki a szamara ugy, hogy 6 rajzolja a
haromszoget. A hivatal azonban utasitast kap a juttatasok csokkentésére, ezért
jogosult a papirlapot az egyik szogfelezéje mentén dsszehajtani, és csak az
Osszehajtott lap mentén vagja ki az ezlistlapot. Hogyan valassza meg a
kérelmezo aleadott egysegnyi ter Uletii haromszog alakjat, hogy barmelyik
szogfelezé6 mentén vald 6sszehajtas utan is a leheté legnagyobb darabot kapja?

Egyenlé szari hdromszdgnél a hgjtéssal felezédne aterlilet. Ha a haromszog nem egyenl6
szaru, akkor atertletnek tobb mint fele megmaradhat.
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Mivel aszogfelez6 a szemkozti oldalt amellette levé oldalak ardnydban metszi, ezért haa
szogfelezé két oldalan az oldalak a< b, akkor aterllet b/(a+b)-ed része megmarad. Tehat
ha alehet6 legnagyobb részt szeretnénk megkapni akkor arrakell térekedniink, hogy b/a a
lehet6 legnagyobb legyen, de arrais kell figyelniink, hogy haa < b < ¢, akkor b/aésc/bisa
lehet6 legnagyobb legyen.

(Azt keressiik, hogy melyik alegkevésbé egyenl6 szard haromszdg?)

Hogyan vélasszuk meg a< b< c értékét, b/a és c/b isaleheté legnagyobb legyen, de kdzben
at+b>cisteljesiljon?

Legyen alegnagyobb oldal 1, és valasszuk meg a-t Ugy hogy a:b=b:c legyen.

L L l :
L] L 1
0 a b c=1
Ebbél az oldalak: a= b2, b, és1. A haromszdg-egyenlétlenség szerint:
b2+b<1
b%+b-1<0
Ez pozitiv b-kre akkor teljesiil, ha< V5-1 ~0,618034.

2

Tehdt alegkevésbé egyenl6 szért haromszog oldalainak aranya kb. 0,618034. Legfeljebb
ekkorarész maradhat a haromszogbdl a hajtés utén

M egj egyzés.

a~0,618034°c b ~0,618034c

C
Az ilyen hdrom sz6g azonban nagyon , |apos’, mert 0,618034c + 0,618034%c =1,000000025¢

Az oldalak arany nem is lehet pontosan \/_571 , mert ekkor a+b=c lenne.

A kovetkezo jaték elemzését az olvasora bizzuk.

IV/b Egy négyzet alaku lap minden sarkaban van egy pénzérme. A Kezdé jatékos
bek6tott szemmel jatszik, és e akarja érni, hogy a mind a négy pénzér mének
azonos allasa legyen, tehat vagy mindegyik fej, vagy mindegyik iréslegyen. Ennek
érdekében egy lIépésben megfordithat tetszéleges szamu (1, 2, 3, vagy 4) érmét..
(Természetesen nem léatja, hogy azok milyenek voltak.) A Masodik jatékoslatja az
érméket, ésha mind a négy egyforma, akkor ezt megmondja és veszit. Ha viszont
nem egyformak, akkor akarhanyszor 90°-kal elforgathatja a négyzetlapot az
érmekkel egyltt. Ezutan Ujra Kezdé fordithat tetszéleges szamua érmét, majd
Mésodik a négyzetlapot az érmékkel.
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El tudja éni Kezdé véges szamu forgatéssal, hogy az ¢sszes & me azonos allasu
legyen, vagy van-e Masodiknak olyan stratégiaja, amellye ezt megakadalyozhatja?
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