Fony6 Lajos: Valoszinliségszamitasi ,,gyongyszemek”

Valosziniliségszamitasi ..gyongyszemek” a vilag minden részérol

1. Egy egyetemi vizsgian a hallgatok 2n db (n € N*,n > 2) problémabél véletlenszeriien
kivalasztva harmat-harmat kapnak. A vizsga egy diak szamara akkor eredményes, ha a
feladatai koziil legalabb kettot sikeresen old meg. Mi a valdsziniisége, hogy egy tanulo
sikeres vizsgat tesz, ha 6 csak az osszes probléma felének ismeri a megoldasat?

Megoldas:
Jelolje A; azt az eseményt, amikor a vizsgalt tanul6 a neki adott 3 problémabol i db-ot old
meg. (i=0,1,2,3)
Ekkor azon A esemény valosziniiségét keressiik, melyre

A=A4,+A;é P(A) = P(A,) + P(453),
mivel A, és A; egymast kizard események. Masrészt

P(Ay) + P(A)) + P(A,) + P(43) =1

Mivel a hallgatd a problémak felét ismeri, ezért

ny m
P(4o) = P(4s) = (3250)
(5)
G)G)
(5)
2[P(4,) + P(45)] = 1
P(4) = P(45) + P(45) =

és

P(A1) = P(Az) =

fgy

Tehat a didk > valoszinliséggel teljesiti sikeresen a vizsgat.

2. Egy pénzérmét sokszor egymas utian feldobva mi a valdészinilisége annak, hogy elobb
dobunk egymas utan 5 fejet, mint 2 irast?

Megoldas:

Nevezziink egy dobéassorozatot sikeresnek, ha elébb 1ép fel benne a FFFFF részlet, mint az II.

Ekkor egy sikeres dobassorozat az alabbi tipusok koziil keriilhet ki:

a) irassal kezd6dik, amit egy olyan dobassorozat kovet, ami fejjel kezdodik,

b) F, FF, FFF, FFFF részlettel kezdédik, amit egy olyan sikeres dobassorozat kovet, ami
irassal kezdodik,

C) egyéb részletek nélkiil az FFFFF sorozat.

Jeloljiik P; és Pgp-fel az irassal illetve fejjel kezd6dé sikeres dobassorozatok valdszintiségét!
Ekkor

1
P, = EPF
1 1 1 1 1 15 1
P=(3t3t 5t 16) Pt = 16h T3
Az egyenletrendszer megoldasaként Pr = 11—7 és P = 3i4.

£ o rw g 3
Igy a keresett valoszinliség: v
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3. Az 1,2,..,3k+1 (k € N") szamokat véletlenszerii sorrendben leirjuk egymas mellé.
Mi a valosziniisége annak, hogy a sorozat elsd tagjatol kezdve tetszdleges szamu
szomszédos szamot 6sszeadva sosem kapunk 3-mal oszthaté o6sszeget?

Megoldas:
Jeloljiik ap-nel az n. szamot, S,,-nel pedig az els6 n tag dsszegét! (n € Nt, n <3k + 1)
Csoportositsuk a leirt szdmokat a harommal val6 osztasi maradékuk szerint!
a) 1 maradékot adnak az 1, 4, 7, ..., 3k + 1 szamok,
b) 0 maradékot adnak a 3, 6, 9, ..., 3k szamok,
) —1 maradékot adnak a 2, 5, 8,..., 3k — 1 szamok.
Tovabba, ha §; = m; (mod 3) és S,y = m;yq (Mod 3) (m;, m; € Z), akkor

Mz, =m;, myy,=m;+1 illetve miy,=m; —1
lehetséges aszerint, hogy a;,; 3-mal osztva 0, 1 vagy -1 maradékot ad-e.
Tehat ha a tagok Osszegének maradéka valtozik, akkor a valtozas csak +1 lehet.
Mivel a feltétel szerint egyik S; sem lehet 3-mal oszthatd, ezért 3 nem osztoja S;-nek sem,
ami a;-nek felel meg, és §; = a; = —1 (mod 3) sem allhat fenn, mivel S3;,; = 1 (mod 3)
miatt S,, valtozasi lehetéségeit figyelembe véve lenne olyan 1 < i < 3k + 1 (i € N*) melyre
S; = 0 (mod 3) teljesiilne.

gy a; = 1 (mod 3) ,és annak valédsziniisége, hogy ezt a szamot helyesen valasszuk ki Lakk

3k+1’
A tovabbi 3k szam helyes elrendezésénél S, harmas osztasi maradékanak valtozasi

lehetéségeit figyelembe véve a tovabbi 2k db 3-mal nem oszthatdé szam csak 1, 1, —1,
1,-1,..., 1, —1 (mod 3) sorrendben kovethetik egymast.
A k db 3-mal oszthat6 szam szabadon elhelyezheté a 2. —(3k + 1). helyekre tetszélegesen
beillesztve a 3-mal nem oszthato tagok kozé.
Ezt figyelembe véve a keresett valdszinliség

k+1 kl-k! k! (k + 1)!

“3k+1 (2k)! Bk + D(2k)!

4. Magic Johnson kosarra dobal. Az elso kisérlete sikeres, a masodik sikertelen. Ezutan
minden tovabbi dobasanal a taldlat esélye megegyezik az addigi sikeres kisérleteinek
relativ gyakorisagaval. 100 dobas elvégzése esetén mennyi a valoszinusége annak, hogy
Johnsonnak 50 talalata lesz?

Megoldas:
Jelolje P(n, k) annak a valdszinliségét, hogy Johnson n dobasbol k talalatot ér el!
meNt, n=>2, keNt, k<n-1)

Ekkor a kosaras a 3. dobasanal % - % eséllyel talal, illetve hibazik, igy

P(3,1) =P(2,1) 1_, 1.1
T2 T 22
€s
P(3,2) = P(2,1) 1_, 1.1
o2 22
A 4. dobéséanal, ha addig 1 illetve 2 taldlatot ért el, akkor 3 illetve 3 eséllyel talal, igy
P(4,1) = P(3,1) —== 2= L
oY 372303
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1 1 1
P(42)=P(3,1) 3+P(3,2) 3=5-

1
3

W =

1
2

W] =

+

2 1 1

A tovabbiakban n szerinti teljes indukcioval fogjuk igazolni, h:
P(n,1) =P(n,2)=-=Pn,n—-1)

Mint kordbban belattuk, n = 3, 4 esetén az allitas igaz.
Tegyiik fel, hogy az allitis n = k = 3 (n, k € NT) esetén is teljesiil, vagyis

1
P(k,1) = P(k,2) = =Pk —1) = -—
Ekkor n = k + 1 esetén

2
2
3
ni, hogy
1

T n-1

k-1 1 k-1 1
P(k+1,1)=P(k1)- = . =—

k k—1 k k
ési € N*, 2 <i < kesetén

, k- _ i-1 1 k—-i 1 i-1 1
P(k+1,l)=P(k,l)'T+P(k,l—1)' = . + : =T

k k-1 k k-1 k
Ezzel az éllitast belattuk.
Ez alapjan a keresett valosziniiség 91—9.

5. Andras és Béla feldob 25, illetve 20 szabalyos pénzérmét. Mi a valdszinilisége annak,
hogy azonos szami fejet dobnak?

Megoldas:

Annak a valoszinlisége, hogy Béla n db fejet és 20 —n db irast dob (n € N,n < 20)
pontosan annyi, mint annak az esélye, hogy n db irast és 20 — n db fejet dob.

fgy a keresett valésziniiséget ugy is kiszamithatjuk, hogy meghatarozzuk annak az esélyét,
hogy Andras n, Béla pedig 20 — n szamu fejet dob.

Ekkor ketten egylitt 25 + 20 = 45 érmével végzik a kisérletet €s dsszesen n + 20 —n = 20
fejet dobnak.

A binomialis eloszlasra vonatkozo 6sszefiiggés alapjan a keresett valosziniiség
20 25

P (45) (1> (1) 0,090093
—\20/ \2 2) T

6. Egy tréfas kedvii rablovezér egy jol sikeriilt akcio utan elhelyez 4, 8, 16, 32 aranyat egy-
egy bekotott zsakocskaba, és arra késziil, hogy masnap majd véletlenszeriien kiosztja
jutalomként négy tarsanak. Amikor ezt a tobbiek megtudjak, nagyon megijednek, mert
mindegyikiik fél att6l, hogy masnap balszerencsés lesz, és csak kevés arany fog jutni
neki a zsakmanybol. Ezért éjszaka egymas utan, egyesével belopoznak a pénzes
kamraba, és ott mindnyajan kibontanak két zsakocskat, tartalmukat egyesitik, a pénzt
két egyenlo részre osztjak, visszahelyezik a zsakocskakba, majd tavoznak.

Mi a valésziniisége annak, hogy a 4 rablo éjszakai latogatasa utan masnap mindegyikiik
azonos szamu aranyat fog kapni a jutalmazasnal?

Megoldas:
Nevezziik kedvezOnek azt az esetet, amikor mind a négy rablé azonos jutalmat kap. Mivel az
aranyak Osszes darabszdma az egyes atrendezések soran nem valtozik meg, ezért a kedvezd
esetben minden rablonak (4 + 8 + 16 + 32) + 4 = 15 arany jut.
Mivel az aranyak eredeti elosztasa esetén

- barmely két tasak aranykészletének 0sszege kiilonbozo, €s
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- barmely két tasak aranykészletének atlaga 15-t6l kiilonbozd,

ezért az egyenld jutalmazas 4 1épésben csak abban az esetben valdsulhatott meg, ha minden
atrendezésben két kiilonbozd értéket képviseld zsdkocska vett részt.
Gondolkodjunk visszafelé, és korabbi megallapitasainkat figyelembe véve hatarozzuk meg,
hogy milyen 1épéseken keresztiil valosulhatott meg az igazsagos jutalmazas!
Mivel a 4. rablo atrendezése csak két tasak tartalmat valtozatta meg, és a pénzmozgatas
hatasara kertilt ezekbe a zsdkocskdkba 15-15 arany, ezért az aranyak megoszlasa 3 1épés utan
csak 15, 15, 15 —x, 15+ x (x € N*; x < 9) lehetett.
Mivel a 3. rabld pénzmozgatasanak hatasara is keletkezett két azonos értéket képviseld tasak,
és x € NT esetén a 15, 15 —x, 15+ x szdmok paronként kiilonbozbek, ezért a 3.
atrendezési 1épés hatasara csak a két 15 aranyat tartalmazo zsakocska alakulhatott ki és az
aranyak megoszlasa a 2. Iépés utan csak 15—y, 15+y, 15—x, 15+ x (x,y €
N*; x,y < 9) lehetett.
Mivel a 2. rabld pénzmozgatasanak hatasara is keletkezett két azonos értéket képviseld tasak,
és x,y € Nt esetén 15 —x <15+ 7y és 15—y < 15 + x, ezért sziikségképpen 15— x =
15 —y, vagy 15 + x = 15 + y. Mindkét egyenléség alapjan x = y, ami azt jelenti, hogy az
aranyak megoszlasa a 2. 1épés utan csak 15 —x, 15—x, 154+ x, 15+ x (x e N*;x <9)
lehetett.
Ezt figyelembe véve az els6 két rabldo pénzmozgatasa valamilyen sorrend szerint a 15 — x,
15 —x vagy a 15 + x, 15 + x aranyat tartalmazo zsédkok kialakulasat idézte elo.
fgy az aranyak ujracsoportositasa az alabbi lépéseken keresztiil vezethetett el az igazsigos
elosztashoz:
(A) Két 15 — x aranyat tartalmazé zsikocska létrehozasa (x € N*; x < 9),
(B) Két 15 + x aranyat tartalmazo zsakocska létrehozasa,
(C) Az egyik 15 — x és 15 + x aranyat tartalmazo zsakocska par pénztartalmanak egyesitése,
(D) A masik 15 — x és 15 + x aranyat tartalmazo zsakocska par pénztartalmanak egyesitése.
Az (A) és (B) Iépések sorrendje felcserélhetd, de a (C) és (D) Iépések mindenképpen ezek
utan kovetkeznek.
Rétérve a valdszinliség megallapitasara, mivel barmely két kezdeti tasak aranytartalméanak
atlaga kiilonb6z6zik a masik kettoétdl, ezért akar az (A), akar a (B) lépés is az elso, ezutan
mindenképpen egy a,a,b,c arany Osszetételi mintdhoz fogunk eljutni. (a, b, c paronként
kiilonboz6 pozitiv egész szamok)
A 2. rabloénak viszont mindenképpen a b, c aranyat tartalmazo zsdkocskak tartalmat kellett
megvaltoztatnia.
fgy a kedvezd 1épés végrehajtasanak valosziniisége:

1 1

;) ©
A 3. rablonak a két-két 15— x, 15+ x aranyat tartalmazd tasakbol kellett egyet-egyet
kivalasztania a helyes folytatashoz.

Ennek valészintisége:

2:2 2

G 3
Végiil a 4. rablonak a 15 —x, 15+ x aranyat tartalmazé zsdkocskdk tartalmat kellett
egységesitenie.

Ennek esélye:
1 1

() s

2

Mivel az igazsagos osztozkodashoz vezetd 1€pések egymastol fliggetlenek, ezért az aranyak
egyenld elosztasanak valosziniisége:

Matematika Oktatasi Portal, http://matek.fazekas.hu/ -4/16-



Fony6 Lajos: Valoszinliségszamitasi ,,gyongyszemek”

7. Bergengociaban haromféle fémpénz van forgalomban. Ezek novekvo értéksorrendben
az alig, a bago és a csenevész. Marton és Nandor a kovetkezé jatékot jatsszak. Marton
elovesz egy altala valasztott érmét, Nandor pedig a masik két fajtabol valaszt egyet-
egyet. A harom pénzt egyszerre feldobjak, és azé lesz mindhiarom érme, akinek az irast
mutato érméje vagy érméinek osszértéke nagyobb. Ha csupa fej jon ki, akkor dontetlen
az eredmény, és mindenki megtartja a sajat pénzét. (Dontetlen mas esetben nem
fordulhat elé.) A fitik észreveszik, hogy a jaték Marton barmely érmevalasztasa esetén
igazsagos. Hatarozzuk meg, hogy hany aligot ér egy csenevész.

Megoldas:

Jeloljiik az egyes pénzérmék értékét a kis kezdobetiijiikkel! Ekkor a feladat feltétele alapjan
0<a<b<césa+b=+c.

Ha Marton az aligot valasztja, akkor 6 csak abban az esetben nyer, ha irast dob, tarsa pedig

két fejet. Ennek % a valdszintisége, és ekkor Marton varhaté nyereménye b + c.

A dontetlen csak a csupa fej dobasa esetén alakulhat ki, ennek a valdszinlisége szintén %. igy
Néndor nyerési esélye g, varhat6é nyereménye a.

A jaték igazsagossaga miatt: %(b +c) = ga, azaz: —6a+b+c =0 ().

Ha Marton a bagot valasztja, akkor 6 csak abban az esetben nyer, ha az 6 érméje irast mutat,
tarsa pedig az aliggal irast vagy fejet, a csenevésszel pedig fejet dob. Ennek g a valdszinlisége,

¢s ekkor Marton varhaté nyereménye a + c.
A dontetlen most is csak a csupa fej dobasa esetén alakulhat ki, ennek a valosziniisége %. fgy

Nandor nyerési esélye g, varhato nyereménye b.
A jaték most is igazsagos, ezért : g(a +c) = gb, azaz: 2a—5b+2c =0 (2).

Az egyenletrendszert megoldva: ¢ = 4a, b = 2a.

Ezutan még ellendrizniink kell, hogy Marton csenevész valasztasa esetén is igazsagos-€ a
Jaték.

Ekkor Marton abban az esetben nyer, ha irdst dob, tarsa két dobdsa a masik két érmével
tetszleges lehet. Ennek g a valoszinlisége, és ekkor Marton varhaté nyereménye a + b = 3a.

A dontetlen most is csak a csupa fej dobasa esetén alakulhat ki, ennek a valoszinlisége %. fgy
Nandor nyerési esélye %, varhato nyereménye ¢ = 4a. Mivel g *3a = S 4a, ezért a jaték most

1s 1gazsagos.
Tehat egy csenevész 4 aligot ér.

8. Egy részeg ember all egy szakadék szélétol egy 1épésre, azaz ha egy lépést tesz elore,
akkor lezuhan, és meghal. Véletlenszeriien lépked, p (0 <p < 1) valésziniiséggel
tavolodik a szakadéktol, 1 —p valdsziniiséggel pedig kozeledik felé. Adjuk meg
menekiilésének esélyét p fiiggvényében!

Megoldas:
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Jeloljiik 1épésben mérve a részeg embernek a szakadék szélétdl valo tavolsagat x-szel! Jelolje
tovabba P, annak a valdsziniiségét, hogy a vizsgalt személy x =n (n € N*) helyzetbdl
indulva beleesik a szakadékbal! Ekkor

PP=1-p)+p P,
P,-t irjuk fel az alabbiak figyelembe vételével:
A halalba, azaz az x = 2 -b6l az x = 0 -ba vezetd utak két részre bonthatok:
—x = 2-b6l x = 1 -be jut,
—majd x = 1-b6l x = 0 -ba.
Ez utobbi mozgashoz tartozo valdsziniség éppen P;. Masrészt az ezt megeldzé mozgas
valoszinlisége is P1, mivel a két 1épéssorozat egymasnak egy lépéssel torténd eltoltjanak
tekinthetd. Tehat P, = P?
Ezt felhasznalva:

P,=1-p+pP?

pPt—Pi+1—-p=0

A masodfoku egyenlet megoldasaként P, = 1 illetve P; = 1;770 adodik.

Ezutan vizsgaljuk meg, hogy p értékétdl fliggéen melyik lehet Py redlis értéke!

— p=0 esetén: P; =1,

— p =1 esetén: P; =0,

- p= % esetén: a Pi-re kapott két gyok értéke egyenld és igy P, = 1,

- 0<p< % esetén: a Pj-re kapott masodik megoldas P; > 1 miatt lehetetlen, igy P; = 1,

— % <p<1 esetén: a Pi-re kapott masodik megoldas egyértelmiien kisebb 1-nél, Py
folytonossaga miatt nem veheti fel a teljes intervallumon az egyes értékeket.

Masrészt ekkor a vizsgalt intervallumon

1-p 1

0<—<--1<1,
p p

igy Py redlis értékét a masodik gyok szolgaltatja.
Eredményeinket 0sszefoglalva a menekiilés esélye az alabbiak szerint irhato fel:

1
0, ha0<p<=
2
1_P1= 1

1
2——,ha-<p<1
k p’aZ pP=

9. Egy vizsgadolgozatot 3n (n € N*) tanulé ir meg. A dakokat 3 sorba iiltetik le, minden
sorban azonos szamu vizsgazot helyeznek el. A tanulok a dolgozat befejezése utan
egyesével hagyjak el a termet. Jelolje t a dolgozat elkezdése utan eltelt idot,
N,(t), Ny(t), N3(t) pedig ekkor az egyes sorokban tartozkodé tanulok szamat!
Hatarozzuk meg annak a valosziniiségét, hogy barmely idépontban teljesiil az

IN:(®) — N;(®)| < 2
i#j i,j=1, 2, 3 feltétel.

Megoldas:

Bérmely pillanatban az alabbi 3 helyzet valamelyike valosulhat meg:

S1i N1 (8) = Np(8) = N3(t)

Sy Ni(t) = N;j(t) = h, Ny(t) =h+1 (h€N*, h<n-1), ahol (i, j, k) az (1, 2, 3)
valamely permutéciojat jeloli.
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Ekkor a kovetkezd 1épésben a k. sor egyik didkjanak kell elhagynia a termet és eztan az S;
helyzet fog kialakulni.
S3: Ni(t) =h, Nj(t) =Ni(t) =h+1 (heN*, h<n-—1), ahol (i, j, k) az (1, 2, 3)
szamok valamelyik permutaciojat jeldli.
Ekkor a kovetkez6 két 1épésben a j. majd a k. vagy a k. majd a j. sor egy-egy diakjanak kell
elhagynia a termet, és ezutan az S; helyzet fog kialakulni. A feladat feltétele és
megallapitasaink alapjan:
A teremben a kiindulési helyzet S; és barmely 3 didk tdvozasa utdn ismét az S; helyzet all
VISSZa.
Jeldlje Py, annak a valdsziniségét, hogy 3h (h € N*, h < n) tanul6 S; tipusu elhelyezkedése
esetén 3 tanuld tdvozasdval ismét S; tipusu elrendezOdéshez jutunk a teremben marado
3(h — 1) diakkal.
Ekkor

p 3h-2h-h 3! h3

"7 3h-(Bh—-1)-(Bh—2) 3h(Bh-1)(3h—2)

Mivel a terem 3-3 tanulé egymas utani tévozéséval kitiriil, ezért

[EDRGDE
b= 1_[ Pn = - (3n)!

10. Az (ry, s;, t;) i =1,2,...,n (n € N*) szimhdarmasok mindegyike az (1; 2; 3) szimok
egy-egy permutaciéja. Szamitsuk ki a Y}, 1r;, YitqS;, Dieqt; Osszegeket, és jeloljilk az
értékeiket A, B, C-vel ugy, hogy fennalljon a A < B < C nagysagrend.

Legyen a, annak a valosziniisége, hogy A = B = C, b,, pedig azé, hogy B=A4+ 1 és
C=B+1.
Igazoljuk, hogy barmely n € N* esetén 4a,, < b,, vagy 4a,,,1 < b,.1.

Megoldas:
Legyen B =B —Aés(C’ = C — B.
Ekkor a,, = P((B’,C") = (0;0)) és b, = P((B’,C") = (1;1)).
Vezessiik méga ¢, = P((B',C") = (2;2)) ésd, = P((B’,C") = (0;3)) jeloléseket!
Rekurziv gondolatmenetet alkalmazva az elsd n permutacidhoz vegylink hozza még egyet, ¢és
vizsgaljuk a (B’, C’) értékének alakulasat.
A (0; 0) allapot csak az (1; 1) helyzetbdl allhat elé (ekkor az A, B, C 6sszegli oszlopokba
rendre a 3, 2, 1 szamok keriilnek be).
Az (1; 1) allapot eléallhat:
- a (0; 0) helyzetbdl (ekkor az A, B, C 6sszegii oszlopokba az 1, 2, 3 szamok tetszéleges
sorrend szerint keriilhetnek be),
- az (1; 1) helyzetbdl, (ekkor az A, B, C 6sszegili oszlopokba az 1, 2, 3 szamok a 2, 3, 1
sorrend szerint keriilhetnek be),
- ¢és a (2;2) helyzetbdl. (Ekkor az A, B, C 6sszegli oszlopokba az 1, 2, 3 szamok a 3, 2, 1
sorrend szerint keriilhetnek be
- ¢és a (0;3) helyzetbdl. (Ekkor az A, B, C 6sszegli oszlopokba az 1, 2, 3 szamok a 2, 3, 1
vagy 3, 2, 1 sorrend szerint keriilhetnek be.)

Ezek figyelembevételével:
1
An+1 = 6 by
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1 1 1
b,y1 =a, + §bn +gCn + §dn
Masrészt a (2; 2) allapot eldallhat % eséllyel az (1; 1) helyzetbdl és mas korabban nem emlitett
helyzetekbdl (pl a (3; 3)-bol); ezért

¢s a (0; 3) allapot eldallhat § eséllyel az (1; 1) helyzetbdl és mas kordbban nem emlitett
helyzetbdl ( pl a (1; 4)-bdl), ezért

dn+1 2 7 by

W] =

A felirt 0sszefliggések alapjan:
1
_gbn_l :an (TLZZ)
és
1
dy 2 §bn—1 = 2a,

Ez utobbi két becslés alkalmazasaval:

1 1 1 11 1
bn+1 = an + gbn + gan + §2an = ?an +§bn
Az utolso feltétel figyelembe vételével, ha b, < 4a,, akkor a,, > ibn, és igy
11 19 19
bpi1 > b +3 b 7 bn =7 Ani1 > 4ansa

24 4
Ezzel az allitast belattuk.

11. Van n db zsinérunk (n € N¥), és a végeiket véletlenszerlien parositva osszekotozziik.
Jeloljiik L-lel a kapott hurkok szamat és hatarozzuk meg L varhato értékét, E(L)-t!

Megoldas:
Jeloljiik a keresett mennyiséget n zsinor esetén e, -nel!
Ekkor e; = 1.

Alkalmazzunk rekurziv gondolkodast!

Tegytik fel, hogy a problémat n- 1 zsinérra mar megoldottuk (n > 2), és ismert e,,_4 értéke.

A korabbi zsinorokhoz még egyet hozzavéve az alabbi két eset valosulhat meg.

a) az utolso zsindr egyik végét a masik végéhez kotjiik hozza. Ennek valdsziniisége ﬁ, és
ebben az esetben a hurkok szama eggyel novekszik.

b) vagy az utolsé6 zsindr egyik végét egy masik zsinor valamelyik végéhez kotjiik hozza %
valdszinliséggel, és ezt az esetet ugy is tekinthetjiik, mintha a két madzag egy zsindrra
egyesiilt volna.

Ezek figyelembevételével az alabbi dsszefliggés irhato fel:

n-2 1
m—1" T -1

en =57 (epo1 + 1)+ +e, 1

Ez alapjan:
el = 1
e =€ +3
e3 =€+t

Matematika Oktatasi Portal, http://matek.fazekas.hu/ -8/16-



Fony6 Lajos: Valoszinliségszamitasi ,,gyongyszemek”

1
en :en—1+2n_1
Az egyenleteket 6sszeadva és a mindkét oldalon szerepld mennyiségeket kivonva:
1 1 1
=14+t
en + 3 + s + ot o — 1

12. Egy részecskét a sikbeli derékszogii koordinata-rendszerben a K(0;0) ponttél a

V(n;n) (n € N*) pontig mozgatjuk.

Haladasat egy szabalyos pénzérme segitségével iranyitjuk, az alabbiak szerint:

-A P(x;y), x,y €N, x,y <n pontbdl iras dobasa esetén a Q(x + 1;y), fej dobasa
esetén pedig az R(x;y + 1) pontba lép-

- A P(n;y) pontbdl iras dobasa esetén nem mozdul el, fej dobasa esetén pedig az
R(n; y + 1) pontba lép.

- A P(x; n) pontbdl iras dobasa esetén a Q(x + 1; n) pontba lép, fej dobasa esetén pedig
nem mozdul el.

Mi a valészinilisége annak, hogy a részecske pontosan 2n + k (k € N) dobas utin

érkezik meg a V(n; n) pontba?

Megoldas:

A kedvezd esetekben a részecske minden mozgisahoz rendeljiik hozza azt az Utvonalat,
amelyet ugy kapnank meg, ha megengednénk, hogy a részecske akkor is folytassa tutjat keleti
illetve északi iranyba, ha elsé vagy masodik koordinatdja eléri vagy meghaladja n értékét.
Ekkor a keresett P,valoszinliség egyenlé azon valdsziniiségekkel, hogy a részecske eljut az
E,(n+ k;n), E;(n;n+ k) pontokba anélkiil, hogy athaladna az (n+ k — 1;n) illetve
(n;n + k — 1) pontokon. (A kibdvitett utvonal azért nem érintheti az emlitett két pontot, mert
akkor a megadott algoritmus szerint haladd részecske mar a (2n + k). 1épés elott elérné a
célmezdt.)

fgy Py = Py, + Py 5, ahol

Py 1 annak a valosziniisége, hogy a részecske a D;(n + k;n — 1) ponton athaladva éri el az
E,(n + k; n) pontot,

Py, pedig annak az esélye, hogy a részecske a D,(n — 1;n + k) pontot érintve jut el az
E,(n;n + k) pontba.

2n+k
A Py 1 és Py , valosziniiségek mindegyike (Znn+_k1_ ! (%) ,1gy
P — <2n +k— 1) (1)2””‘_1
T\ n-1 /2
13. Az alabbi abra szerinti kilenc kis korbe véletlenszeriien beirjuk az sl B

1, 2,...,9 szamokat, majd osszeadjuk a szomszédos karikakba Kkeriilo <Xj  heg
szamok kiilonbségének abszolut értékét. O ‘
Mi a valésziniisége annak, hogy ez az S 6sszeg minimalis lesz? (Az ;\ ]
egymasba forgatassal vagy tiikrozéssel atviheté helyzeteket nem - {f\ /A\/L/
tekintjiik kiilonb6zének.) W W

Megoldas:
A kilenc kiilonb6z6 szam kor alaku permutéacidinak szdma 8!.
Mivel ugyanaz a szdmsorrend kétféle forgésirany szerint alakulhat ki, ezért az sszes esetek

széma%! = 20610.
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Tekintsiik a nagy kornek azon két ivét, amelyek az 1-es és a 9-es szdmokat kotik dssze.
Tegyiik fel, hogy a hosszabbik ivre az egyestdl a kilencesig haladva az x4, x5, ..., x; (k € NT,
4 < k < 7) szamok kertilnek.
Ekkor
|1 —xq| + [ — 22+ + [xpm1 — x5 + [, — 9] =
> |1_xl+X1_x2+'“+xk_1—xk+xk—9| = |1—9| =8
Az egyenl6ség pedig pontosan akkor all fenn, ha
1<x <%, < <x, <9
Hasonlo megallapitast tehetlink a rovidebb iven elhelyezkedd szamokra is, igy Sp,in = 2-8 =
16.
Tovabba korabbi elemzésiink alapjan az is vilagos, hogy amennyiben rogzitjiik a hosszabbik
iven elhelyezked6 {x,x5,...,x;} szamokat, akkor azok kijel6lik a rovidebb ivre keriild
szamokat is, és S minimalis értéke mellett mar a karikdkba beirandd szdmok helyzetét is
meghatarozzak.
Mivel a {2,3,4,5,6,7,8} 7 elemii halmaz legalabb 4-elemii részhalmazainak szama

D+Q+Q+()=F=2°=6s

ezért annak valosziniisége, hogy a vizsgalt 6sszeg minimalis:
64 1

P =20160 ~ 315

14. Egy kor Keriiletén véletlenszeriien kijeloliink n pontot. (n € N*, n > 3)Jeldlje P,
annak a valdszintliségét, hogy a kor kézpontja az n pont konvex burkanak belsé pontja.
Adjuk meg n fiiggvényében P, -t és szamoljuk ki a P3 és P, valdsziniiségeket!

Megoldas:

Az 4ltalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a kor keriilete egységnyi.

Jeloljik ki a koron véletlenszerien kijelolt pontokat Qi, Q, ..., Q,-nel! Alkalmazzunk
ivhossz szerinti paraméterezést!

Jeloljiik ki a kor tetszOleges K pontjat és pozitiv forgasirany szerint minden Q; ponthoz
rendeljiik hozzd a KQ; = t; iv hosszat! (i =1, 2, ..., n)

Jelolje A,, azt az eseményt, amikor a kor kdzéppontja nincs a Q4, Q,, ..., @, pontok konvex
burkanak belsejében!

Tovabba jeloljik B;-vel (i =1, 2, ..., n) azt az eseményt, ha

1 . 1
01, < —esetena(ri;ri +—),
2 2

% <rt1;<leseténa (7;; 1)U [0; T, — %)-ben nem talalhato véletlenszeriien kijeldlt pont.
Ekkor A, = B; + B, + -+ + By, P(Bi Bj) =0(1<i<j<n)ésbarmelyi=1,..,n esetén
P(B) = —

D =

n—1°

fgy P(4y) = 55 P = 1= P(Ap) = 1 — 5
n = 3,4 -re kiszamitva a keresett valdszintiségeket P; = %, P, = %

15. Timi és Pali egy jatékot jatszik az S négyzetben. El6szor Timi valaszt egy T pontot S-
en, majd Pali jelol ki egy T-t6l kiilonb6zoé P pontot. Timi nyitott, Pali pedig becsukott
szemmel valasztja ki a pontjat. Ezutan Kkiszinezik S azon részeit, amely Q pontjaira
PQ < TQ. Timi akkor nyer, ha a kék tartomany egy haromszog Hol valassza meg Timi a
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T pont helyét, hogy legnagyobb valésziniiséggel nyerjen? Hatiarozzuk meg ekkor
nyerésének esélyét!

Megoldas:
WM

/s
/ 7

B 92 4 ,
i 4bra 2. abhra 3. abra

Jeloljiik a négyzet csucsait A, B, C, D-vel, és oldalanak hosszat véalasszuk 1 egységnek! A PT
szakasz felezomerblegese legyen I! Ekkor a kék tartomany az | altal meghatarozott P-t
tartalmazo félsik S-hez tartozoé része. (1. abra)
A kék rész pontosan akkor egy haromszdg, ha az A, B, C, D pontok koziil csak egy van I-nek
P-vel azonos partjan. Ez pedig akkor teljesiil, ha az S négyzet valamelyik atlos csucsparjanak
mindkét tagja legalabb akkora tavolsagra van P-t6l, mint T-tol.
Tekintsiik az A kozépponta AT és C kozépponti CT sugard koroket, amelyeket a
tovabbiakban k4 (T) és kq(T)-vel jeldliink.
P pontosan akkor van legalabb olyan tavol A-t6l és C-t6l mint T, ha P a kdrokon vagy azokon
kiviil helyezkedik el. A négyzethez tartozo6, de a ky(T), kg(T) korokon kiviili részeket
nevezziik nyerd régioknak, hiszen amennyiben P itt keriil elhelyezésre, akkor Timi nyer.
A nyer6 régiokat aszerint, hogy B-hez, vagy D-hez vannak kozelebb Wy (T) , illetve Wy (T)-
vel jeldljiik. (2. abra)
Mivel a két tartoméany az AC atlora szimmetrikus, ezért teriiletiik azonos.
Hasonloképpen definidlhatjuk a BD atlora tiikkor W, (T) és W (T) nyerd régidkat.
A tovabbiakban azt fogjuk igazolni, hogy Timi azzal tudja maximalizalni a nyerd régiok
tertiletét, ha T-t a négyzet kozéppontjaban helyezi el.
A bizonyités az atellenes nyerd tartomanyokra kiilon fogjuk elvégezni.
Barmilyen olyan T-re, ami nem esik az AC atlora, legyen T' = AC N k,(T).
Ekkor W5 (T) € Wg(T") és Wp(T) € Wy (T"). Ez nyilvanvalo, hiszen k- (T") a k¢ (T)-n beliil
helyezkedik el, és igy a T-hoz tartozo két nyerd régio teriiletdsszege nagyobb, mint a T-hez
tartozoké, hiszen olyan részeteket is tartalmaznak, amelyek a k. (T) és ko (T") korok kozott
helyezkednek el.
Tehat ha T nincs az AC atlon, akkor Wy (T") és Wy (T") Osszteriilete nagyobb, mint Wy (T) és
Wy (T)-nek. Vagyis ha a T ponttal maximalizalni szeretnénk a B és D csucsokhoz tartozo
nyer6 régiok tertiletét, akkor azt az AC atlon kell kijeldlntink.
A tovabbiakban azt fogjuk belatni, hogy T legjobb helye az AC 4tl6 felezopontja.
Tegyiik fel, hogy AT=r (0 < r < +/2). EKkor CT = +/2 — r (3. 4bra) és célunk minimalizalni
a fehér részek tertiletét.
V2 —1 < r <1 esetén a fehér rész két negyedkorbél all. Teriilete
2

g(rz + (\/E—r)z) =g(r2 —V2r + 1) =g<r—g> +g
A kapott kifejezés r = \/2—5 esetén minimalis, és legkisebb értéke E.
Ha AT vagy CT nagyobb, mint 1 egység, akkor a fehér rész nem két negyed korbol all, de
ilyenkor mar az egyik rész teriilete is tobb E-nél, igy ez az eset nem érdekes szdmunkra.
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Tehat a Wg(T), Wp(T) teriiletek 0sszege pontosan akkor lesz maximalis, ha T-t a négyzet
kdézéppontjaban valasztja ki Timi.

Hasonlé gondolatmenetet alkalmazva ugyanez mondhato el a W,(T) ¢és W.(T)
terliletosszegre is. Mivel a 4 nyerd régio a T pont kivételével diszjunkt egymashoz (az egyes
tartomanyok az AT, BT, CT, DT atloju téglalapok részei), ezért arra a kovetkeztetésre
juthatunk, hogy Timi szdmara az optimalis valasztas a négyet kozéppontja. Ekkor nyerésének
es¢lye:

EWa ()] + (W (T)] + t[We ()] + W, (T)] _ 2 (1 B %) _,_T

pP=
taBcp 1 2

16. Robi, hat baritja és Gortha a szérny egy kocka alaku bolygé csiicsaiban allnak. Robi
és Gortha a kocka szomszédos csiicsaiban vannak, és Robi kezében van egy krumpli. A
krumpli ezutan vandoriutra indul,és minden lépésben tulajdonosa tovabbdobja azt
valamelyik szomszédjanak mindaddig, amig az Gorthiahoz el nem jut. ¢} megeszi a
krumplit. Mi a valdésziniisége annak, hogy Robi az, aki megeteti a szornyet?

Megoldas:

Robi

| Gortha

g r

Vezessiik be az alabbi jeloléseket:

— p: annak a valdszintisége, hogy Robi eteti meg a szérnyet,

— Q: annak a valdsziniisége, hogy Robi eteti meg a szornyet, ha a krumpli valamelyik
Gorthaval nem szomszédos baratjatol indul,

— r: annak a valdszinlisége, hogy Robi eteti meg a szérnyet, ha a krumpli Gortha egyik
Robitdl kiilonbdzd szomszédjatol indul,

— S: annak a valdsziniisége, hogy Robi eteti meg a szornyet, ha a krumpli Robival atellenes
helyzeti baratjatol indul.

A Gorthaval atellenes helyzetli baratt6él indulva % valoszinlisége, hogy Robi eteti meg a

szornyet, mivel az a 3 pozicid ahonnan a krumplit oda lehet dobni Gorthdnak az a start
helyzettdl és a végcéltol is szimmetrikusan helyezkedik el, és ezen pozicidk egyike Robié.
(lasd abra)

Az egyes poziciok elhelyezkedését figyelembe véve

- ha Robinal van a krumpli, akkor & % valdszinliséggel azonnal megeteti Gorthat, és 2

valdsziniiséggel tovabbitja szomszédjanak, ezért
1 2
P=3+34
- ha a krumpli Robi egyik olyan szomszédjanal van, aki nem a szorny mellett helyezkedik el,

akkor a krumpli % valdsziniiséggel visszakertil Robihoz,é eséllyel jut Gortha egy masik

szomszédjahoz, és 3 valosziniiséggel keriil a szornnyel atellenes helyzetben [évo
személyhez, ezért
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q=ip+sr+: )

- ha a krumpli Gortha Robitdl kiilonboz6 szomszédjanal van, akkor 6 % valoszintiséggel

megeteti a szornyet (de ez nem tartozik a kedvezd esetek kozé), g es¢llyel dobja at egy

Robival szomszédos személynek, ¢és % valoszinliséggel juttatja el a krumplit a Robival

atellenes személyhez, ezért

r= gq + gs 3)

- végiil, ha a Robival atellenesen elhelyezkedd személynél van a krumpli, akkor 6 %

valoszintiséggel dobja azt a4t Gortha egyik olyan szomszédjanak, aki nem Robi mellett
helyezkedik el, és % eséllyel ahhoz a barathoz, aki a szornnyel atellenesen talalhato, ezért

s = gr + i 4)

Az egyenletrendszer megoldasa soran:
- S értékét a (3)-as egyenletbe helyettesitve

3 1
r=-q+oc (5)
- r értékét a (2)-es egyenletbe helyettesitve:
7 4
q=5zP+t5 (6)

- végiil q értekét az (1)-es egyenletbe helyettesitve p = 1—72 adodik.

Tehat Robi % valosziniiséggel eteti meg a szornyet.

17. 27 fehér egységkockabol egy nagyobb kockat épitiink, majd a teljes kiilso feliiletét
feketére festjiik. Ezutan a testet szétszedjiik alkotorészeire, majd egy bekotott szemii
embert megkériink arra, hogy allitsa Gjra 6ssze a nagyobb kockat. Mi a valésziniisége,
hogy a felkért személynek sikeriil egy teljesen fekete feliiletil testet felépiteni?

Megoldas:
A szétszedés utan a kapott kiskockak négy tipusba sorolhatok:

(1) az eredeti 8 csucskocka 3-3 fekete lappal,

(2) az eredetileg ¢l kozéppontra illeszkedd 12 kocka 2-2 fekete lappal,

(3) az eredetileg lap kdzéppontra illeszked6 6 kocka 1-1 fekete lappal, és végiil

(4) 1 eredetileg bels6 kocka, 0 fekete lappal.
Teljesen fekete feliiletli kocka csak abban az esetben épithetd fel, ha minden alkotéelem olyan
tipusu helyzetbe kertil vissza, mint amilyenben eredetileg is szerepelt.
Az (1)-es tipusu kockak:
38 . 8! -féleképpen keriilhetnek beépitésre, mivel sorrendjiik 8!-féleképpen jelolhetd ki, és a 3
fekete lapjuk 3-3 féle helyzet szerint keriilhet kiviilre.
A (2)-es tipusu kockak:
212 . 12! -féleképpen keriilhetnek beépitésre, mivel sorrendjiik 12!-féleképpen jelolhetd ki, és
a 2 fekete lapjuk 2-2-féle helyzet szerint keriilhet kiviilre.
A (3)-as tipusu kockak:
4% . 6! -féleképpen keriilhetnek beépitésre, mivel sorrendjiik 6! -féleképpen jeldlhetd ki, és a
feliiletre keriilo fekete lapjukkal szomszédos fehér oldalak 4-4-féle helyzet szerint
rendezddhetnek.
A (4)-es tipusu kocka:
6 - 4 -féleképpen keriilhet beépitésre, mivel barmely lapja keriilhet feliilre és az igy kialakulod
oldallapok 4-4-féle helyzet szerint rendezhetdk.
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fgy a kedvezd esetek szama:
38.81-212.121-45.6!-24
Az sszes esetek szama pedig 2427 - 27!, mivel a kockék sorrendje 27!-féleképpen jeldlhetd
ki, és a korabban targyalt belsé kockara alkalmazott gondolat szerint minden kocka 24-féle
helyzet szerint rendezhet6 egy adott helyen.
Igy a keresett valdszinség:
38.81-212.121-45-61-24

P= ~1,8-107%
2427 - 27!

Ez pedig azt jelenti, hogy szinte lehetetlen bekotdtt szemmel Gjra felépiteni a teljesen fekete
kockat.

18. Egy szabalyos oktaéder lapjaira felirjuk az 1,2,3,4,5,6,7,8 szamokat ugy, hogy
mindegyikre kiilonbdz6 szam Keriiljon. Mi a valdsziniisége annak, hogy a szomszédos
szamok és az 1, 8 szampar sem Keriilnek egymas melletti lapokra?

Megoldas:

Tekintsiik az oktaéder lapkdzéppontjai altal meghatarozott kockat €s jeldljiik cstcsait az abra
szerintaz A, B, C, D, E, F, G, H pontokkal!

Ekkor az oktaéder lapjaihoz tartoz6 szamokat hozzarendelhetjiik a duélis kocka csucsaihoz, és
igy annak valdszinliségét vizsgalhatjuk, hogy mi annak az esélye, hogy a kocka egymads
melletti csucsaiba nem keriilnek szomszédos szdmok.

Ezen probléma megoldadsahoz meg fogjuk hatdrozni azon kordk szdmat, amelyek a kocka 8
csucsabol allnak, és amelyekben csak lapatlok illetve testatlok kotik Ossze a kor szomszédos
csucsait. Ezeken a korokon ciklikusan elhelyezve az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 szamokat, megkapjuk
a kedvezd eseteket.

A kockénak 12 lapatloja és 4 testatloja van. A lapatlok koziil 6-6 két paronként idegen testet
hataroz meg, ezek az ACFH és BCEG tetraéderek. (1. és 2. abra)

A B

2. abhra

1.abra
A 8 csucsbol allo kornek paros szamu testatlot kell tartalmaznia, igy az aldbbi esetek
valosulhatnak meg:
a) a kor az ACFH és BDGE tetraéderek 3-3 ¢élét, és az azokat Gsszekacsold két testatlot
tartalmazza,
b) vagy a kor valtakozva az ACFH és BDGE tetraéderek egy-egy kitérd él parjanak egy-egy
tagjat, és az azokat 6sszekapcsold négy testatlot tartalmazza.
Az a) eset szerint az ACFH tetraéder a korhoz tartozé 3 egymashoz csatlakozo nem kort

alkot6 éle %!z 12-féleképpen jelolhetd ki. (A cstcsok sorba rendezése meghatarozza a 3

egymashoz csatlakozo ¢lt, és minden lanc kétféle sorrend szerint jelenik meg.)
Ha az ACFH tetraéderben kijeldltiik a 3 egymashoz csatlakozo élt, akkor az él rendszer két
végpontjabol induld testatlok vezetnek at a BDEG tetraéderhez és egyben meghatarozzak azt
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is, hogy ennél a testnél melyik 2 csucs lesz a 3 egymashoz illeszkedd élpar két végpontja. A
két végpontot 0sszekotd 3 €1 kétféleképpen adhaté meg, igy az a) eset szerint a korok szdma
Z-2=24
A b) eset szerint az ACFH tetraéder korbe keriil6 két atellenes €l parja 3-féleképpen, mig a
BDEG tetraédernél mar ugyanez csak kétféleképpen jeldlheto ki.
(AC-FH ¢l parhoz nem valaszthaté a GE-BD ¢l par, az AH-CF él parhoz nem valaszthat6 a
GB-ED ¢l par, az AF-CH ¢l parhoz nem valaszthato a GD-EB ¢él par, mivel ekkor a
csucsokbol két 4 pontbol allo kor alakulna ki a 8 pontos kor helyett.)
A két tetraéder kozotti atvezetd testatlok egyértelmiiek, igy a b) eset szerinti korok szama
3:-2=6.
Igy az 6sszes megfeleld korok szama 24 + 6 = 30.
A cstcsok altal alkotott megfeleld korokon az 1-es szam helyzete 8-féleképpen valaszthato ki,
a szamok pedig 2 forgasirany szerint keriilhetnek novekvé sorrendben a korokbe. gy a
kedvez6 esetek szama 8 - 2 - 30 = 480.
Mivel a szamok 8! = 40320 -féleképpen rendelheték a kocka csucsaihoz, ezért a keresett
valdszintiség

480 1

P= 0320 " 84

19. lIgazoljuk, hogy az n és m pozitiv egész szamokra teljesiil az alabbi egyenloség:
nn-1)..1 _m+n

+—+...+ =
m+n-1 m+n—-1)(m+n-2)..m m

Megoldas:

Helyezziink el egy dobozban n fehér és m fekete golyot! (n,m € N*)

Véletlenszeriien, egyesével vegylik ki a golyokat a dobozbdl.

Jelolje 4; (i=1, 2, ..., n+1) azt az eseményt, amikor az i. huzasra keriil eldszor a
keziinkbe fekete golyo.

Ekkor P(4) = —

m+n

P(A,) = ——-

m+n n+m1—1
n n— m
P(A3) " m4n . m+n—11. m+n-—2 1
n n— m
] P(Ans1) = min min-1 " m+1 m
Mivel A;, A,, ..., A4 teljes eseményrendszert alkotnak, ezért
1=P(A) +P(A) + -+ (Apy1) =
nn—1)
1+ + + oo
m+n n+m—-1 (m+n—-1)(m+n-2)
nn—1)..1 )

+(m+n—1)(m+n—2)...m

m

m+n "o
T-mel beszorozva az egyenlOséget:
m+n n nn—-1)..1
=1+—+ -+
m m+n—1 (m+n—-1D(m+n-2)..m

20. Bizonyitsuk be, hogy a k € N*, n e N*, x € R, 0 < x < 1 szamokra teljesiil az alabbi
egyenlétlenség:
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[1-(1-0">1-(1-x)"

Megoldas:
Azt fogjuk belétni, hogy
1-1-0"*+1-x)">1

Valoszinliség-szamitasi modellt alkalmazunk.

- keressiink két olyan eseményt, amelyek valdszintisége az atalakitott egyenldtlenség elso €s

masodik tagjanak megfelelden irhat6 fel,

- ¢s Osszeglik a biztos eseményt adja.
Tekintsiink egy k sorbdl és n oszlopbdl allo tablazatot!
Tegyiik fel, hogy minden mezdjébe X valdszinliséggel irunk egyest €s (1 — x) valdszinliséggel
nullat!
Ekkor annak valosziniisége, hogy
- egy oszlop csupa egyest tartalmaz: x*
- egy oszlop nem csupa egyest tartalmaz: 1 — x*
- barmely oszlop nem csupa egyest tartalmaz: (1 — x*)™
Hasonloképpen annak valosziniisége, hogy
- egy sor csupa nullat tartalmaz: (1 — x)™
- egy sor nem csupa nullat tartalmaz: 1 — (1 — x)"
- barmely sor nem csupa nullat tartalmaz: [1 — (1 — x)™]*
Legyen A az az esemény, hogy a tdblazatban nincs csupa nullat tartalmazé sor, B esemény
pedig az, hogy nincs csupa egyesbdl alld oszlop.
Ekkor az egyenl6tlenség baloldalan szerepl6 kifejezés P(A) + P(B).
Masrészt a tablazatban nem lehet egyszerre csupa nullabol allo sor, €s csupa egyesbdl allo
oszlop, mivel a keresztezddésiikben allo szam nem lehet egyszerre nulla és egyes is.

Tehat P(Z E) =0, vagys az A és B események koziil az egyik biztosan bekdvetkezik,
P(A+B)=1. igyP(A)+P(B)=P(A+B)+P(A-B) =1
Ezzel az éllitast igazoltuk.
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