Arokszéllas Tibor: Kdzépiskolas fokon v

K 6zépiskolas fokon

Az eldadas cimét Jozsef Attilétdl vettem, meglehetésen elferditett formaban persze,
hiszen az Ars poetica cimii versében egy tagadosz6 is szerepel az idézett kifejezés €l étt.

A cé az, hogy egy tetszéleges, valos szamokon értelmezett, egyvéaltozos, harmadfoku
flggvény helyi szélsoértékeit megadhassuk differencidlszamitas alkalmazasa nélkul. A
munkamaodszer a kozépiskolaban szokasos lesz. A konkréthdl haladunk az altaldnos felé.

A flggvényeket a Geogebra programmal abrézoltuk. Ez a program a ingyenes, szaba-
don letéltheté az http://www.geogebra.org/cms/ weboldalrdl.

1. példa
Keressiik meg az f(x)=x?- 4x+3 fliggvény helyi szélssértékét!

Ez aflggvény ugyan masodfoku,
de az egyszeriisége miatt
tanul6ink szaméra az eljaras
konnyen érthet6 lesz.

Tekintslk a

g(x) = x? - 4x=x(x- 4)

1 fuggvényt! (A konstansnak a
szelséérték helye szempontjabdl
nincs jelentésége.) Ha x3 4

0 , . vagy x£0 akkor g(x) szigort

monoton. Legyen ugyanis X, €s
X, ezen tartomanyok egyikében
1 ésaz X, < X, feltétel mellett

5l vizsgdjuk az

=(X, - X1)(X2 X - 4)

differenciaeljelét! A szorzat alakbdl lathato, hogy ez az x 3 4 tartomanyon mindig pozitiv,
mig az X £ 0 esetben mindig negativ lesz. Teha monotonités véatésra, azaz szél séértékre csak
anulland nagyobb és anégyné kisebb szdmok kdzt szamithatunk.

Vegyiik most a - g(x) = x(4- x) figgvényt. Lathat6, hogy avizsgélandé tartomanyban e
fliggvény mindig pozitiv. igy alkalmazhat6 a szamtani és mértani kozép kozti jol ismert

x+(4- x)

kapcsolat, azaz /x(4- x) £ = 2. Tehdt - g(x)£ 4, ami azt jelenti, hogy az eredeti

f(x) flggvény legkisebb értéke (- 1) lesz, amely atagok egyenl6ségénél, azaz x = 2- nél
meg is valosul.
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2. példa

Allapitsuk megaz f(x)=-4x? - 8x+5 fliggvény helyi szélsértékét!

Havizsgéljuk a - 4x(x +2) fiiggvényt, akkor az el6z6 példéhoz hasonl 6an a nullénd
nagyobb ésa (-2 ) —nél kisebb tartomanyokban kimutathatd a szigort monotonitas, tehat
szélsoértékre csak afenti két érték kozt szamithatunk. Alkalmazva a szamtani és mértani

kozép Gsszefliggéset, adodik /(- X)(x+2) £ L2(x+2) =1. Azaz az eredei

flggvényinknek x = -1- nél helyi maximuma van, és a maximum értéke 9.

'
)
L

Altalaban, az f(x)=ax? +bx+c alaki méasodfokd fliggvénynek mindig van helyi
(mely egyben nyilvén totdlisis) szélsoértéke, és azt megtaldhatjuk a szamtani és mértani
kozép kozti osszefliggés akalmazasaval afenti két példahoz teljesen hasonlé médon. A
2
SASHEEK X = - 2 - ndl lez és &rtéke y =- 2 +c.
2a 4a
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3.példa

Allapitsuk meg az f(x)=x® - 4x? fliggvény helyi szélsiértékeit!

f(x) = x2(x- 4). Léathat6, hogy 4 — nél nagyobb értékek esetén a fiiggvény mindig pozitiv, 0
- nél kisebb értékek esetén pedig mindig negativ. Kénnyen beléhatd, hogy ezekben a
tartomanyokban a figgveény szigortan monoton névekvé. A differencia ugyanis

D=f(x,)- f(x)= (xg - 4x§)- (xf - 4x12)=(x2 - % %o (X5 - 4)+ % (g - 4)+ X%, ),
ez pedig x, <x, £06S 4£ x; <x, esetén is pozitiv, igy vaoban afluggvény szigori monoton
novekvo. Tehdt helyi szélsoértékre csak a 0 £ x £ 4 esetben szamithatunk.

Flggvényunk szorzat alakja mutatja, hogy x = 0 barmely € sugart koérnyezetében a fliggvény
értékel negativak, ezért f(x)=0 helyi maximum lesz. A minimum megkereséséhez
alkalmazzuk a szdmtani és mértani k6zép kozti osszefliggést.

- f(x)=x*(4- x)=4§§(4- X)

X X

—+—+(4- X
355(4_ X)EL():E
V22 3 3

Ez azt jelenti, hogy - f(x)E% és ez atagok egyenlsége esetén, azaz ng né megis

valdsul. Osszefoglalva: afiggvénynek x =0 nd maximumavan f__ =0, x :E—; nal pedig

o 256
minimumavan f, =- —
27

Meég vizsgani kell a0 < x < 4 tartomanyban a monotonitas viszonyokat is, hiszen a
megszoritott értelmezési tartomanyban a megtaldlt szélséérték totdisis, tehédt atartomanyon
belll tovébbi helyi szélsdértékek islehetnének. De ez nincs igy. Az aldbbi atal akitas mutatja,
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hogyha O£ x£ 2 , akkor afliggvény szigorian monoton cstkkené ha pedig g EXEA4,

akkor szigortian monoton névekveo.
D=(x, - Xl)[(XZ - % )Xo - X - 4)+ % (3, - 8)]
D= (Xz - Xl)l_(XZ - X1)2 X, (3X1 - 8)"'4(X2 - Xl)J'

4.példa
Keressiik meg az f(x)=4x® +3x? fliggvény helyi szélsiértékeit!

0.5 |

T T T T
-0.5 0 05 1 1.5

-0.5

f (x) = x?(4x+ 3) Léthat6, hogy ha x 3 - % akkor afliggvény mindig pozitiv és szigortian

monoton névekvod, ha x £ 0, mindig negativ és szintén szigortian monoton ndvekvo. A
szigorl monotonitas a

D=1 (xp)- f(x1)=(4x3 +3x3) - (45 +3x7) = (xa - % )[xa (4, +3)+ ¥ (4% +3)+ 4x1,]
differencia szorzat el6jelébol, aszorzat alak x, 3 x, feltétel melletti vizsgdatéval igazol hato.

Sz s6érték tehdt csak - g £ x £ 0 intervallumban lehet. A 0 hasonl6an az €l6z6h6z megint

szélssértek hely, most minimum f . =0. A maximum kereséseis gy megy, mint el 6bb,

(- 2x) + ( 2x)+ (4x+ 3)

3/(- 2x)(- 2x)(4x+3) £ 2

Kdbre emel és és szorzas utan adddik, hogy f,., :% ésez X=- % nél megisvaodsul

Altalanosan, az f (x) = ax® + bx? = x2(ax + b) figgvénynek x = 0 ndl mindig helyi
szélséértéke van, mégpedig b €l 6jel étdl fliggéen. Ha b negativ, akkor maximum, ha pedig
pozitiv, akkor minimum.( Ha b esetleg 0, akkor szélséérték nyilvan nincs, mert a fliggvény
ilyen esetben trividlisan szigorlan monoton az egész értelmezési tartomanyon) A mésik
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szélséérték pedignyilvana O£ X £ - g illetve ( - SE X £ 0 ) keresend6, hiszen mashol a
konkrét példédhoz hasonl éan |athat6, hogy a fliggvény szigord monoton.

A szésbérték megtaldasa a szamtani és mértani kdzép dsszehasonlitasaval két formaban
lehet.

A % XU XY +b) alakka
2@ 29

4 @ (edX
vagy a- f(x)=- —c—ic—
szamolva és hasznalva mindig eredményre jutunk. A szélséérték az alakoktdl fliggetlendl

2b . 4b3
X=- — nél lesz és &tékepedig f(x)= .
- pedig f(x) 7a?

Y- ax- b) alakka
4]

Altalaban az f (x) = ax® + bx alaku fliggvények szigori monotonok, haaz a, b
egyUtthatok eléjele megegyezik, . llyen esetben tehét szélséérték nincs. Az f fliggvény
val éban monoton, ugyanis a
D=f(x,)- f(x)= (axg‘ +bx2)- (axl3 +bx1)= (x, - xl)la(x§ + X Xy + xf)+ b]
differencia el6jele vagy mindig pozitiv vagy mindig negativ, feltéve, hogy (x, - x,) pozitiv.
5. példa
Allapitsuk megaz f (x) = x® - 3x fiiggvény helyi szélssértékeit!

~
i

w
"

)
!

-4
f

Megfelel6 helyettesitéssel afliggvényt atalakitjuk az el6z6 esetek valamelyikére. Alkalmaz-
zuk x =t +1 helyettesitést! Ekkor f(t)=t°+3t2- 2 adédik. Az ilyen tipusi fliggvény
szél soértékeit mar ismerjUk.
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Ad6dik, hogy t = 0—nél, azaz x = 1 —nél helyi minimum lesz, melynek értéke f(t)=-2
lletve f(x)=-2. A szémtani és mértani kozép kozti kapcsolat hasznalatét most meg is lehet
spérolni, mert a fiiggvény(ink pératlan, ésigy amaximum x= -1nél f(x)=2

Altalaban, haa ésb ellenkezé elsjeliiek, akkor az f(x)=ax® +bx alaki fiiggvények

esetébenazx =t + /3—: hel yettesitéssel visszavezethetok egy olyan harmadfoku fliggvény
vizsgalatéra, amel yben e s6fokl tag mér nincs.
6. példa

Vizsgdljuk meg az f (x) = x® + 2x2 + x- 4 fiiggvényt helyi szélsiértékei szempont-
i&bol!

-0.5]

-2.5 ]

-3.5]

4

(i

Vezessik bea x =t - 1 helyettesitést!

Ekkor f(t)=t*- t2- 4 Ezzel ahelyettesitéssel megint csak egy mér ismert alakot hoztunk
létre. Ennek szélstértékei t =0, azaz x = (-1) nél, illetve a kozepek alkalmazasarévén

:g -ndl illetve x=- % - ndl vannak. A megfelel¢ szélsoértékek pedig f,, =-4

L
min 27
Altalaban, az f(x)=ax® +bx? +cx+d fliggvény szélsdértékeit gy keressilk meg,

hogy akalmazzuk azt az x =t + k helyettesitést, amelynél az elsé foku tag kiesik.

£(t) = alt+K)* +b(t +K)? +c{t+k)+ d = at® + (3ka +b)t? + (3ak? + 2ok + c)t + (ak® + bk? + ck +d)
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Nyilvan a széban forgd helyettesités akkor eredményes, hat egytitthatoja lehet egyenlé 0 —
val. Ami azt jelenti, hogy a k — ra nézve masodfoku egyenletnek van megoldasa. Ez az
egyenlet D = 4b” - 12ac diszkriminansan malik. Ha ez nemnegativ, akkor a kérdéses

hel yettesités megval sithatd. Tehét a diszkriminans el6jelétél fliggéen 3 eset |ehetséges.

Ha D pozitiv, akkor a helyettesitésre két lehet6ség is van, és mindkét esetben olyan k
adodik, amikor afenti példdhoz hasonlé médon olyan fliggvény keletkezik, melyben mar csak
harmad- és méasodfokl tagok szerepelnek, tehéat szél séerték |étezik és meg is hatarozhatd
elemi dton.

HaD = 0, akkor a helyettesités utan olyan alak adodik, melybél még a mésodfoku tag
iskiesik.

5 b*-3ac,, — . ) . ,
f(t)=at®- —, U+ konstans, ami azt jelenti, hogy f (t) ésvele f(x) isaz egész
értelmezési tartomanyon trividisan szigortan monoton lesz.

Ha D negativ, akkor helyettesiteni nem lehet. Ilyenkor is megmutathatd, hogy f(x)
szigortian monoton. Ugyanis, ha x,> x;, akkor
D=f(x,)- f(x)=(x,- xl)[a(x§ + X Xy + xlz)+ b(x, + x1)+c] mésodik tényez6je mindig azonos
el6jelii. Harogzitjik az egyik valtozot, akkor amasik vatozéra nézve mésodfoku kifej ezés
diszkriminansa a kovetkezo:

D' =-3a®x? - 2abx, +b? - 4ac.

Ha ez mindig negativ, akkor a készen vagyunk. Ez viszont az 6 diszkriminansatol fligg, amely

D" =16a® (b2 - 3ac).
Az 6sszehasonlitas kedvéért vizsgaljuk most f(x) derivat fliggvényét, és nézzilk meg
zérushelyeit.

f+(x) = 3ax? + 2bx+c.
A szélsbérték |étezésenek szilkséges feltétele, hogy e fliggvénynek |étezzenek zérushelyel.
A diszkriminans ugyanaz lesz, mint az el6bb, ami a differencidl szamitasbdl adddo és az elemi
atal akitasbol kovetkezé megoldéasok teljes algebrai ekvivalencigjét jelenti.
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Feladatok

1. Helyes-e az aébbi dlitas ésindoklés?
Vizsgdljuk az f(x)=2x-2x fliggvényt! Vegyiik észre, hogy ha 0£ x£1, akkor aldbb f
szorzat alakjanak tényez6i nemnegativak, igy alkalmazhat6é a szamtani és mértani
kozép kozti egyenl6tlenseg:
.3
F) = x(x+1) (2~ 2 £ X HD (2290
e 3 a

tehét f lokadlis maximuma a[0;1] intervallumban 1.

:]_3 =1,

2. Legyen egy egyenes korkup magassaganak és aapkore &meérojének tsszege 10
egyseg. E kapok kodzil melyik a maximalis térfogat(?

3. Az f (x) =-x?>+4 flggvény gorbéjéhez rajzoljunk olyan téglalapot, melynek 2
cslicsa az x-tengel yen van, masik két csticsa pedig a gérbén helyezkedik €. E
téglalapok kdzll melyik amaximdlis tertiletii?

4. Az egysegnyi testétloju négyzetes oszlopok kozul melyik amaximdlis terlleti?

5. Egy 100 négyzetegység teruletii négyzet alaku kartonpapirbdl dobozt hajtogatunk
Ugy, hogy a sarkokndl egybevago kis négyzeteket vagunk le beldle, és a maradek
részeket merélegesen felhgjlitjuk. E felll nyitott, téglatest alaki dobozok kdzil
melyik lesz maximalis térfogat(?

6. Mozogjon egy P pont az egységnégyzet egyik alojan. A P pont tetszéleges
helyzetében hlizzunk a P ponton & anégyzet oldalaival parhuzamosokat. igy két
négyzet és két téglaap keletkezik. Emeljink a négyzetek folé kockat, a téglalapok
folé pedig valamelyik négyzet oldaldval megegyezé magassagu téglatestet. A P
pont mely helyzetében lesz atestek térfogattsszege minimalis?

7. Vannak —e az alabbi flggvenyeknek helyi szélséértékel ?

6 4 2
f(x):x + 2X :2x +1
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