Abraham Gabor: A Jensen-egyenlétlenség. Megoldasok

Megoldasok, megoldas otletek (Jensen-egyenlétlenség)

I. Geometriai egyenlétlenségek, szélséérték feladatok

1. Mivelaz f :[O; p] ® [1; X a sin xfolytonos az értelmezési tartomanyan, ezért elég azt
belatni, hogy szigortian gyengén konkav ezen az intervallumon. Legyen O£ X<y £ p ! Ekkor

iNX+s . X+ - . X+ -
Lzsmyzsmx y>(:0°X y<5|nX2y,hisz cos%<1,mivelx1 y . Ebbél
kdvetkezéen egyenlsség akkor és csak akkor allhat fenn, ha x=y.

po

2. Mivel cosx =si ngex+5+, igy kdnnyen jon az allitas. X Y. Ebbdl kbvetkezéen egyenléseg
(%]

akkor és csak akkor allhat fenn, ha x=y.

3. Mivelaz f ;0 ® []; X a tgx folytonos az értelmezési tartoméanyan, ezért elég azt

belatni, hogy szigortan gyengén konkav ezen az intervallumon. Ismert, hogy

n &t yo, X+ yo
. =XC0S
tgx+tgy _  sin(x+y) e 5% o o_
2 2>cosx>cosy COSX>XCOSY
coszae( yo

& 2 R Sa 1+cos(x+y))¢ aX+Yo_
COSXXC0SY & 2 5 200SXxcosy & 2 g

_1- cos(x- y)+2cosx>cosy g YO

2COSX>XCOSY 8 2 g
& 1-cos(x-y)o
-3 (x- )0, ax+ YO 1y @+Y O
@ 2C0SXXCOSY &2 5 2 o
Mivel x1 y.

Ebbél kdvetkez6en egyenléség akkor és csak akkor allhat fenn, ha x=y.

Megjegyzés:

Erdemes végiggondolni az egységsugar kor felhasznalasaval torténs elemi bizonyitast!
4. a)

+b+
Hasznéljuk fel, hogy T = a+h Cr = abe , tovabba
2 4R

a=2Rsna,b=2Rsinb,c=2Rsing.

b)

A Héron-képlet szerint T =./s(s- a)(s- b)(s- c), valamint

a r e b : -
tg— = —— . Ezen utobbit felirva a tobbi szogre is kapjuk az allitast.

2 s-a
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c)
: tga +tgb
Tudjuk, hogy tgg =tgl180°-a - b)=-tgla +b)=——— .
juk, hogy tgg = tgf J=-tl )= -1
d) Hasznaljuk fel a koszinusz-tételt és a trigonometrikus teriiletképletet, valamint a

kotangens definicigjat!

e)
b*+c’-a*> c*+a’-b® a’+b*-c?
cosa +cosb +cosg= + + =
2bc 2ca 2ab
:1+(a+b+c)(b+c- a)(a+c- b)(a+b-c) :1+163(s- a)(s- b)(s- c) _
2abc(a+b+c) 2abc s
2

=1+ A :1+£x_4t :1+L

abcs s abc R
f)
Hasznaljuk a b) feladat megoldasaban latott tgi = Osszefliggést és irjuk fel ennek

megfelelsjét a tobbi szogre is, valamint alkalmazzuk a Héron-képletet és a T=rs a
terlletképletet!

9)
Hasznaljuk fel, hogy sing=sin(a +b), az 1. feladatban latott dsszefliggést, és a koszinuszra

felirt hasonlé 6sszefuiggést!
h)
Az el6z6hoz hasonl6an megoldhato.
i)
Hasznaljuk az 1. feladatban latott dsszefiiggést és a koszinuszra felirt hasonl6 6sszefliggést!
)
Az el6z6hdz hasonlo
k)
Mivel
cosfa +b) = - cosg = cosa cosb - sinasinb
cosa cosb +cosg =sina sinb
igy négyzetre emelés utan
cos’a cos® b +2cosa cosb cosg +cos’ g = (L- cos*a - cos’b)=
=1- cos’a - cos’ b +cos’a cos’ b
ebbél pedig jon az allitas.
1)
Hasonl6 az el6z6hoz.
m)
Kovetkezik az alabbibdl.
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a b
ctg—+ctg—
_ g2 g2

g _ %o a+bo_ 1
ctg= =ctgg90° - += - =
2 : 2 @ bo a_ b
ctoc—+—_—=< ctg-ctg—-1
%, 2, 9279

n)
A korabbiakbol levezethetd.

5. a) Legkisebb felsé korlat:
Az 1. feladatbdl tudjuk, hogy a szinusz fliggvény a [0;r] intervallumon szigortan konvex, igy a

. . . . +b+g9o .
Jensen-egyenlétlenség alapjan sina +sinb+sing£ sin ga—ggg= sin60’ = ? .
%)

Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha a haromsz6g szabalyos.

Legnagyobb alsé korlat:
A szinuszok dsszege mindig pozitiv, de a 0-t tetsz6legesen megkdzelitheti. Tekintsuk egy
: 2 1 1
olyan egyenlé szari haromszoget, melynek szogei a =180°- —,b==, g=—1
n n n

Ekkor

sina +sinb+singzsin§[80° - §2+2>sin%:sin§+2>sin%:
@

= 26in1&ost+1% 0, hane ¥.
n n [}
Felhasznaltuk, hogy a szinusz fuggvény az értelmezési tartomanya minden pontjaban
folytonos. Tehat legnagyobb alsékorlatja a 0.
b)
Legkisebb felsé korlat:
Legyen a £b £ g, ekkor az a, b hegyesszog. igy a 2. feladat alapjan

a+b
cosa +cosb +cosg £ cos

+Cosg= cosa—;rb - cos(a +b) =

___atb ,atb . ,a+b _ a+b ,a+tb _
—cosT- Ccos +sin T—1+COST- 2c0s =

2
+ + +b o
L cos2 b cos? 2 b_3_ la?[- cos> bS £§
2 2 2 2 2 2§ 2 5 2
Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha a haromsz6g szabalyos.
Legnagyobb alsé korlat:
. r T
Az el6z6 feladatbdl ismert, hogy cosa + cosb +cosg =1+ E . Mivel E >0, ezérta
koszinuszok 6sszege nagyobb 1-nél. Az 1-et viszont tetszélegesen megkozelitheti. Az
2 1 1

el6z6hoz hasonléan legyen a =180°- —,b==, g=—!
n n n
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Ekkor

cosa +cosb+cosg:cosa?[80° - E2+ 2><:os1 =- cosg+2>cosl® -1+2=1
8 Ng n n n

ha n® ¥.

Felhasznaltuk, hogy a koszinusz fliggvény az értelmezési tartomanya minden pontjaban
folytonos. Tehat legnagyobb alsékorlatja az 1.

c)

Legkisebb felsé korlat:

Mivel a tényezék pozitivok, igy a haromtagu szamtani-mértani kdzép egyenlStlensége, és a
Jensen-egyenlStlenség alapjan irhatjuk, hogy

.3
a b g gesina+sinb+singg E+9+g 1
snZsin_sn2£¢—2 2. gsn*2-2 2-gn*30° ==
2727 27 ¢ 3 + 3
e 2

Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha a hAromszdg szabalyos.

Legnagyobb alsé korlat:
Az el6z6ekhez hasonldan belathatd, hogy 0-nal nagyobb, de azt tetszélegesen
megkdzelitheti, tehat a 0.

Megjegyzés:
Az el6z6 feladat h) dsszefliggésébél és a b) részbsl kdnnyen kapjuk a legkisebb felsé korlatot.

d) Legkisebb felsé korlat:
Hegyesszdgd haromsz6g esetén a haromtagl szamtani-mértani kbzép és a b) feladat alapjan

jon kapjuk, hogy a szorzat legfeljebb 2 Derék- ill. tompaszogii haromszog esetén pedig

nyilvan kisebb > -nél, mivel a szorzat 0, ill. negativ. Egyenléség akkor és csak akkor all fenn,

ha a haromszdg szabalyos.

Legnagyobb alsé korlat:
Az el6z6ekhez hasonldan belathatd, hogy -1-nél nagyobb, de azt tetszélegesen
megkdzelitheti, tehat a -1.

Megjegyzés:

Az a) és b) feladatban elemi megfontolasokkal, a Jensen-egyenlétlenség alkalmazasa nélkil is
megkereshetjik a kifejezések maximumat, amibél jon a c) és d) feladat kifejezéseinek a
maximuma is. Lasd Reiman Istvan: Geometria és hatarteriletei cim( kdnyvében.

6. Abizonyités jon a 4. feladat e) részébél az 5. feladat b) részének felhasznalasaval.
Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha a haromszdg szabalyos.
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Megjegyzés:
Az allitas elemi Gton is bizonyithat6 a Feuerbach kor felhasznalasaval. Lasd Reiman Istvan:
Geometria és hatarteriletei cim( kbnyvében.

7. Hasznéljuk a haromtagu szamtani-mértani kbzép egyenlétlenségét, a 4. feladat c) részét, a 3.
feladat eredményét, és a Jensen-egyenlétlenséget ebben a sorrendben!
Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha a haromsz6g szabalyos.

8. Teljes négyzetek Osszegére valo visszavezetéssel konnyen igazolhat6, hogy

9
2
alapjan jon az allitas. Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha a haromszog szabalyos.
9. a)
Az allitas jon a 4. feladat I) és az 6tddik feladat d) részébdél. Egyenléség akkor és csak akkor all
fenn, ha a hdromszdg szabalyos.
b)
Az allitas jon a 4. feladat k) és az 6todik feladat d) részébél. Egyenléség akkor és csak akkor all
fenn, ha a hdromszdg szabalyos.
c)
A haromszdgben a félszdgek koszinusza pozitiv. Ezért ebben és a kdvetkezé feladatban is
alkalmazhatjuk a haromtagu szdmtani-mértani kdzép egyenlétlenségét. Ezen kivil
felhasznaljuk a 4. feladat g) részét, valamint az 5. feladat a) részét.
1 1 1 1 1 1
+ + 3

3

a b g a, b b g, a . )
tg> — +tg° —+tg® 23 tg—tg— +tg—tg= +tg>tg—. Ebbél pedig a 4. feladat f) része
92 92 92 9292 929 9292 ol pedig f)

o a
Cos™ —
2

=3; . .16 . 233’ 16 2:33%:4
(sina +sinb+sing) i/a%\/éb \ 27
§2 g
Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha a haromsz6g szabalyos.
d)
Ebben a feladatban az el6z6h6z hasonléan jarhatunk el.
1 N 1 N 1 - 33 1 1 1 _

a b 3 a b g
COS— COS— COS~ COS— COS— COS—
2 2 2 2 2 2

cos? b 023 {cos?? cos? b cos?
2 2 2 2 2

4 4 8
=133 33 =33 =23
\/sina +sinb+sing 333 \/\/27
2
Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha a hAromszdg szabalyos.
e)

Mivel egy haromszdg sz6geinek szinusza pozitiv ezért alkalmazzuk a haromtagu szamtani-
harmonikus kdzép egyenlétlenségét, és az 5. feladat a) részét!
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_1+.1+_139. _1 3 9=2\E:’~
sina sinb sing sina+sinb+sing 3.3
2

Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha a haromsz6g szabalyos.

f)
A haromtagl szamtani-mértani kdzép egyenlétlenségébdl és az 5. feladat c¢) részébdél jon.
Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha a hAromszdg szabalyos.

10. a) Hasznaljuk fel a kozismert a® +b® +c? 3 ab+bc+ca egyenlétlenséget, a két oldalt és
kdzbezart sz6g szinuszat tartalmaz6 tertletképletet, valamint a 9. feladat e) részét.

& _aa+b+cg _a’+b?+c*+2ab+2bc+2ca, 3ab+3bc+3ca _
& 2 5 4 4
=32l L 11030533
2 gsmg sna sinbg 2
Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha a hAromsz6g szabalyos.
Megjegyzés:
1. Adott keriiletd haromszogek koziil a szabalyos hdromszog terilete a legnagyobb.
2. Adott terulet haromszdgek kdzil a szabalyos haromszog kerllete a legkisebb.
3. Az éllitds mas mddon is bizonyithat6, lasd Reiman Istvan: Geometria és hatarteriletei
cimd kdnyvében.

b) Kdvetkezik az el6z6bél a t=rs képlet felhasznalasaval. Egyenléség akkor és csak akkor all
fenn, ha a haromszdg szabalyos.
Megjegyzés:
1. Adott keruleti haromszdgek kozil a szabalyos haromszog beirt kérének sugara a
legnagyobb.
2. Adott sugaru kor koré irt haromszogek koziil a szabalyos haromszég kertlete a
legkisebb.
3. Az allitds mas médon is bizonyithatd, lasd Reiman Istvan: Geometria és hatarteriiletei
cim@ kényvében.

¢) Tudjuk, hogy a=2Rsina, b=2Rsinb, c =2Rsing, igy 5. feladat a) része alapjan

33

s=Rsina+Rsinb+Rsing=R(sina +sinb+sing) £ RT. Egyenléség akkor és csak

akkor all fenn, ha a haromszdg szabalyos.

Megjegyzés:
1. Adott kertiiletd haromszogek kozil a szabalyos haromszog koré irt kdrének sugara a
legkisebb.

2. Adott sugaru koérbe irt haromszogek kozil a szabalyos haromszdg keriilete a legnagyobb.
3. Az éllitds mas modon is bizonyithat6, 1asd Reiman Istvan: Geometria és hatarteriiletei
cimd kényvében.
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d) Hasznaljuk fel az a) és a c) feladatot! Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha a
haromszog szabalyos.
Megjegyzés:
1. Adott teriiletl haromszdgek kdzil a szabalyos haromszog koreé irt kérének sugara a
legkisebb.
2. Adott sugara korbe irt haromszdgek kozil a szabalyos haromszdg teriilete a
legnagyobb.
3. Az éllitas mas médon is bizonyithato, lasd Reiman Istvan: Geometria és hatarteriletei
cimd kényvében.

11. Az egyenlétlenség bizonyitasahoz hasznaljuk fel, hogy a haromsz6g hozzairt kdre a szemkozti
csucshoz tartozo oldalak egyenesét a szemkozti csucstol félkerdilet tavolsagra érinti. Mivel a
szemkdzti cslcshoz tartozé belsé szogfelezék atmennek a hozzairt kor k6zéppontjan, ezért

r . .
felirhat6, hogy pl. tg% =-2 ahol r, az A cstccsal szemkozti hozzairt kor sugara. A tobbi
S
Uu..pu
0=
H 24

flggvény a az értelmezési tartomanyan szigortan konvex , a Jensen-egyenlétlenség alapjan

99 35 a@_+b+g(_)':35£: 3s

Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha a hAromszdg szabalyos.

szogre is felirva hasonl6 dsszefliggéseket és felhasznalva, hogy a f : ® [I;xatgx

kapjuk, hogy r, +r, +r1, = s?g%ﬂggﬂg

12. Bontsuk fel a zaréjeleket a baloldalon, majd megfelelé csoportositas és kiemelés utan
alkalmazzuk a koszinusz-tételt, valamint az 5. feladat b) részét! Egyenléség akkor és csak
akkor all fenn, ha a haromszdg szabalyos.

13. Akoszinusz-tétel alapjan azt kapjuk, hogy

bc N ac N ba 1 N 1 N 1,
b®+c*-a® a*+c’-b*> b’+a’-c® 2cosa 2cosb 2cosg
3 9 1 3 gg =3

2cosa+cosb+cosg 23
, ahol alkalmaztuk a haromtagu szamtani-harmonikus k6zép egyenlétlenségét (hegyesszdgek
koszinusza pozitiv), és az 5. feladat b) részét! Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha a
haromszog szabalyos.

14. Mivel s a félkerulet, igy ezt beirva az eredetivel ekvivalens alabbi egyenlétlenséghez jutunk.
ab bc ca
+ + 3a+b+c
atb-c b+c-a c+a-b
Ezt leosztva a pozitiv a+b+c-vel megkapjuk a

ab N bc N ca
(a+b)2- c? (b+c)2- a’ (c+a)2- b?

egyenlétlenséget, mely ugyancsak ekvivalens az eredetivel, igy elég ezt bizonyitani.

3
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A koszinusz-tételbsl jén, hogy (a+ b)2 - ¢? = 2ab(1+cosg). A tobbi tagra is irjuk fel a

megfelels dsszefliggést, majd helyettesitsiink be!

ab bc ca _ 1 1 1 s
+ + = + +
(a+b)*- ¢ (b+c)’-a® (c+a)’-b? 2(l+cosg) 2(1+cosb) 2(1+cosa)
3 9 :gv 1 3 g" ! =1
2(1+cosg)+2(1+cosh)+2(1+cosa) 2 3+cosg+cosb+cosa 2 343

Itt alkalmaztuk a hAromtag szamtani-harmonikus kdzép egyenlétlenségét és az 5. feladat b)
részét. Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha a haromszdg szabalyos.

15. Elsé egyenlétlenség.
Mivel a=2Rsina, b=2Rsinb, c=2Rsing, igy
R R R 1l&e 1 1 1 06,1 9
+—t— 3

-~ == T3 = 3
a’ b2 c2 4%sin’a sn’b sin’gy 4sn?a+sin’b+sin’g

3

=1

N|F
Al©|©

, itt felhasznaltuk a haromtagu szdmtani-harmonikus kézép egyenlétlenségét és a 9. feladat
a) részét. Ebbdl mar kdnnyen jon az allitas. Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha a
haromsz6g szabalyos.

Masodik egyenlétlenség.
Legyen a beirt kor érintési pontjai altal az oldalakbdl levagott szakaszok hossza az A csucsnal
X, a B csticsndl y, a C csticsnal z! Ekkor a=y+z, b=x+z, c=x+y. Masrészt

a_r b _r g_r
tg—=—,tg—=—,tg==—.
g2 X g2 y g2 z
Ezek alapjan
1 1 1 1 1 1 leel 1 1606
—+=—+== + + et =+ ==
& b (y+) (x+2° (x+y) 4&yz X W
1 & b, g a, g b, ao_ 1
=—clg-tg=+tg—-tg=+tg—-tg—==—
47§92 979950505 e
, itt felhasznaltuk a két tagl szamtani-mértani kdzép kdzotti egyenlétlenséget és a 4. feladat

f) részét.
Egyenléség mindkét esetben akkor és csak akkor all fenn, ha a haromszdg szabalyos.

16. Ha tiikr6zzlik a haromszdget az a oldal felez6pontjara, akkor egy olyan paralelogrammat
kapunk, melynek egyik atl6ja 2s, , szogei a, 180°-a. irjuk fel a 2s, atléra a koszinusz-tételt!

Ekkor pl. 45, =b® +¢? - 2bc>cos(180° - a) =b? +c® + 2bc>cosa | igy

, a® b*+c*+2bccosa - (b2+cz- 2bc>cosa) )
S, - " = 2 =bc>cosa . Irjuk fel a tobbi

nevezére is, valamint szorozzunk be 2t —vel és hasznaljuk fel a trigonometrikus
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teruletképletet. Ekkor az eredetivel ekvivalens egyenlétlenséghez jutunk, mely az alabbi
médon igazolhat6
2t 2t 2t _ bcxsina +ac>4smb ba>smg

+
, & , b* , ¢ bcxosa acxosh baxcosg
S, - $ - S
4 4 4
=tga +tgb +tgg?3 33
, ami ekvivalens a kiindulasi egyenlétlenséggel. Itt felhasznaltuk a 7. feladatot az n=1 estre.

Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha a haromsz6g szabalyos.

17. Alakitsuk &t a baloldali kifejezést az alabbi modon!
t t t _ 1 1 1

+ + = + + =
Jatb? - 42 - 4’ Nl - 4’ [ad? c’b’ a’c’
2 -4 o -4 z 4
_ 1 N 1 N 1 _tga+tgb+tgg, 33
2 2
[P R
g sn“a sin“b

Itt felhasznaltuk a trigopnometrikus Pitagorasz-tételt és azt is, hogy a haromszdg hegyesszdg,
valamint a 7. feladatot az n=1 estre. Egyenl&ség akkor és csak akkor all fenn, ha a haromszog

szabalyos.
« A . o x abc e
18. Az egyenlé6tlenség kovetkezik a 10. feladat d) részébéla t = R keéplet felhasznalasaval.

Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha a haromsz6g szabalyos.

19. Bizonyitsuk be azt, hogy a PQR haromszgon kivili rész tertilete nem kisebb az ABC
haromszog terlletének a %-ed részénél! Ehhez hasznaljuk fel a haromszog trigopnometrikus
A teriiletképletét és fejezzik ki a
haromszog oldalaival a PC, PB, QA, QC,
RA, RB szakaszok hosszat, ahol P az a
oldal és a szemkdzti sz6gfelez
metszéspontja, Q a b oldalé ésa
szemkozti szogfelez6é, migazac
oldalé és a szemkozti szOgfelezéé. A
szbgfelezé tétel alapjan

Bp=_2 pc_ﬂ
b+c b+c
CQ=—— A——
Q at+c Q at+c
° AR_C_b RB—i igy a
a+b’ a+b

kimarado rész teriilete a
trigonometrikus teriletképlet alapjan.
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leebc bc _. ac ac _. ba ba
sina+————>xsinb+————>ain g_—

28a+ca+b atbc+b atcc+b
_lebc bc 2T, L a ac AN N ba ba 2TABC? 3_|_

2%a+ca+b bc a+bc+b ac a+cc+b ba g 4 €
Egyszerdsités és az (a+b)(b+c)(c+a)-val vald beszorzas és rendezés utan az elézével ekvivalens
ab® +ba® +cb® +bc? + ac’ + ca’ 3 6abc egyenlstlenséghez jutunk, ami a hattagl
szamtani-mértani kdzép kozotti egyenlétienség alapjan igaz. Egyenléség akkor és csak akkor
all fenn, ha a haromszdg szabalyos.

20. A feladat megoldasaban

. felhasznaljuk a keruleti szogek tételét. Ez

alapjan

b+ at b+a

RPQ" :Tg’ PQR D:Tg, orp 5212
’ o~ igy a PQR haromszdg biztosan
hegyesszdgd, tehat a koré irt kor O
kdzéppontja a haromszégon beldl van.

Ezek utan felirhatjuk, hogy
R’sin(b+a) stin(b+g)+stin(g+a)_
2 2 2

T =Tooo + Trgo T Tero =

PQO
RZ

:E(Sing+sina +sinb)
Az ABC haromszog teriilete kifejezhets a t = 2R*singsina sinb alakban. igy a bizonyftandé

egyenlétlenség ekvivalens a (si ng+sina +sin b)3 3 27singsinasinb egyenlétlenséggel,

ami a haromtagu szamtani-mértani kdzép egyenlétlensége miatt igaz. Egyenléség akkor és
csak akkor all fenn, ha a haromszdg szabélyos.

21. A haromszdg teriiletét kifejezhetjik az x, y, z szakaszok és az oldalak, ill. a beirt kdr sugara és
ax+by+cz a+b+c
2

r . Ebbél

az oldalak segitségével az alabbi médon. T =
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_ax+by+cz
at+b+c
egyenlétlenséget az alabbi modon!
a b c¢

& a 1 b 1 c 10,
—+—+-=(a+b+c) + =+
X 'y z 8a+b+cx at+b+cy a+b+czg

at+tb+c 1

—————=(a+b+c)=

ax+by+cz r
+

TehatE+b+C a+b+
X 'y z r
beirt kdr kdzéppontja.

. Alkalmazzuk a sulyozott szamtani-harmonikus kdzép kozotti

3 (a+b+c)

Egyenlé’ség akkor és csak akkor all fenn, ha x=y=z, azazP a

22. Elsé egyenlétlenség.
Készitsiink abrat! Osszuk végig az egyenlétlenséget PA xPB xPC-vel, ekkor az eredetivel

+yz+y X+
CP AP BP
kapjuk. Az abran létrejové derékszog(i
haromszogekben felirhatjuk hegyesszdg
szinuszanak definiciéjat. Ez alapjan
X+yz+yXxX+z _

CP AP BP

=(sing, +sing,)(sina, +sina,)(sinb, +sinb, ) £

A ekvivalens £ 1 egyenlétlenséget

£2sn9x0sin2esn2 £1
2 2 2

Itt felhasznaltuk az 1. feladat, illetve a 5/c
eredményét. Egyenléség pontosan akkor all fenn,
ha P egy szabalyos haromsz6g kdzéppontja.
Megjegyzés:

c Erdemes meggondolni, hogy a bizonyitas
tompaszdgi haromszdg esetén is helyes.

Masodik egyenlétlenség.
Ez trivialis.

23. Emeljiik négyzetre az egyenlétlenség mindkét oldalat ekkor az eredetivel ekvivalens
2 R
(\/; + \N + \/E) £ 95 egyenlétlenséghez jutunk.

A Cauchy-egyenlétlenség alapjén

2
10
x+.y +/z xa + +4/zC ax+by+cz)c—+— +—
(e fy ) =g e b o o £ oy ooy
gy azt elég bizonyitani, hogy (ax +by + cz)&l o2 +£9£ R
Sa cg 2

Az elsé zarojelben a haromszog terlletének a kétszerese szerepel.
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igy
(ax+by+cz)6él'_+£+29:ZT&I_+£+E9:a_bCE’é'_+E+E9:
ga b cg Sa b cg 2R8a b cg

=i(bc+ac+ab) =i(4stinb>sing+4stina>sing+4stina>sinb) =
2R 2R

=R(2sinb>sing+2sina>sing+2sina>sinb) =

= R(cos(b- g) +cos(a - g)+cos(a - b) +cosb +cosa +cosg) £

6_9R

£ R(3+cosb +cosa +cosg) £ R?,+g+_
2

Itt felhasznaltuk, hogy a koszinusz fuggvény maximuma 1, és az 5/b feladat eredményét.
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. Egyenletek, egyenlétlenségek

1. Azelsé egyenletbdl kapjuk, hogy xyz=1.
A masodik egyenlet baloldalanak becsléséhez hasznaljuk fel azt, hogy a valés szamok
halmazan értelmezett f(x)=10" fliggvény szigorian monoton névekvé és szigortan konvex,
valamint alkalmazzuk a Jensen-egyenlétlenséget.

3x+3y+3z xty+z
10° +10° +10% 2 340 @ 3 30777 3 30° ° 3 3:0°" =3000.
Innen jon, hogy x=y=z.

2. Hasznéljuk fel, hogy haaz f :[a; b] ® [0:x a f(x) fiuggvényre minden X, y1 [a; b]
esetén teljesul, hogy f(x)+ f(y)3 2f (\@) , akkor barmely xl,xz,...,an [a; b]

esetén fennall az f(x) + £ (x,) +...+ (%) 3 nf (g/%5% %%, )1
1

1 N s 2 £
1+x 1+y 1+ fxy

viszont ekvivalens a 03 (\/; \/9)2 (1- \/E) egyenlétlenséggel, ami trividlisan igaz.

Ez alapjan elég azt bizonyitani, hogy barmely X,y 3 1 esetén

3. Afeltételt tekintsiik c-re nézve masodfoki egyenletnek. igy a ¢* +abc+b* +a*- 4=0
egyenletet kapjuk, melynek diszkriminansa

D =(ab)’ - 4(a® +b*- 4) 16??23?2;:

Kénnyen meggondolhatjuk, hogy a kifejezésben szereplé masodik és harmadik tényezé
2

nem lehet negativ a feltétel miatt, igy 1- 8@9 30,1- abo 0. Legyen
&2 &25

a_ b _ e pe ab

—=cosa, —=cosh,ahola,bl A hisz O< —£1.

2 2 828 2

irjuk fel a megoldd képletet!

a8 0% aps 0
'ab+\/§ &2 ﬂzgl- 822!@

C1;2

Ebbdl csaka ¢ = feIeI meg a feltetelnek.

igy

- 4cosa cosb+\/(1- cos’ a)(l- cos’ b)
c = 5 = - 2(cosa cosb- sinasinb) =- 2cos(a +h)
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tehat ¢ =- cos(a +b). Legyen ¢ = cosg, ahol gl ?

& 8
cosg=- cos(a +b) . Tudjuk, hogy cosg=- cos(p- @), ezért cos(a +b) =cos(p- g).
Mivel 0<p- g a+b<p, ezért az eddigiekbsl kovetkezik, hogy a +b+g=p.

a . b

Tehat a+b+c= 28_+ +% :2(cosa+cosb+cosg)£22 3 az|l. 5/b alapjan.
2

Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha a=b=c.

S hisz 0< = £1 igy

P N _ Xty
4. Fejezziik ki a feltételbsl z-t z=—
xy-1

U, Pé
g 28
Uy Pé
428"
tgg=-tg(a +b)=tgg (a +b)p, ami az eddigiek alapjan azt jelenti, hogy
a+b+g=p.
gy

1 1 1 1 1 1

+ + = + + =

J1+ X \/1+ y? 1+ 2 \/1+tg2a \/1+thb \/1+th9

Mivel x, y>0, ezért legyen X =tga, y =tgb, ahol a,bl ~! Ekkor

_ tga +tgb

— = I Ekkor
tgaxgb-1

=-tg(a +b). Masrészt legyen z=tgg, gl

= cosa + cosb +cosg ES

Itt felhasznéltuk az . 5/b feladatot. Egyenld akkor és csak akkor, ha x=y=z.
5.

: L PR . a b
Mivel x, y, z 1-nél kisebb pozitiv valds szamok, ezért legyen X =tg > y=tg—,z=tg 9 ,

u pé
ahol a,b,gl /0;=a.
H"2&
Ekkor a feltétel alapjan Z=1- X 1 = ! = ! =Ctga+b.
y+X y+X tgg"'tgg tga+b 2
1- yx 2 2 2
a, b
1-tg—-tg—
g 2 g 2
igy tg 9- ctg , ami az értelmezési tartomany miatt azt jelent, hogy % + g +g = g :

azaz a +b+g=p, ahol a szdgek hegyesszdgek.
gy
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a b g
g g g7
X z
1-x2+1-yy2+1-22:1 fa +1 §b+1 fl -
2SS 1-tg? o 1-tg’
g 2 g 2 J 2

_tga +tgb +tgg , 3v3

- 2 2

, itt felhasznaltuk a kétszeres szdg tangensére vonatkozé dsszefiiggést és a 7. feladatot n=1-
re. Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha x=y=z.

a b c a b C
6. Legyen a+b+c=d! Ekkor —+—+—=1,1igy legyen X=—, y=—, z=—, tehat x+y+z=1.
gy i a7 4 gy legy d y q q y
igy a bizonyitandd egyenlétlenség a kovetkezs alakot 6lti
a b c
a + b + C - d + d + d =
Ja2+8oc b?+8ac +/c?+8ba &6 .bc | _ac |=d _ba
| N LAY e
Sd g dd Sd g dd Sd g dd
= X + y + z 31
\/x2+8yz \/y2+8xz \/zz+8yx

, ahol x+y+z=1. Ezt az eljarést nevezik normalizalasnak.
Ebbél kidertl, hogy az altalanossag megszoritasa nélkil mar az elején feltehetjik, hogy
a+b+c=1, azaz normalizalhatjuk az ismeretleneket. Eljiink ezzel a lehetéséggel!

Most tekintsikaz f:0*® [ f(x)= 1 fuggvényt! Bizonyitsuk be, hogy szigordan

Jx
konvex. Mivel folytonos az értelmezési tartomanyan, ezért elég azt belatni, hogy szigortan
gyengén konvex. Legyen x, y két tetszéleges pozitiv valds szam, ekkor az
1,1
caxtyo_ 1 Nx Jy_f+t(y)
&€ 2 5 [x+y 2 2
2

kéttagl szamtani és -2-ed rend( hatvanyktzép kozotti egyenlstlenség miatt igaz. Emiatt
alkalmazhatjuk a Jensen egyenlétlenséget, igy

a N b N C
Ja2+8oc b?+8ac +/c?+8ba
3 f (a(a2 +8bc) +b(b2 +8ac) +c(c2 +8ba))

egyenlétlenséget kell belatni, ami

= af (a2 +8bc) +bf (b2 +8ac) +cf (c2 +8ba) 3

tehat azt kell belatni, hogy f (a(a2 +8bc) +b(b? +8ac) +c(c? +8ba)) 3 1. Mivel f

szigortan csokkend és f(1)=1, ezért elég azt belatni, hogy
a(a2 +8bc) + b(b2 +8ac) + c(c2 +8ba) £1, azaz

a(a2 +8bc) +b(b2 +8ac) +c(c2 +8ba) =a*+b®+c®+24abc£1= (a+b+c)3.

lsmertaz &° +b* +¢* = (a+b+c)’ - 3(@a+b)(c+b)(c+a) osszefiiggés. Ezt beirva és az

Matematika Oktatasi Portél, http://matek.fazekas.hu/ -15/17 -



Abraham Gabor: A Jensen-egyenlétlenség. Megoldasok

egyenlétlenséget rendezve az eredetivel ekvivalens
ab® +ba’ + cb® + bc® + ac® +ca’ 3 6abc
egyenlétlenséghez jutunk, amit mar igazoltunk.
Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha a=b=c.

7.
Az el6z6 feladatban latottakhoz hasonldan igazolhat6, hogy a folytonos
f:0"® §f(x)= 1 szigortian konvex.
X(X+1)
gy
AP C 8 Bl ig+ o L i@
b+b c¢c“+c d°+d a“+a 84 4 4 4 g
5 41Eae;&b+bc+(:d+da9
& 4 @
’tehéta+b+c+d3 64

b’+b c¢*+c d’+d a*+a (ab+bc+cd+da)2+4(ab+bc+cd+da)'
igy elég belatni, hogy
64 ., 8
(ab+bc+cd +da)” +4(ab+bc+cd +da) (a+c)(b+d)
o
ab+bc+cd+daf4
C
4(ab+bc+cd+da)£16=(a+b+c+d)?
C

(a- b+c- d)23 0

Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha a=b=c=d=1.

8. A négyzetgyok fliggvény szigortan konkav az értelmezési tartomanyan. Hasznaljuk fel ezt a

tényt!
\/ \/ b \/ 4a(@+b+c)’ | 4b(a+b+c)? 4c(a+b+c)?
a+tb \Vb+c Vc+a 2(a+b+c) (a+b)(a+c)? 2(a+b+c) (c+b)(a+b)? 2(a+b+c) (a+c)(b+c)
a+c 4da(a+b+c)? + a+b 4b(a+b+c) b+c  4c(a+b+c)?
2(a+b+c) (a+b)(a+c)® 2(@+b+c) (c+b)(a+hb)? 2(a+b+c) (a+c)(b+c)

_ 2a(a+b+c)+2b(a+b+c)+20(a+b+c)
“V(atb)a+c) (c+b)(a+b) (a+c)(b+c)

Ezutan azt kell belatni, hogy
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a(a+b+c) N b(a+b+c) N c(a+b+c) 59
(a+b)(a+c) (c+b)(a+b) (a+c)(b+c) 4
C
(ab+bc+ca)(a+b+c) £g
(a+b)(a+c)(b+c) 4
, ezen utébbi pedig ekvivalens a ab® +ba’ + cb? +bc® + ac?® +ca® 3 6abc
egyenlétlenséggel, amit méar korabban belattunk. Egyenléség akkor és csak akkor all fenn,
ha a=b=c.
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