Abraham Gabor: A Jensen-egyenlétlenség alkalmazasai, Feladatok

Jensen-egyenlétlenség alkalmazasai

Geometriai egyenlétlenségek, szélséérték feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy az f :[O;p] ® [];xa sinx szigortan konkav!

2. Bizonyitsuk be, hogy az f .S B;Blﬁ|® [J; X & cosx szigoruan konkav!

g 2'24

3. Bizonyitsuk be, hogy az f :'éb;%lfl® [J; x atgx szigortan konvex!

4. Fontosabb trigonometrikus 6sszefliggések haromszdgekben, igazoljuk ezeket! A szokasos
jeloléseknek megfeleléen a, 8, y a haromszdg szogei, R a koré irt, r a beirt kér sugara, a, b, ca
haromszdg oldalai, t a terlete.

Sna rsnb*ang J 2R b 1292l =L
sinasinb sing r 272 72 s
c) tga +tgb +tgg =tga tgb tgg (a Dnem derékszogd)
2 2 2
d) ctga +ctgb +ctgg :$ e) cosa + cosb + cosg :1+LR
a, b b, g g, a . . . a b g
tg—tg—+tg—tg=+tg=tg—=1 sina +sinb +sing = 4c0s— COS— COS=
09292 9292 9292 9) g 5 5 5

h) cosa +cosb +cosg =1+ 4sin%sin%sin%

i) sinZ2a +sin2b +sin2g =4sina sinb sing
j) cos2a +cos2b +cos2g = - 4cosa cosb cosg - 1
k) cos’a +cos’ b +cos*g +2cosa cosb cosg =1
) sin?a +sin?b +sin?g = 2(1+ cosa cosb cosg)
g

9= g n)r :4Rsinisin£sin—

a b
2 =ctg—ctg—ctg>
2 g2 g2 g2 2 2 2

m) ctgaE + ctg% +ctg

5. Egy haromsz6g szdgei a szokasos jeldléssel legyenek a, B, y. Hatdrozzuk meg az alabbi
kifejezések legnagyobb alsg, ill. legkisebb felsé korlatjat!

a) sina+sinb+sing b) cosa +cosb+cosg c) sin%singsing d) cosa cosbcosg

6. Bizonyitsuk be a sugaregyenlétlenséget, azaz azt, hogy barmely haromszégben a beirt kor
sugara nem nagyobb a kéré irt kor sugaranak a felénél!

7. Bizonyitsuk be, hogy barmely hegyesszogi haromszogben tg"a +tg" b +tg"g 3 3v3'!

8. Bizonyitsuk be, hogy barmely haromszégben tg® % +1tg° % +1tg® % 311
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Bizonyitsuk be, hogy barmely haromszégben fennallnak az alabbi egyenlétlenségek!

a) sin2a+sin2b+sinzg£% b)cosza+coszb+coszg3g

o 1a+ 1b+ 1 ., ) 1a+ 1b+ 1 5,03
co2? o2 cog?? cos®  cosY cos?
2 2 2 2 2 2
9 L1, 1,5 O S S B

sina sinb sing g

.a . b
sin— sin— sin=
2 2 2
Bizonyitsuk be, hogy barmely haromszdgben fennallnak az alabbi egyenlétlenségek, ahol s a
haromszog félkerllete, t a haromszog teriilete, R a haromszdg koré irt, r beirt kérének
sugara!

a) 3WAES b)33rEs C)S£3ﬁR 3\/3R

dt£
> 9

Bizonyitsuk be, hogy barmely haromszgben a hozzairt korok sugarainak az 6sszege nem

kisebb a haromszdg félkeriiletének a /3 szorosanal!

Bizonyitsuk be, hogy barmely hdromszdg oldalaira fennall az
a’(b+c- a)+b’(a+c- b)+c’(b+a- c) £3abc egyenlstlenség!

Bizonyitsuk be, hogy barmely hegyesszdg(i haromszdg oldalaira fennéll az
bc ac ba
+ +
b’+c®-a*> a*+c*-b*> b’+a*-c

>3 3 egyenlétlenség!

Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, ¢ egy haromszdg harom oldala, s a félkertlete, akkor

ab+ bc N ca34s!
s-C s-a s-b

Bizonyitsuk be, hogy barmely haromszégben fennall az

i£i+i+i£ 1

R® a* b*> c¢® 4r?
egyenlétlenség, ahol R a koré irt, r a beirt kor sugara, a, b, ¢ a hAromszdg oldalai.

Bizonyitsuk be, hogy barmely haromszégre teljesul az
L >t 1 >t 1 53 33 egyenlétlenség, ahol s,,s5,s, a haromszig
2 a 2 b 2 C 2t
S - $ - S
4 4 4

sulyvonalai, a, b, ¢ a hdromszdg oldalai, t a terulete!

Bizonyitsuk be, hogy barmely hegyesszogli  haromszogre fennall a

t t t 3 . . .

+ + 3 33 , ahol a, b, ¢ a haromsz6g oldalai, t a
Jatb?- a2 Jo?- 4 Jaic?- 42 2
terllete!
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18.Legyen a, b, ¢ egy hdromszdg harom oldala és t a terllete! Bizonyitsuk be, hogy
2
3

(abc) |
tEﬁT.

19. Az ABC haromszo6g belsé szogfelezéi a szemkozti oldalakat P, Q, R pontokban metszik.
Bizonyitsuk be, hogy a PQR haromszOg terllete nem nagyobb, mint az ABC
haromszég teriiletének a negyede!

20. Legyen az ABC haromszog terllete t, koré irt kdrének sugara r! A belsé szogfelezék a
koreirt kort P, Q, R metszik. A PQR haromszdg terulete legyen T! Bizonyitsuk be, hogy

16T3%3 27r' !
21.Legyen az ABC haromszdg belsé pontja P! A P pont tavolsdga az a, b, ¢ oldal

) a b c .. .
egyenesktdl legyen rendre x, y, z! Mely P pontok esetén lesz az — +— +— minimalis?
Xy z

22.Legyen az ABC haromszdg belsé pontja P! A P pont tavolsaga az a, b, ¢ oldal
egyenesktsl legyen rendre X, Y, z! Bizonyitsuk  be, hogy
PAXPB>PC 3 (x+ Vy)(y+2)(z+X) 3 8xyz!

23.Legyen az ABC haromszdg belsé pontja P! A P pont tavolsdga az a, b, ¢ oldal

egyenesktdl legyen rendre x, y, z! Bizonyitsuk be, hogy v'x +.[y +v/z £ 3\/§ , ahol R

a haromszog koreéirt korének sugara!
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Egyenletek, egyenlétlenségek

1. *Oldjuk meg a pozitiv valds szamharmasok halmazan!
lgx+Igy+Ilgz=0 fl
10% +107 +10% = 3000,

2. *Legyen X, X,, X,,..., X, 3 1! Bizonyitsuk be, hogy ekkor

1 1 1 1 n
+ + +..+ 3 I

1+x  1+% 1+%  1+X 1+9/X%X..X
3. ** A pozitiv a, b, ¢ szamokra teljesiil, hogy a* +b* + ¢ +abc = 4. Bizonyitsuk be, hogy
ekkor a+b+c£ 3!

4. ** | egyen X, Y, z pozitiv valos szdm és x+y+z=xyz! Bizonyitsuk be, hogy

1 1 1 £§!

+ +
1+ J1+y? 1+ 2

5. ** Bizonyitsuk be, hogy ha x, y, z, egynél kisebb pozitiv val6s szamok, melyekre fennall, hogy

xy+yz+zx=1, akkor X _+ y s z i 33 !
1-x* 1-y° 1-2 2

6. **Legyen a, b, ¢ harom pozitiv valés szam! Bizonyitsuk be, hogy ekkor
a b Cc 3 1)

+ +
JaZ+8bc +b*+8ac +/c?+8ba

7. **Legyen az a, b, ¢, d pozitiv valdés szamok 6sszege 4! Bizonyitsuk be, hogy ekkor
a b C d 8
+ + + 3 !
b’+b c*+c d*+d a*+a (a+c)(b+d

8. **Legyen a, c pozmv valés szam! Bizonyitsuk be, hogy ekkor

Jass " os J 3
a+b b+c c+a
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