Hrasko Andras: Buék 2013, vetélkedd

Buék 2013

Az alabbi példasort a 11-12-es tagozatos didkoknak ajénlom wjévi vetél-
keddnek. Az osztalyok nagyon kiilonbozéek, ez a sor nagyon nehéznek is bi-
zonyulhat, érdemes lehet kdnnyiteni rajta.

Kavics Kupa tipustu vetélkedének gondoltam, tehat 2-4 f6s csapatok verse-
nem kommentélja, csak megmondja, hogy jé-e a végeredmény — és beirja érte a
pontszamot — vagy megmondja, hogy rossz az eredmény és (—5) pontot ir be.
Minusz 5 pontot tobbszoér is lehet kapni ugyanazért a feladatért és ezek nem
torlédnek ki a jé megoldas utédn, amiért a pontot csak egyszer kaphatja meg a
csapat.

A levezets tanarnak mellékeltem a végeredmény-lapot és egy pontozdlapot
is.

Aki hibat talal az {rjon emailt a hraskoa@fazekas.hu cimemre.

BUEK!

Hraské Andrdis
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Hrasko Andras: Buék 2013, vetélkedd

Minden feladatra egy-egy nemnegativ egész szam a vélasz. Rossz megoldé-
sért minden alkalommal (—5) pont jir, akir tObbszor is ugyanazért a feladatért.
Ugyanarra a feladatra tobbszor is kihozhaté megoldas, de csak egyszer kaphat6
meg érte a megajanlott pontszdm. Szamologép hasznalhato.

1. Ha felirjuk 20133-t 2013 db egyméast kovets paratlan szam Osszegeként,

akkor melyik Gsszeadandé lesz a legkisebb? 15 pont
2. Hany olyan nemnegativ egész szamokbol allé legalabb haromelemd szam-
tani sorozat van, amelynek els6 eleme a 0, utolso eleme a 20137 20 pont
3. Adjuk meg a g1 = 1, go = 2013 kezdGelemekkel, gn,i2 = gnt1 — Gn
rekurzioval definidlt sorozat 2013-adik elemét! 20 pont
4. Hany olyan pozitiv egészekbdl allo (z;y; z) rendezett szamharmas van,
amelyben x + y + z = 20137 20 pont
5. Egy téglatest egyik cstcsabol kiindulé harom élének Ssszege 2013 cm,
testatloja 2000 cm. Mekkora a felszine cm?-ben? 25 pont

6. Koch-féle hopehelygorbék elss tagja egy egységoldalu szabalyos harom-
szo0g. Ennek minden oldalanak kivessziik a kozépsé harmadat és helyére egy
kifelé allo kisebb szabalyos haromszoget helyeziink az abra szerint. Igy kapjuk
a méasodik Koch-féle hopelyhet. Az n-edik hopehely is egymashoz kapcsolodd
egyenld hosszu szakaszokbol all6 zart térottvonal, amibél ugy kapjuk az (n+1)-
edik hopelyhet, hogy minden szakaszénak kiézépsé harmadara kifelé szabalyos
haromszoget allitunk.

Elgszor hanyadik hépehely keriilete lesz nagyobb 2013 egységnél? 25 pont

7. Hany olyan nemnegativ egész szamokbol allo (k,n) rendezett par van,
amelyre k? + n? = 20137 25 pont

8. Hany olyan egész szamokbol allo (x;y) szampar van amelyre

2z + y + 2zxy = 20127

25 pont
9. Legyen
20+ 7
f1($>——m, fov1(@) = fi(fa(2)).
Hatarozzuk meg f2013(2012) értékét! 30 pont
10. Hany olyan nemnegativ egész szamokbol allé (k,n) rendezett par van,
amelyre vk + /n = /20127 30 pont

11. Az A = 20132012 B = 2012213 szamok koziil melyik a nagyobb? Osszuk
el a nagyobbikat a kisebbikkel és adjuk meg a hanyados egészrészét! 35 pont
12. Hatérozzuk meg N = (1/20++/13)?%12 tizedesvesszével szomszédos egy-
egy jegyét, tehat adjuk meg a 10N egészrészének utolsod két jegyét! 35 pont
13. Milyen értékhez tart az n-edik és az els6 hopehely (lasd a 6. feladatot)
teriiletének hanyadosa, ha n tart a végtelenhez? Adjuk meg a hatarérték 100-
szorosanak egészrészét! 40 pont
13+1. Melyik az a legkisebb természetes szam, amely éppen 2013-szor
akkora, mint primosztéinak Gsszege? 40 pont
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Hrasko Andras: Buék 2013, vetélkedd

Feladatok és valaszok
1. Ha felirjuk 20133-t 2013 db egyméast kdvets paratlan szam Osszegeként,
akkor melyik 6sszeadandé lesz a legkisebb? Valasz: 4050157

2. Héany olyan nemnegativ egész szamokbol allo legalabb haromelemi szam-
tani sorozat van, amelynek elsG eleme a 0, utolsé eleme a 20137 Valasz: 7

3. Adjuk meg a g1 = 1, go = 2013 kezdGelemekkel, gni2 = gnt1 — gn
rekurzioval definidlt sorozat 2013-adik elemét! Valasz: 2012

4. Hany olyan pozitiv egészekbdl allo (x;y; z) rendezett szamharmas van,
amelyben z 4+ y + z = 20137 Valasz: 2023066

5. Egy téglatest egyik cstcsabol kiindulé harom élének &sszege 2013 cm,
testatloja 2000 cm. Mekkora a felszine cm?-ben? Valasz: 52169

6. Koch-féle hopehelygorbék elsé tagja egy egységoldala szabalyos harom-
sz0g. Ennek minden oldalanak kivessziik a kozépsé harmadat és helyére egy
kifelé all6 kisebb szabalyos haromszoget helyeziink az abra szerint. Igy kapjuk
a masodik Koch-féle hopelyhet. Az n-edik hopehely is egymashoz kapcsolodd
egyenld hosszu szakaszokbol 4116 zart torottvonal, amibol ugy kapjuk az (n+1)-
edik hopelyhet, hogy minden szakaszédnak kézépsé harmadara kifelé szabalyos
haromszoget allitunk.

Elgszor hanyadik hépehely keriilete lesz nagyobb 2013 egységnél?Valasz: 24

7. Hany olyan nemnegativ egész szamokbol allo (k,n) rendezett par van,
amelyre k? + n? = 2013? Eredmény: 0

8. Hany olyan egész szamokbdl allé (x;y) szampar van amelyre
2z + y + 2zxy = 20127

Valasz: 16

9. Legyen
. 204+ 7 .
fl(ﬂﬁ)—— z+3° fn+1(»b)—f1(fn($))~
Hatarozzuk meg f2013(2012) értékét! Valasz: 2012

10. Hany olyan nemnegativ egész szamokbol allo (k,n) rendezett par van,
amelyre V& + /n = v/2012? Valasz: 3

11. Az A = 2013212 B = 20122013 szamok koziil melyik a nagyobb? Osszuk
el a nagyobbikat a kisebbikkel és adjuk meg a hanyados egészrészét!
Valasz: 740

12. Hatdrozzuk meg N = (/204 +/13)?%12 tizedesvessz6vel szomszédos egy-
egy jegyét, tehat adjuk meg a 10N egészrészének utolso két jegyét! Valasz: 79

13. Milyen értékhez tart az n-edik és az els6 hopehely (lasd a 6. feladatot)
teriiletének hanyadosa, ha n tart a végtelenhez? Adjuk meg a hatarérték 100-
szorosdnak egészrészét! Valasz: 160

13+1. Melyik az a legkisebb természetes szam, amely éppen 2013-szor
akkora, mint primosztéinak Osszege? Valasz: 169092
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Hrasko Andras: Buék 2013, vetélkedd

Feladatok, valaszok, indoklas
1. Ha felirjuk 20133-t 2013 db egyméast kdvets paratlan szam Osszegeként,
akkor melyik 6sszeadandé lesz a legkisebb? 15 pont
Valasz: 4050157
Indoklas: 2013% — 2. 2013=1 — 4050157

2. Héany olyan nemnegativ egész szamokbol allé legalabb haromelemd szam-

tani sorozat van, amelynek els6 eleme a 0, utolso eleme a 20137 20 pont

Valasz: 7

Indoklas: 2013 = 3. 1161, igy 2013 6nmaganal kisebb pozitiv osztoinak
szdma 7.

3. Adjuk meg a g1 = 1, go = 2013 kezdGelemekkel, g,12 = gni1 — gn

rekurzioval definialt sorozat 2013-adik elemét! 20 pont

Valasz: 2012

Indoklas: A sorozat hatos periodusi, a 2013-adik elem a harmadik elemmel

egyezik meg.

4. Hény olyan pozitiv egészekbdl allo (x;y; z) rendezett szamharmas van,

amelyben x + y + z = 20137 20 pont

Valasz: 2023066

Indoklas: Osszunk fel egy 2013 egység hossza szakaszt harom részre! A

harom rész balrol jobbra: =z, y, z. Az osztépontok 1-nél, 2-nél, ...2012-nél
lehetnek, tehat (*%?) = 1006 - 2011 = 2023066 lehetGség van.

5. Egy téglatest egyik csticsabol kiindulé harom élének &sszege 2013 cm,
testatloja 2000 cm. Mekkora a felszine cm?-ben? 25 pont
Valasz: 52169

Indoklas: 2(ab+bc+ca) = (a+b+c)? — (a* +b? + ¢*) = 2013% — 20002 =
52169.

6. Koch-féle hopehelygorbék elss tagja egy egységoldalu szabalyos harom-
szo0g. Ennek minden oldalanak kivessziik a kozépsé harmadat és helyére egy
kifelé all6 kisebb szabalyos haromszoget helyeziink az abra szerint. Igy kapjuk
a méasodik Koch-féle hopelyhet. Az n-edik hopehely is egymashoz kapcsolodd
egyenld hosszu szakaszokbol all6 zart téréttvonal, amibél ugy kapjuk az (n+1)-
edik hopelyhet, hogy minden szakaszénak kiézépsé harmadara kifelé szabalyos
haromszoget allitunk.

Elgszor hanyadik hopehely keriilete lesz nagyobb 2013 egységnél? 25 pont

) Valasz: 24
Indoklas: az n-edik hépehely keriilete: k, = 3 - (%)7% , igy a kérdezett
2013
érték lnlni + 1 felsG egész része.
3

7. Hany olyan nemnegativ egész szamokbol allo (k,n) rendezett par van,

amelyre k? + n? = 20137 25 pont

Eredmény: 0

Indoklas: a® = 0 vagy 1 (mod 3), mig 2013 = 0 (mod 3), igy a = b =0
(mod 3), de 2013 £ 0 (mod 9).

8. Hany olyan egész szamokbol allo (x;y) szampéar van amelyre
2z + y + 2zxy = 20127

25 pont

Valasz: 16

Indoklas: (2z + 1)(y + 1) = 2013 és 2013-nak 16 egész osztodja van, mind
paratlan.

9. Legyen
2+ 7
fl(x)__ma fnr1(x) = fi(fu(z)).
Hatéarozzuk meg f2013(2012) értékét! 30 pont

Valasz: 2012
Indoklas: f3(z) =z, s6t fsn(z) =, igy foo13(x) = .
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Hrasko Andras: Buék 2013, vetélkedd

10. Hany olyan nemnegativ egész szamokbol all6 (k,n) rendezett par van,
amelyre Vk + /n = v/2012? 30 pont
Eredmény: 3

Indoklas: vk = 2v/503 — /0, ahol 503 prim. Négyzetreemelve 4v/503n =
2012 + n — k € N, azaz 503n négyzetszam, tehat n = 50302 és ugyanigy k =
503x2, ahol az eredeti egyenletbe visszairva v/503-mal osztva v + x = 2 adodik.

11. Az A = 2013212 B = 20122013 szamok koziil melyik a nagyobb? Osszuk
el a nagyobbikat a kisebbikkel és adjuk meg a hényados egészrészét! 35 pont
Eredmény: 740

Indoklas:

B 2012 2012 2012 740
A T /20132012 1 2012 ~ ’
4 (58) (1+ 512) €

ahol amugy a (1 + 20%)2012 kifejezés értéke szamologéppel is meghatarozhato.

12. Hatarozzuk meg N = (/20 +1/13)2°12 tizedesvesszével szomszédos egy-

egy jegyét, tehat adjuk meg a 10N egészrészének utolséd két jegyét! 35 pont

Valasz: 79

Indoklas: Az M = (/20 + /13)2012 + (/20 — /13)2012 sz4m egész szam,
hiszen

\ 2012
M2~20200°+2< 02 >.202005-13+...

2012 2012
+2< 04 ) 202 - 1320°4+2( 02 ) .20 - 132005 4 2. 132006,

El6szor meghatarozzuk M utolséd jegyét.

M-ben a 2(*)?) - 20 - 13290 tag O-ra végzGdik, a 20-ban magasabb foku
tagok pedig mar legalabb két nullara végzédnek. Igy M utolsé jegye megegyezik
2 - 32006 ytolso jegyével, ami 8-as.

Masrészt az N/ = (\/% — \/ﬁ)2012 szam rendkiviil piciny. Valoban, (\/2> —
V13) < 0,9, (V20 —/13)?2 < 0,9?2 < 0,1, igy (v/20 — v/13)?012 < 0, 1.

N = M — N, tehat N egy 8-ra végzGds szamnal egy szézadnal kevesebbel
kisebb, tehat N =...7,9...

13. Milyen értékhez tart az n-edik és az elss hopehely (lasd a 6. feladatot)
teriiletének hanyadosa, ha n tart a végtelenhez? Adjuk meg a hatarérték 100-
szorosanak egészrészét! 40 pont

Valasz: 160

Indoklas: Ha T, jeldli az n-edik hopehely teriiletét és T7 = 1, akkor

1 1 41 141 [4\’1
To=1+-, Ty=1+-4+-=, Ti=l+-+--+(=]) =
R N R E +3+93+<9) 3’
hiszen lépésenként 4-szer annyi oldalszakaszdarab lesz, mint kordbban és mind-
egyiken egy 9-ed akkora teriilet, mint kordbban.

1 4 [4\? 11 8
lim Ty =1+ (1+-+ () +...)=1+> -
et +3<+9+(9>+ ) 31175

13+1. Melyik az a legkisebb természetes szam, amely éppen 2013-szor

akkora, mint primosztéinak Gsszege? 40 pont

Valasz: 169092

Indoklas: A keresett n szam oszthato 2013 primosztoival, tehat a 3, 11, 61
szamokkal. Ha tovabbi primosztoéi p1, po, ..., pk, akkor

(3+114+61+p; +p2+...+px)-2013 =n.

Sziikséges, hogy 1 < i < k esetén fennalljon a p; | (75 +p1 +p2 + ... + )
relacio és ez az Osszeg a lehetS legkisebb legyen. k = 2-re p; = 2, py = 7-tel
megfelel§ szdmot kapunk, hiszen 75+ 2 + 7 = 84 oszthat6 2-vel és 7-tel és nincs
a {2,3,7,11,61} halmazba nem tartozé primosztoja. 75-t6l 83-ig nem kapunk
megoldast, igy a legkisebb megfelels szam 84 - 2013 = 169092.
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Buék 2013, vetélkeds

Hrasko Andrés:
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