Abraham Gabor: A polinomalgebra elemei, Megoldasok

Polinomalgebra elemei (megoldasok, megoldas vazlatok)
I. Egész egyutthatés polinomok

1. Tudjuk, hogy a-b|p(a)-p(b), ahol a, b egész szamok, mig p(x) egész egyltthatds polinom.
Emiatt n-1|p(n)-p(1) és n|p(n)-p(0), tehat n-1]2000 és n]1991.
Az 1991 pozitiv oszt6i: 1, 11, 181, 1991. Ezek koziil csak a 11-re teljesil, hogy beléle 1-et

kivonva a kapott szam oszt6ja a 2000-nek. Tehat az n=11 j6 lehet. Nézziik meg, hogy létezik-e
hozza megfelels polinom? Kénnyen lehet talalni ilyen egész egyiitthatés masodfokl

polinomot pl. p(x) =19x* - 28x+ 20, ugyanis p(0)=20, p(1)=19-28+20=11 és
p(11)=19x121-28 x11+20=2011.

2. Tudjuk, hogy létezik olyan n egész hely, ahol p(n)=1967. Legyen X, X,, ..., X, k db kuilénbdz6
egész szam, melyekre teljesul, hogy a p polinom ezeken a helyeken -44-et vesz fel! Tekintsik
a q(x)=p(x)+44 polinomot. Ennek a polinomnak az X, X,, ..., X, szamok gyokei, igy felirhato

g(x) = (X- X)(X-X,)...(X- X, )% (x) alakban.

igy q(n) =(n- x)(n-X,)...(n- x. ) (n) = p(n) +44 = 2011, ahol
(n-x), (N-X,), ..., (n- X,) paronként kilonbdzs egész szamok. Mivel a 2011 prim, ezért

csak 2011=1x(-1) *(-2011) mddon irhato fel kiillonbdz6 egész szamok szorzataként. Tehat
legfeljebb harom kilonbdzé egész helyen veheti fel p a -44-et. llyen polinom van pl.

p(X) = x®- 2011x* - x+1967. Erre a polinomra p(0)=1967, p(-1)=p(1)=p(2011)=-44.

3. Tegyik fel, hogy van egész gyoke, legyen ez k! Ekkor P(x)=(x-k) >q(x). irjuk fel k-t k=nx2011+m
alakban, ahol m legyen 2011-nél nem kisebb pozitiv egész szam. Ekkor P(m)=(m-k) >q(m),
ami oszthato 2011-gyel és a megadott szamok egyike, ami ellentmondas, tehat nincs egész
gyOke a polinomnak.

Megjegyzés: A feladat altalanosithatd.

A p egész egyutthatds polinomrol tudjuk, hogy p(1), p(2), ...,p(n) egyike sem oszthatd n-nel,
ahol n egész szam. Legfeljebb hany egész gyoke lehet a polinomnak?

4. Mivel p polinom, ezért ha van racionalis gyoke, akkor az csak egész szam lehet. Tegylk fel,
hogy a, b, ¢ harom egész gydke a polinomnak. Ekkor p(x)=(x-a)(x-b)(x-c). A Viete-formulak
alapjan abc=d, ab+bc+ca=-2010 és a+b+c=2010. Az nem lehet, hogy mindharom gydk, vagy
pontosan az egyik legyen paratlan, mert 6sszegik paros, az sem lehet, hogy pontosan egy
péros legyen koztiik, mert akkor az ab+bc+ca dsszeg paratlan lenne. igy marad az, hogy
mindharom paros, de akkor az ab+bc+ca 6sszeg oszthato lenne 4-gyel, ami a -2010-ra nem
teljesdl.

5. Gondoljuk meg, hogy barmely k szam esetén f(x) n-edfokd polinom felirhato x-k
polinomjaként! Tekintsik ezt az alakot

f(X) =b,(x- k)" +b,_,(x- k)" +...+b(x- k) +h,, ahol az egyitthatok egészek a

feltétel miatt és b, = f (k) . Mivel P gyoke a polinomnak, igy f ?22 0, ahol (p,q)=1.
q dg
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Ekkor
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Mivel az elsé n tag és a baloldal is oszthatd p-kg-val, ezért az utolso tag is. Mivel (p,q)=1,
ezért (p-ka;q)=1, fgy (p- ka) |y, = f ().

A megforditasa is igaz, mely kénnyen bizonyithaté.

Mivel f(x) f6polinom, ezért ha van racionalis gyoke, akkor az csak egész lehet. Legyen ez a
gyok m, tehat f(m)=0! Ekkor f(x)=(x-m) *q(x), ahol q(x) egész egyutthatos polinom. Ekkor
f(k)=(k-m) xq(k), f(k+1)=(k+1-m) >q(k+1), ..., f(k+p)=(k+p-m) >q(k+p-m). A k-m, k+1-m,...,

k+p-m egymast kdvets egész szamok és szamuk p+1. igy van kdztiik p+1-gyel oszthatd, ami
ellentmondas, tehat nincs raciondlis gyoke f-nek.

. Tegylk fel, hogy van, legyen f(x) =hb x"+b X" +..+bx+h,, ahol az egyiitthatok egész
szamok, és f legalabb elssfoku.

Ekkor f(2) =2", ahol r nemnegativ egész szam. Legyen q(X) = f (x)- 2", ami egy n-edfoku
polinom, melynek nem lehet n db-nal tébb gydke. igy f(x) legfeljebb n db helyen veheti fel a
2" értéket, igy létezik k kiiszobérték, hogy ha s>k, akkor f(s)! 2" .Legyen m az r+1-nél nem
kisebb természetes szam és a = 2™ +1>k . Ekkor az f-re tett feltevés miatt f (a) =2', ahol t
nem lehet egyenld r-rel, és legyen g=min(t,r). igy 2' - 2" = 2¢ (2"q - 2”‘) , ahol a méasodik
tényezé paratlan, igy 29" nem osztoja a killonbségnek. Masrészt 2 - 2" = f(a)- f (1), ami
oszthat6 a-1-gyel tehéat ellentmondasra jutottunk.

Ismeretes, hogy p(z) - p(x) oszthatd z - x —szel. Legyen z=q(x) =x + p(X) !

Ekkor p(q(x)) — p(x) oszthato p(x)-szel, vagyis p(q(x)) oszthaté p(x)-szel és fokszama nagyobb a
p(x) fokszamanal, igy felbontasaban a masodik tényezé is konstanstol kiilonbdzé.

a)lgenpl. p(x) = % X(X+1)

b) Igaz, hisza p(X) = ax’ +bx+ ¢ polinom esetén ¢ paros, hisz p(0)=c. Masrészt p(1)=a+b+c

Lo PO+ p(-D- 2

és p(-1)=a-b+c. Ebbél >

, ami feltételek miatt egész. Ebbél pedig

kovetkezik, hogy b is egész.
¢) Nem, pl. p(x) = % X(Xx+1)(x+2)

d) lgaz, a b) feladathoz hasonléan belathat6.
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10. Legyen p,(x) = M(X) . Kénnyi végiggondolni, hogy elég olyan p(x) polinomot keresni,

melyre igaz, hogy minden n és k esetén ( p, (n); n) =1

Ha n= p(0), akkor n|p(n), igy legyen p(0)=1! Ekkor (p(n);n)=1, minden egész n-re és
p(n)=qn+1. Legyen N=qn+1. Ekkor p(p(n))=p(N). Ha i>0, akkor (gqn+1)' =q'n+1, ahol q’
egeész.

igy tetszéleges p(x) =a,x"+a, X" +...+a X+ 3, polinom esetén

p(N)=QN+a, +a, ,+..+a +a,.Legyen a, +a , +...+a +a, =1, ekkor N=gn+1-bél
p(N)=Q.n+1 is adédik. Innen teljes indukciéval kapjuk, hogy px(n)=Qn+1, ahol Q, egész. Ekkor
(n;p(n))=1. Igy legyen p(1)=p(0)=1. Tehat a p(x)=x***!-x+1 polinom megfelels lesz.

11. Az f(x)=(2x-1)**" polinom megfelel. Ugyanis f(1-x)=(2(1-x)-1)**"?=(1-2x)***?=(2x-1)*""=f(x).

A mésik kérdésre nem a vélasz. Legyen q(x)=f(x)-f(x-1)! Ekkor a g polinomnak a feltétel szerint
végtelen sok gyoke van, ami azt jelenti, hogy a nulla polinom. Ezért f(x)=f(x-1) végtelen sok x-
re. Legyen b olyan szam, mely esetén c=f(b)=f(b-1)=f(b-2)=..., azaz a h(x)=f(x)-c polinomnak
végtelen sok gydke van, tehat a nulla polinom, igy f(x)=c, ami konstans polinom, tehat nem
2012-edfoka.

II. Polinomegyenletek
1. a) A nulla polinom megfelel a feladatnak. Legyen p nem nulla polinom.
Az egyenlet alapjan a p polinomnak az x=0 gyoke, tehat p(x)=xq.(x). igy az egyenlet

X(x-1)g1(x-1)=(x-5)xqg1(x) alakot Olti. Ebbél kapjuk, hogy végtelen sok valés x-re fennall, hogy
(x-1)g1(x-1)=(x-5)q.(X). Ebbél latszik, hogy x=1 gyoke a g, polinomnak, igy q.(x)=(x-1)q.(x). igy

(X-1)(X-2)g2(x-1)=(x-5)(x-1)q. (x), amibdl jon, hogy végtelen sok valds x-re

(x-2)g2(x-1)=(x-5)0.(x)... ezt folytatva egyszerdsitések utan a hatodik Iépésben eljuthatunk
oda, hogy gs(x-1)=qe(X) végtelen sok valds x esetén. Ez az el6z6 (1./12.) feladatban latottak
alapjan azt jelenti, hogy ges(x) konstans polinom. Tehat ha p nem a nulla polinom, akkor
p(X)=x(x-1)(x-2)(x-3)(x-4)(x-5)c. Ellenérzéssel meggyszédhetiink ennek helyességérdl.

b) Az el6z6h6z hasonlé gondolatmenettel kapjuk, hogy a 0 polinom, vagy a p(x)=cx(x-1)(x+1)
polinom.

c) A 0 polinom, vagy a p(x)=c(x-2)(x-4)(x-8)(x-6).

d) Ha az a) részben latott gondolatmenetet alkalmazzuk, akkor latszik, hogy a p(x)
polinomnak gydke a 0, 1, 2, 3, ... szam, ami azt jelenti, hogy végtelen sok gyoke van. Tehat
csak a 0 polinom felel meg az egyenletnek.

lll. Gyodkok és egyltthatok kdzotti osszefliggések, elemi szimmetrikus polinomok

1. Koénnyen leellendrizhetjik, hogy a -1/2 nem lehet gyoke a polinomnak. A p(-2)=0-bdl
kovetkezik, hogy b=10-4a. Ha az x, gyok reciproka nem egyenlé xq-lal, akkor a Viete-formulak
alapjan b=2, amibél a=2. Ekkor a polinom p(x)=(x+2)(x*+1), aminek csak egy valos gyoke van.
igy legyen x, olyan, amely egyenlé a reciprokaval!, azaz 1 vagy -1. Behelyettesités utan csak
az 1 ad megoldast. A keresett polinom p(x)=x*+4x*+x-6, amiré| ellenérzéssel
meggydszédhetiink.
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2. AViete-formulak alapjan
T (X + %+ X +%,)=-1
i XX, F XX, + X X+ XX+ X, X, + XX, = - 14,
T XX XXX + XXX, + XX X, = - 2
F X% x, =24
ahol X, X,,%;, X, anégy valos gyok . Legyen X +X, =0, igy X, +X, =1.Ebbél jon, a
masodik egyenlet alapjan, hogy X, X, =1. Ebbél pedig mar kiszamolhatjuk a gydkoket.

3. AViete-formulak alapjan

-\I-X1+X2+X3:-E
: a

i .
X0 4%+ X0 =
|

Ex0%, =2
1 a
, Al Lt s ~ b_c d . "
Mivel a nullatél kiilonbozé, ezért bc <3ad U - —x— > - 3— . Ebbe behelyettesitve a Viéte-
a a a

formulakat és 0-ra redukalva, konnyen bizonyithatjuk az allitast.
4. Legyenek az adott polinom gyokei X, X,,X;.

A Viete-formulak alapjan

1% % +%=0

I X%, + XX + X%, = 3

1 XXX, =- 1

A keresett polinom gyékei: x,°,%,%, X, .

Annak a Viete-formulai alapjan

XX % = -2

XX+ XX+, =D

DX =

Ebbél c=1.

Innentdl hasznaljuk a 10. feladat c) részét!

X%+ %7 = (X %+ %) = 5% %) (% %) (X + X )(X2 + X, + X7 XX, +X,% + XX,)
Ebbol kapjuk, hogy

X7+ %% =0- 50 %) %) %) (% i) - Gt i)

X7+ +%° =15

azaz a=-15.
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Mivel x°% %> =1P X,°x’ :i5 , hasonl6an j6n a tobbi is. igy
X

1, 1 1 , A L 2 :
XX, + X% + X, X = — +—+— . Ezt pedig az el6z8 formulabol kiszamolhatjuk, ha

X%
azt az ott szerepld szamok reciprokara irjuk fel. Ebbél kapjuk, hogy b=-198.

5. Legyenp, qésrazx®+ax’+bx +c polinom harom, a feltételeknek megfelels gydke. Ekkor a
Viéte-formulak felhasznélasaval:p+q+r=-a,
pg+gr+rp=b, par=—c. Vilagos az is, hogy b? — 4ac négyzetszam kell, hogy legyen. Ha p, q
és r mindegyike paratlan, akkor a, b és c is az a fenti egyenléségek miatt. Legyen a=2k+1,b
=2m+1ésc=2n+1.
Ekkor
b2 - 4ac = (2m+1)* - 4x(2k +1)(2n+1)= 4mx(m + 1) - 16kn - 8k - 8n- 8+ 5
, vagyis a kifejezés 8-as maradéka 5. A négyzetszamok kozil a paratlanok 8-cal osztva 1
maradékot adnak, igy ellentmondésra jutottunk. Ezért p, g és r koziil pontosan az egyik 2-vel
egyenl8, ami azonnal maga utan vonja, hogy
Yp + q + r%22-nél nagyobb paros egész szdm, tehat dsszetett.

6. Legyenek a gyokok Xi, Xp, Xs, Xs . A Viéte-formuldk miatt: X, + X, + X; +X, =0,
X X, + X X5+ XX, = -2 . Mivel
(X, + %, + X, + %, )7 =2+ X2+ X2+ X2+ 2(X, X, + X, X+t XX, ) , ezért
X2 +x2 +x2 +x2 =4 . Tegyik fel indirekt, hogy pl. v/3 £ ¥x,Y5! Ekkor

X2+ X, + X2 =4- x; £1 . Aszamtani és a négyzetes kdzép kozotti egyenlstlenség miatt

2 2 2
W : |X1| +|)§| +|X3| 3 |X1 i X32 ! X3| ,56t, a baloldali egyenlétlenségben

o . L XX X
egyenléség sem allhat fenn, hiszen a gyokok kilonbozéek. Ezért — > ————— |

V3 3

V3 > % + %, +%;| =|x,| , ami ellentmondas. Ezzel a feladat allitasat belttuk, hiszen az x-

k egyenranguak.

7. Kénnyen végiggondolhat6, hogy h =s, h, =s°- 2s,.

Legyena p(X) =X - §X° +S,X- S, harmadfoku polinom harom valos gyoke X, X,, X,
Ekkor

0=x"- $X°+8,X - 5,

0=%,"- §%," +$,% - S.(1)

0=%"- 5%° +5%- s,

Adjuk 6ssze a harom egyenléséget! Ekkor kapjuk, hogy

hy=sh,- 5,5 +3s,=5°- 35,5 +3s,
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Ha az (1)-es egyenleteit megszorozzuk rendre az X, X,, X;-mal, majd az igy kapott
kifejezéseket dsszeadjuk, kapjuk, hogy h, =sh,- sh, +s;s =s*- 45,5% +4s,;5 +25°. Ha

az (1.) egyenleteit a gyokok négyzetével szorozzuk végig és utana adjuk 6ssze az
egyenleteket, akkor megkapjuk a

h, =sh,- sh,+sh,=s°- 55,5 +5s5,5% +555,” - 55,5,.

8. Végig gondolhato, hogy h, =s°- 3s,5 +3s,.

9. Végig gondolhato, hogy h, =s*- 4s,5° +4s,5 +2s,% - 4s,

10. A 7. feladatban kiszdmolt polinomok segitségével kdnnyen igazolhaté mindharom kifejezés,
ha felhasznéljuk, hogy (X+ Y)(Y+2)(z+X)=s,5°- S;8°- §S,” +S,S,.

11. Alkalmazzuk a 10./a)-t és b)-t! Vegyik figyelembe, hogy x-y+y-z+z-x=0!

12. Az (a+b- c)3 +(a- b+ c)3 +(c+b- a)3 kifejezésre alkalmazzuk a 10/a feladatban

szereplé formulat! Az eredmény 24abc.

13. Hasznéljuk fel a 10/a 6sszefuggést és a feltételt. Ezekbdl kapjuk, hogy
4(a3 +b®+c3- 3abc) = 4(a+b+c)(a2 +b?+c?- ab- be- ca) =4(a® +b*+c?- ab- bc- ca)
gy elég azt belatni, hogy 4(a’ +b* +c?- ab- bc- ca) 2 3(a- b)z. Elvégezve a négyzetre

emelést és a nullara redukalast az eredetivel ekvivalens (a+b)? - 4(a+b)c+4c*3 0
egyenlétlenséghez jutunk. A feltétel alapjan a+b=1-c, igy elég azt belatni, hogy
(1- ¢)*- 4(1- c)c+4c® 3 0. Ebben elvégezve az 4talakitasokat, az eredetivel ekvivalens

(3c- 1) 3 0 trivialis egyenlétlenséghez jutunk. Egyenléség: U ¢ = %

14. Haszndljuk fel a 10./a) 6sszefliggést és azt, hogy

(x- y) +(y- 2 +(z- %’
2

Xy +7 - xy- yztzx = , és vizsgaljuk meg az xyz

szorzat paritasat!

15. irjuk at feltételt : 3° + y* + (- 1)° - 3xy(- 1) = 0, majd erre alkalmazzuk a 10./a)-t! Az
eredmény x=y=-1.
16. A baloldali nevezék helyére irjuk be az y+z=-x, z+x=-y és x+y=-z kifejezéseket, majd a nevezék

beszorzésaval alakitsuk ekvivalensen a kifejezést, mikdzben haromtagu teljes négyzetek
kialakitasaval és a feltétel felhasznalasaval haladhatunk elére.

17. Haszndljuk fel a 10./a és c) feladatot és a feltételt, majd haromtagu teljes négyzet

kialakitasaval és a feltétel felhasznalasaval megkapjuk, hogy a® +b? +c? zg .

18. A feladat kdnnyen megoldhat6 a 10./c) és a Viéte -formulak felhasznalasaval.

19. A nevezéSkkel val6 beszorzas és nullara redukalas utan hasznaljuk a 10./a) feladatot, majd a
kapott kifejezésben alakitsuk ki harom kéttagu teljes négyzet dsszegét!
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20. A 10./a) és c) feladatok alkalmazasa utan egy kis atalakitassal az eredetivel ekvivalens
a’+b*+c?3 ab+bc+ca trivialis egyenlstlenséget kapjuk.

21. Az altalanossag megszoritasa nélkil feltehetjik, hogy a a legnagyobb oldal. K6bre emelés és
nullara redukalas utan az eredetivel ekvivalens egyenlétlenséget kapunk, melynek baloldalat
hozzuk (- @)% +b* +¢®- 3(- a)bc alakra, melyre alkalmazzuk a 10./a)-t. Innen pedig
kdnnyen befejezhetd a bizonyitas.

22. Hasznéljuk fel a 9. feladat eredményét ésa h, = sf - 2s, osszefuggést!

23. a), b) Kdz6s nevezére hozas utan a szamlaléban elvégezve az 6sszevonast 0-t kapunk, azaz
S$,=5,=0.
c) Kéz6s nevezére hozés utan a szamlaléban a a’c- a’b+ba- cb® +c’b- c’a kifejezést
kapjuk, melynek szorzatalakja (a-b)(b-c)(c-a), igy S, =1.
d) K6z6s nevezére hozas utan a szamlaléban a - a®(b- c) - b*(c- a)- c*(a- b)
kifejezéshez jutunk. Alakitsuk ezt szorzatta!
-a’(b- ¢)- b’(c- a)- c*(a- b) =b(c’- a*) - b*(c- a)- ac(c’*- a*) =
=(c- a)(bc’* +abc+ba®- b’ - ac® - a’c) =(c- a)(ac(b- c)- b(b*- ¢®)+a’*(b- c)) =
=(c- a)(b- c)(ac- b*- bc+a*) =(c- a)(b- c)(ac+ab- ab- b*- bc+a®) =
=(c- a)(b- c)(a(a+b+c)- b(a+b+c))=(c- a)(b- c)(a- b)(a+b+c)
igy S ;=a+b+c, azaz egész.
Nézzlink erre egy masik megoldast, ami lehetéséget nyujt arra, hogy kénnyen bebizonyitsuk
4-re, majd tetszéleges pozitiv egész n-re.
Tekintsuk az alabbi harmadfoku polinomot!
P(x) = (x- a)(x- b)(x- ¢) =x*- (a+b+c)x* +(ab+bc+ca)x- abc
Ennek a polinomnak az a, b, ¢ gyoke, ezért
P(a) =a®- (a+b+c)a’+(ab+bc+ca)a- abc=0
P(b) =b®- (a+b+c)b*+(ab+bc+ca)b- abc=0
P(c)=c’- (a+b+c)c® +(ab+bc+ca)c- abc=0
1 1
(a- b)(b-c)’ (b-c)(c-a) (c- a)a- b)
majd a kapott egyenleteket 6sszeadvaaz S, - (a+b+c)S, +(ab+bc+ca)S - abcS =0
Osszefliggéshez jutunk, melybsl kapjuk, hogy S ;=a+b+c.
e) Ehheza P(X) = x(x- a)(x- b)(x- ¢) =x*- (a+b+c)x’ + (ab+bc+ca)x’ - abcx
polinombdl induljunk ki. Megint irjuk fel az a, b, ¢ helyen vett helyettesitési értékét, majd
1 1 1
(a- b)(b-c)' (b-c)c-a) (c- a)a- b)
kifejezésekkel és adjuk 6ssze azokat! Ekkor az
S,- (a+b+c)S; +(ab+bc+ca)S, - abcS =0 egyenléséghez jutunk, melybdl
S, =(a+b+c)’- (ab+bc+ca), tehat egész.
f) Bizonyitsuk teljes indukcioval!
Az n=0, 1, 2, 3, 4 esetekben mér lattuk, hogy igaz az allitas. Tegyuk fel, hogy n=k-ig igaz,

bizonyitsuk be k+1-re!
Ehhez tekintsik a

P(x) = X“?(x- a)(x- b)(x- ¢) =x“"*- (a+b+c)x* +(ab+bc+ca)x* - abcx?

Ezeket rendre megszorozva kifejezésekkel,

rendre szorozzuk be a kapott egyenleteket
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irjuk fel az a, b, ¢ helyen vett helyettesitési értékét, majd rendre szorozzuk be a kapott
1

1 1
(a- b)(b-c)" (b-c)(c-a) (c- a)a- b)
azokat! Ekkoraz S,; - (a+b+c)S +(ab+bc+ca)S ;- abcS, , =0 egyenléséghez
jutunk, melybél S,, = (a+b+c)S, - (ab+bc+ca)S , +abcS_,. Mivel az indukcids
feltétel szerint a jobb oldal egész, ezértaz S ,, is egész. Ezt kellett bizonyitani.

24. a) Legyen a:§/2+\/§ +§/2- J5 1 Ebbsl a- %/2+\/§ - %/2- J5 =0. Alkalmazzuk erre a
10./a)-t Ggy, hogy X=a, y=-32++/5, z=-3/2- \/5 .Ekkoraz a*+3a- 4=0

egyenlethez jutunk, melynek csak a=1 a valés megoldasa, igy 3/2 +/5 + %/2 -5 =1, azaz
racionalis.

kifejezésekkel és adjuk dssze

egyenleteket

b) Az el6z6h6z hasonloan jarhatunk el. Igy kapjuk, hogy 3/45+ 20./2 + 3/45- 20./2 = 6,
azaz racionalis.

25. Feltehetjlk, hogy a, b, ¢ relativ prim egész szamok. Ezt érdemes végiggondolni!

Alkalmazzuk a 10./a) feladatot ugy, hogy x=a, y = b3/2 , Z=C34, ekkor x+y+z=0, igy

x>+ y® + 722 =3xyz, ebbsl a° + 2b> +3c® = 6abc . Kénnydi latni, hogy a péros, legyen
a=2a;. Ezt beirva a b-re is azt kapjuk, hogy paros, majd azt is felirva 2b; alakban a C-rél is azt
kapjuk, hogy paros, ami ellentmondas.

26. Hasznaljuk fel az el6z6 feladat eredményét!

27. a) Alakitsuk at az egyenletrendszert!

L syiz=. 1L

: y 2

1 13
[ Xy+YyZ+2X=- —
i 2
ixyz=-3

;

Az egyenletbena p(U)=U°+ %U 2. 1—23U +3 harmadfoku polinom Viéte —formulai

szerepelnek, melynek gyokei x, y, z. Emiatt ezen polinom gytkei adjak az egyenletrendszer
megoldasait. Arrdl kdnnyd meggy6zédni, hogy az % gyoke. Ezutan kiszdmolhatjuk a tébbit,
melyek a -3 ésa 2. Tehat x=1/2, y=-3, z=2 megoldasok és ezek barmely permutaciodja is
megoldas.

b)A h, =s” - 2s, 6sszefiiggéshsl megkaphatjuk, hogy xy+yz+zx=-11. Innen a harmadik

egyenlet felhasznalaséaval jon, hogy xyz=12. igy a p(U ) =U%- 2U?- 11U +12 harmadfok
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polinom Viéte —formulait kapjuk, melynek gyokei x,y,z. Ennek egyik gyoke 1, a tébbi ezutan
kénnyen kiszamolhatd. A megoldasok 1, -3, 4 és ezek barmely permutécioja.

¢)A h,=5°- 3s,5 +3s,6sa h, =5°- 2s, dsszefiiggések felhasznalasaval megkapjuk,
hogy xy+yz+zx=-28 és xyz=-60. gy a harmadfoku polinom a p(U ) =U®%-3J?%- 28U +60.
A polinom gyokei 2, -5, 6. Ezek barmely permutaciéja megoldasa az egyenletrendszernek.

A d) és e) feladatoknal az el6z6ekhez hasonldan jarhatunk el.

f) Ah,=5%- 3s,5+3s,ésa h, =5°- 55,5 +55,5° +555,° - 5,5, alapjan az
egyenletrendszer az alabbi alakban irhato le.

5=1,

s’- 3s,5 +3s,=91,

S - 55,8 +5s,5° +555 - 5,5, =4651

Az elsé és masodik egyenletbél kapjuk, hogy s, - s, =-30. Az elsé és harmadik egyenletbdl
pedig jon, hogy 1- 5(s, - S,) +55s,(S, - S,) = 4651. Felhasznélva, hogy s, - s, =- 30,
kapjuk az s, = - 30 egyenléséget. Ebbsl s, =0.

Tehat

X+y+z=1

Xy +yz+2zx=-30

xyz=0

Ebbél kdvetkezik, hogy valamelyik ismeretlen 0. Mivel mindh&drom egyenlet szimmetrikus, igy

legyen x=0! Ekkor az

y+z=1és yz=-30

Ennek a megoldasai y=6, z=-5, valamint y=-5, z=6. Ehhez hasonl6an kapjuk y=0, ill. z=0
esetén a megoldasokat.
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