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2011.02.08. Fazekas Mihaly Févarosi Gyakorlo Altalanos Iskola és Gimnazium
Szerkesztette: Bunth Gergely

Szamkitoltésektol a harmonikus fliggvényekig

Beharangoz6 feladatai:

1. feladat: frjunk a 0 és az 1 kozé kilenc szamot Gigy, hogy barmelyik szam egyenld
legyen a szomszédainak atlagaval!
o O O O O O O O O (O 1
2. feladat: Irjunk szamokat az alabbi racs 9 iires racsnégyzetébe uigy, hogy barmelyik
szam egyenld legyen a négy vele oldalszomszédos négyzetbe irt szam atlagaval!

1 1 1
1 0
1 0
1 0
0 0 0

3. feladat: Mutassuk meg, hogy ha a sikbeli négyzetracs minden négyzetébe beirunk egy
0 és 1 kozotti szamot ugy, hogy minden szam a szomszédos négy szam atlaga, akkor az
0sszes szam egyenld.

4. A 3. feladat allitasa akkor is igaz, ha a szamokrdl csak azt tudjuk, hogy nemnegativak,
de ezt nehezebb megmutatni. Az eldadasban arrdl lesz sz6, hogy ezen elemi feladatok
egész sor kérdést vetnek fel kiilonbozd kdzépérték-tulajdonsaggal rendelkezd
fuiggvényekrol. Mint kidertil, a feladatok kapcsolatban vannak véletlen bolyongéasokkal
vagy egy drothurokra feszitett szappanhartya alakjaval. A probléma vizsgélata kozben
eljuthatunk a harmonikus fiiggvényekhez, és kidertil, hogy 3. feladatunk allitasa egy
altalanos elv konkrét megjelenési forméja.
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John H. Mathews abraja egy harmonikus fiiggvényrél
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Azt a tulajdonsagot, hogy minden mezdbe irt szam egyenld a vele szomszédos
mezOkbe irt szamok atlagaval nevezziik kozépérték-tulajdonsagnak.
A tovabbiakban kozépérték-tulajdonsaggal rendelkezo fiiggvényeket vizsgalunk.
Rogton az elsé feladat talan a legegyszertibb példaja egy ilyen fiiggvénynek. Lathato,
hogy ennek a fliggvénynek az 1/10 megfeleld tobbszoroseit kell hozzarendelnie a

mez6khoz.

Bonyolultabb a helyzet, ha egy ehhez hasonl6 rendszerben szeretnénk elérni, hogy a
belso, a sotétitett mezdkre érvényes legyen a kozépérték-tulajdonsag:

3 4 1
1 0
0 0O 6
0 3
6 5
2 5 4 2
0 1
2 4 0
1 0 2 0
3 3 4 5
3 5
1 6
3 1
O 5 2 3 0 1
4 0

De térjlink vissza inkabb a beharangozo egyszeriibb, 3x3-as négyzetének
problémajara! Legkézenfekvébb modszer ilyenkor a keresett szamokat ismeretlennek

tekinteni:

1 1 1
X1 X2 X3 0
X4 Xs Xe 0
X7 Xg Xg 0
0 0 0
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Mit jelent a kozépérték-tulajdonsag? Azt jelenti, hogy Xi-t tekintve példaul:

1 1 X, X
X, =—+—+—=+—

4 4 4 4
Ilyen egyenletbdl még felirhato 8. A kérdés az, hogy ennek az egyenletrendszernek
van-e megoldasa, és ha igen, hany?
frjuk az egyenleteket egy tablazatb, a tagokat Xy, X2, ..., Xg, Valamint a konstans tagot
meg kiillonboztetve és kiilon oszlopba irva (azaz elsObe az X;-t masodikba az Xo-t ...
utolsoba a konstans tagot). Ekkor azt tapasztaljuk, hogy az atloba irt x-ek egyiitthatoi
nem kisebbek, mint az egyenleteikben szerepld Gsszes tobbi egyiitthatd abszolutér-
tékeinek Osszege. Azt vehetjiik észre, hogy a linedris egyenletrendszer minden
egyenletében az egyik ismeretlen egyiitthatoja nem kisebb, mint a tobbi — a kérdéses
egyenletben megjelend — egyiitthato abszolutértékeinek dsszege. Ez az tigynevezett
diagondlisan dominéns eset.

Diagonalisan dominans esetben pontosan egy megoldasa van az egyenletrendszernek.
A tétel bizonyitdsa nem hangzott el.

A tovébbiakban targyalt hasonlo tablazatok egyenletrendszere is diagonalisan
dominans lesz.

Ez nem a legegyszeriibb modja annak, hogy példaul esetiinkben a 3x3-as négyzetbe
irand6 szamokat kiszdmoljuk, de mindenesetre annyit mar latunk, hogy minden ehhez
hasonl¢ tablazatot ki lehet tolteni ugy, hogy rendelkezzzen a kozépérték—tulajdon-
saggal. Valamint latjuk, hogy egyértelmiien lehet kitolteni: 1étezik megoldas és csak

egy.

Visszatérve a bonyolultabb tdblazatra, lassuk a kovetkez6t: ezek a rendszerek
Osszeadhatok. Ha veszek két egybevago (azonos méretit) kozépérték-tulajdonsaggal
rendelkez0 tablazatot, azokat egymas fol¢ helyezve és az egyes mezdkbe a két szdm
értékét irva ismét egy kozépérték-tulajdonsaggal rendelkezd tablazatot kapunk. Persze
ezt a miiveletet a hataron is el kell végezni. Tartomanynak a sotétitett mezoket,
hatarnak az 6ket oldallal hatdrolé mezdket hivjuk. Lathatd, hogy a rendszerhez
hozzaadhatok vagy kivonhatok bel6le egy szamot. Megszorozhatom az elemeit vagy
akar el is oszthatom ugyanazzal a szdmmal. Persze ismét el kell végeznem a miiveletet
a hataron is.

Vilasszuk kiilon az egyértelmiiség €s a 1étezés kérdését! Persze még mindig véges
tartomanyokrol beszélve tegytik fel, hogy valahol megjelenik a legnagyobb szam a
tartomanyon beliil (tehat nem a hataron). Tekintsiik ezt a mez6t! Mivel ez a
legnagyobb szam a rendszerben, a kdzépérték-tulajdonsag miatt a vele
oldalszomszédos mezdkbe is ennek a szdmnak kell keriilnie. S igy tovabb, a tartoméany
minden mezdjébe ennek a szamnak kell keriilnie, a rendszer egy konstans rendszer és
ez is csak akkor lehetséges, ha a hataron is ez a szam szerepel mindenhol. Figyelem! A
hatarra nem koveteljiik meg a kozépérték-tulajdonsagot. Ugyanez a gondolatmenet a
minimumra is elmondhato.
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Tétel: Nem konstans rendszer szélséértékeit (maximumat és minimumat) a hataron veszi fel.
Ezt hivhatjuk maximumelvnek.

Tegyiik fel, hogy a rendszerre van két kitdltésiink, melyek kozépérték-tulajdonsaggal
birnak! Vegyiik a két rendszer kiilonbségét, azaz az azonos helyen allo elemek
kiilonbségéblol allo rendszert! Mivel a hatar adott, az eredményként kapott rendszer
hataran csak 0 lesz. A tételiink szerint a rendszer minimumat és maximumat is a
hataron veszi fel. Tehat e rendszer minimuma és maximuma is a 0.

Igy a rendszeriink a konstans nulla. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy a kiindulsi két
tetszOleges (de kozépérték-tulajdonsaggal bird) rendszeriink tokéletesen azonos volt.
Ezzel bebizonyitottuk, hogy egy ilyen rendszernek maximum egy kdzépérték-
tulajdonsaggal rendelkezd kitoltése van.

Ezt felhasznalva egyszeriisodik a 3x3-as négyzet problémaja:

1 1 1 0 | O 0
1 [ X3 | X2 | X3 | O 0 | Xg | Xg | X7 | 1
1 | Xe | Xs | X | O 0 | Xs | Xs | X4 | 1
1 [ X7 | Xg | Xo | O 0 | Xz | X2 | X | 1
0 [0 | O 1 1 1

Forgassuk el a rendszert 180 fokkal, majd adjuk hozza eredeti oGnmagahoz. Ekkor a
hataron csak 1-es lesz, tehat tételiink alapjan ez a konstans 1 rendszer. Innen

Xo+ X1 =1, Xg+Xo=1, Xe+Xs=1,X3+%X7=1,2%5=1

Az egyértelmi kitoltés és a szimmetria miatt

X6 = Xg, X3 = X7.

Ezek ismeretében mar csak két ismeretlenre kell felirni a kozépérték-tulajdonsagbol
adodo egyenleteket, tehat 1ényegesen egyszerlisodott a problémank.

Hogy dontsiik el, hogy a bonyolultabb tdblazat esetében van-e megoldas? Minden-
esetre azt mar tudjuk, hogyha van megoldas, akkor csak egy van. Elég lenne
megvizsgalnunk azt az esetet, amikor a hataron végig nulla van, kivéve egy helyen,
ahol egy egyes. Ugyanis ilyenek megfelel tobbszordseit 6sszeadva megkaphatjuk a
kivant rendszert.

Valasszuk ki a tartomany egy mezdjét! E16bb a tartomany tobbi mezd;jétdl fiiggetlentil
megmondjuk, hogy mi keriiljon ebbe a mezdbe, és errdl majd belatjuk, hogy az igy
kapott kitoltés jo kitoltés. Bevezetjiik a véletlen bolyongas fogalmat. A véletlen
bolyongast a tartomany egy pontjardl inditjuk, és a bolyongas folyaman egy mez6rol
mindig egy szomszédos mezdre 1épilink, miden szomszédra egyenld valoszinliséggel,
azaz mindegyikre 0,25-6s valosziniiséggel. Ezt addig folytatjuk, amig ki nem ériink a
hatéarra. Lehetséges, hogy a bolyongéasnak sosem lesz vége, ennek azonban véges nagy
tartomanyban 0 az esélye.
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Azt allitjuk, hogy a kiinduldé mezdbe a bolyongas utolsé6 mezdjébe irt szam varhato
értékét kell irni. Azaz egyszeriisitett esetben annak az esélyét, hogy az egyesre ériink a
hataron €s nem nullara. Ez bonyolult kombinatorikai szamolasok eredményeképpen
megkaphat6, de most képzeljiik el, hogy mi nagyon sokszor megismételjiik ezt a
kisérletet. Nagyon sokszor. Ezaltal kapunk egy olyan szamot, ami az észrevehetdség
hataran kiviili mértékben tér el a keresett értéktdl (elvégezziik tizmillidszor a mérést és
megszamoljuk, hanyszor érkeztiink egy eggyel jelolt hatirmezdre, majd ezt a szamot
elosztjuk a tizmillioval).

A véletlen bolyongas els6 1épéseként a kezdd mezd négy szomszédja koziil egyenld
valoszinliséggel kivalasztok egyet. Mit jelent ez? Azt jelenti, hogy a mezdbe irando
szam a négy szomszédos szam atlaga lesz. Minthogy abban az esetben, amikor az elsé
1épést az egyik szomszédos mez0 felé tessziik meg, a bolyongés varhato értéke

annyi lesz, mintha onnan indultunk volna. Ez a kit6ltés tehat rendelkezik a kozépérték-
tulajdonsaggal. Most mar latjuk, hogy ezeknek a tablazatoknak van valamilyen
kozépérték-tulajdonsaggal rendelkezd kitoltése.

Térjiink most vissza a beharangozo els6é példdjahoz. Amit a sikon megtettiink, megte-
hetjiik itt is. Megkérdezhetjiik, hogyha egy mezdérdl véletlen bolyongast inditunk,
akkor mi annak a valosziniisége annak, hogy az 1 fel6li végére jutunk a rendszernek.

Ezt pénzfeldobalassal modellezhetjiik. Minden fej utan jobbra Iépiink egyet, minden
irds utan balra. A kovetkezOképpen modellezhetjiik még: A bank ellen jatszunk és k
forintunk van. Feldobunk egy pénzérmét, ha fej, mi nyeriink egy forintot, ha iras, 6; mi
annak a valdsziniisége, hogy elébb lesz n forintunk (esetiinkben 10), mint 0. Lathatjuk
tehat, hogy fentebb ennek a valdszintiségét is megallapitottuk: a (K + 1)-ik mez6n van
k forintunk és ide k/n = k/10-t irtunk. Annak az esélye, hogy ha k forinttal indulunk, a
bank ellen folytatott jatékban valaha elérjiik az n = 10 forintot k forintrél indulva k/10.
Hiszen ha a nulléra érek, vége a jatéknak. Persze ha a banknak akarmennyi pénze van,
¢s mi addig jatszunk, amig van pénziink, 1 valdsziniiséggel visszaériink a nullaba.

Ez a Polya-tételnek — Polya Gyorgy 1921-ben bizonyitott tételének — a kdvetkez-
ménye. E tétel kovetkezménye, hogy a véletlen bolyongas egy- és kétdimenzidban
rekurrens (visszatérd), de 3 vagy tobb dimenzidban nem az.

Térjlink vissza a beharangoz6 harmadik feladatdhoz! Itt mar a végtelen sikon
dolgozunk. Lathatunk egy mellékfeltételt: a szamok 0 és 1 kozé esnek. E nélkiil
nyilvan nem igaz a feladat allitdsa. Képzeljiik el, hogy minden vizszintes egyenes
mezdibe egészeket irunk. 1 magassagban csupa 1-t, 2 magassagban 2-t, 0
magassagban 0-t, —1 magassagban —1-t, stb... ez a kitoltés rendelkezik a kozépérték-
tulajdonsaggal. De vajon ki lehet-e tolteni a sikot hasonldan 0 és 1 kdzotti valods
szamokkal. Erezziik azt, hogy a 0 és 1 csak azt jelenti, hogy ezek a szamok korlatosak.
Ha bizonyitani szeretnénk, hogy az dsszes szdm egyenld, akkor mar nem
alkalmazhatjuk a maximumelves okoskoddsunkat, végtelen sok szam kozott egyaltalan
nem biztos, hogy van legnagyobb vagy legkisebb.
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Nos, akkor mit tehetiink? Elsd 1épésben iteraljunk! Legyen a;; az (i) koordinataj
mezdében 1évo szam. Ekkor azt mondhatjuk, hogy
_ a'1,0 + a'O,l + a71,0 + a'O,fl a0,2 + a2,0 + a‘O,fZ + a72,0 + al,l + 81’71 + a'71,71 + a'71,1 + a'0,0

a,, = =
00 4 16 8 4

n. 1épés utan és 2"-nel felszorozva egy ilyen alaku egyenletet kapunk:

A"ay, = ZAn (i, j)-a; , ahol az A, minden (i;j)-hez hozzéarendeli annak a mezdének
i

az n. 1épésben kapott egytitthatojat (nagyon sok ezek koziil nulla), valamint

DA ) =4".
ij
An(i,)) ha meggondoljuk, tulajdonképpen azt jelenti, hogy n 1épésbdl hany kiilonbozo
n
Utvonalon lehet a (0;0) pontbol az (i,j) pontba jutni, ezt | n—(j — j) | f€leképpen
2
tehetjiikk meg. Hiszen (i—)-vel kell tobbet vizszintes iranyban 1épniink, mint
fiiggbleges iranyban és igy # -t kell fiiggbleges irdnyban 1épniink ezt pedig n
n
lépésben | n— (i — j) | kilonbozd képpen tehetjiik meg.
2

A fentiekhez hasonldan (0 ; 2).re is felirhatjuk az egyenletiinket:
4° Ay, = ZAn @ j)- Qi j.2

ij
A két egyenlet kiilonbsége 4"-nel osztva:

Q2 — 8o :%ZAn(i' j)'(ai,j+2 _a‘i,j)

‘aoo_aoz‘si(2n+2J
’ ’ 4"\ n+1

Ezt a becslést kapjuk. Ha n-nel tartunk a végtelenbe, a jobb oldal tart a nullahoz. Azt
kaptuk tehét a becslés altal, hogy a,, =a,,. (Ennek teljes levezetése nem hangzott el)

Ugyanigy belathatd, hogy a,, = a,,, és ezt kiterjeszthetjiik az egész sikra.
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Azt kaptuk, hogy a piros mezdkbe irt szamok megegyeznek,
valamint a tobbi egyszinli mezdbe irt szamok is megegyeznek a
tobbi megegyez0 szinlire festett mezdbe irt szamokkal.

Ez leegyszerisiti a dolgunkat, hiszen igy mar csak négy ismeretleniink van, s mivel
tovabbra is fennall a kozépérték-tulajdonsag, felirhatd négy darab egyenlet.

Tulajdonképpen nincs sziikség a kétoldali korlatossagra, elégséges a bizonyitashoz az
egyoldali korlatossdg, de maradjunk most a kétoldalrdl korlatos esetnél.

Vegyiik a szomszédsagban levé mezok kiilonbségeinek szuprémumat! Nem
mondhatjuk, hogy a legnagyobbat vessziik, hiszen nem biztos, hogy van legnagyobb
ezek koziil. Viszont vehetjiik a szuprémumot, a felso korlatok koziil a legkisebbet, ez
legyen a! Azt akarjuk bebizonyitani, hogy ez az érték 0, ez ekvivalens az allitassal.
Mivel végtelen sikon dolgozunk, azt eltolhatjuk, akar el is forgathatjuk. igy
feltehetjiik, hogy az origdban 1év6 szdm és egy azzal szomszédos szdm kiilonbsége
tetszOlegesen kozel van a-hoz.

do1 | d11

di1o0 | Qoo | Q10 | Q20

do-1 | d11

1
o~y = Z [(az,o — 3, )"’ (al,l - ao,1)+ (ao,o —a,, )+ (al,—l —d5 )]

Mivel az egyenlet baloldala gyakorlatilag a, és az egyenlet jobb oldalan szerepld
kiilonbségek legfoljebb a-k, mindegyik kiilonbségnek a-nak kell lennie, de legalabbis
tetsz6legesen kozel kell keriilnie hozza, ha az egyenlet baloldalan szerepld
kiilonbséggel a-hoz tartunk.

Hasonldan tovabb folytatva bizonyithato, hogy a,,,, —a;, = «. Innen pedig
n-1

Z(a‘jﬂ,o _aj,o): Ano— 8o =N-x.
-0
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n-1
Tegylik fel, hogy a egy pozitiv szdm! Ekkor a Z(ajﬂ’o - aj’0)= A, — 8y =N
i=0

kiilonbség elég nagy n-re barmilyen korlatot talnd. Mivel a sik mezdibe 1 és 0 kozotti
szamokat irhattunk, két mezo kiilonbsége nem lehet 1-nél nagyobb. A kapott
ellentmondas alapjan a, azaz a kiilonbségek szuprémuma nem negativ, tehat
esetiinkben 0. Ezzel bizonyitottuk a feladat allitasat.

Az elbadas soran minden kozépérték-tulajdonsaggal rendelkez6 rendszerre az volt
igaz, hogy tetszdleges mezd, az Ot hatarold négy mez0 atlaga. Ezt altalanositani is
lehet, mondhatjuk hogy a rendszerben minden mez6 a vele érintkezé 8 mez6 atlaga
stb... A bemutatott megoldasok ugyanugy mikddnek.

Most térjiink at fiiggvényekre! Folytonos fliggvényeket fogunk tekinteni. Amit feljebb
megcsinaltunk 1 oldalu raccsal, most megesinaljuk %2 oldalival, majd Y4 oldalaval
stb... Azt sejtjiik, hogy kaphat6 egy folytonos ,,hatareset”.

Legyen egy f fliggvényiink, mely a sik minden X pontjdhoz egy szamot rendel. Azt
koveteljiik meg, hogy az f fiiggvény minden pontban az ¢ kdrnyezetében talalhato
pontokban levé fiiggvényértékek atlagat vegye fel. Persze itt nem beszélhetiink a
hagyomanyos értelemben vett atlagrol; helyette a kovetkezot koveteljiik meg:

1
)= ' Af!xj
Itt A, (X) jeloli az X koriili kis, r sugara kort.
Lehetne ugy bevezetni ezt az 1) fogalmat, hogy egy, a pont koriili kor kertiletén
atlagoljuk a fiiggvényt. Ez ekvivalens lenne ezzel a megfogalmazéssal.
Ezt az 0j kozépértek-tulajdonsagot minden belsé pontra megkoveteljiik (a hatarra mar
nem, a hatar nem feltétleniil egy gorbe, lehet pl. két koncentrikus kor is). Ezzel a
tulajdonsaggal bird folytonos fiiggvényt harmonikus fiiggvénynek hivjuk.

Mi a beharangozo elsd két feladatanak analogja? Ismét adva van egy hatar, és ez
alapjan ki kell terjeszteniink a fliggvényt a tartomanyra.

Legyen D a rendszeriink, H a hatara! Adva van egy folytonos F fiiggvény, mely H
minden pontjahoz rendel egy értéket. Keressiik azt a harmonikus f fiiggvényt D-n,
melyre f(X) = F(X) minden H-beli X-re. Ez a Dirichlet-probléma.

Ha van megoldasa, akkor egy megoldas van, ugyanis ismét elévehetjiik a maximum-
elvet. Ha f maximuma D\H-n van, akkor f konstans. Az f nem konstans harmonikus
fliggvény sz€lséértékeit a hataron veszi fel.

Ha az f fliggvény a maximalis M értékét a tartomany egyY pontjaban veszi fel, akkor
az Y pont koriili korlapban is mindenhol M-t vesz fel stb...
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Ebbdl kovetkezik, hogy ha a nullahatar feltétellel akarjuk megoldani a problémat,
akkor az egyetlen megoldés a konstans nulla. Innen pedig lathatd, hogy ha van két
megoldasunk, akkor azok azonosak. Hiszen a két megoldast kivonhatjuk egymasbdl, s
ekkor a hataron konstans nullat kapok, ekkor a tartomany is konstans nulla, ez pedig
azt jelenti, hogy a két megoldas azonos volt.

Altalaban megoldhaté-e a probléma? Vannak specialis esetek, amikor nem (pl egy
korvonal mentén megkdveteljiik, hogy nulla legyen, de a kozéppontjaban 1 legyen).
Azonban altalaban megoldhato lesz.

Ennek bizonyitasahoz ismét csinaljunk egy véletlen bolyongast. Vegylik a diszkrét
esetben a véletlen bolyongast, s a mar leirt modon stiritsiik a négyzetracsot és keressiik
a ,hataresetet”. Egyre siiriibb racson tekintsiik a véletlen bolyongast, egyre
gyorsabban, hogy bar kisebb négyzetracson de hasonléan gyorsan mozogjon. Mit
kapunk? Egy véletlen bolyongast a sikon, amely minden pontban valtoztatja az
iranyat. Ezt Brown-mozgasnak hivjuk.

Ismét elégséges azt megnézniink, amikor a hatar egy része 1, a tobbi nulla, ezek
konstans szorosainak 0sszege kiadja a kivant rendszert. A Polya-tétel alapjan ez a
mozgas 1 valosziniiséggel eltalalja egyszer a hatart. Ha kiért megallunk. Az X pontba
azt a valosziniséget irjuk, hogy a Brown-mozgas a hatarra érve mekkora
valoszinliséggel ér egyesbe. Ez a fiiggvény nyilvan rendelkezik a kdzépértek-
tulajdonsaggal.

Huzzunk ugyanis X koré egy tartomanybeli kdrvonalat. Ennek egyes pontjait egyenld
valdszintiséggel éri el. Tehat az X pontba a korvonalra irt szamok atlagat kell, hogy
irjuk. Ebbdl pedig integralés révén kovetkezik, hogy az X kortili korlapban szerepld
szdmok atlagat kellett irnunk. Tehat ez a fajta kitoltés valoban harmonikus fiiggvény
D-n.

Tehat 1étezik megoldas és csak egy megoldas.

Mi lenne a beharangoz6 harmadik feladatanak analogidja? Az volt a feladat, hogy egy
diszkrét korlatos harmonikus fliggvény az egész sikon konstans fliggvény.

Allitas: Ha f az egész sikon korlatos és harmonikus, akkor konstans.

Vegyiink két pontot a sikon! Rajzoljunk ezek koré r sugarti kort!

9/11



Totik Vilmos - Szamkitoltésektdl a harmonikus fliggvényekig
2011.02.08. Fazekas Mihaly Févarosi Gyakorlo Altalanos Iskola és Gimnazium
Szerkesztette: Bunth Gergely

Legyen a két pont tavolsaga d! Ekkor az egyszeres fedésii félhold legnagyobb
vizszintes kiterjedése is d. A két pontba a két korbe irt szamok atlagat irom, igy
kiilonbségiik nem nagyobb, mint a két félholdba irt szamok abszolutértékei

, . 1
Osszegének —- 7 szerese.
r

A két félhold egyiittes teriilete nem nagyobb mint cr (hiszen d konstans), ahol ¢ egy
konstans. Ha a félholdak minden pontjdban is 1 van, a kiilonbség akkor is csak

maximum ¢ . Ez a kiilonbség pedig elég nagy r-re barmilyen kozel kertilhet a
r

nulldhoz. Azt kaptuk tehat, hogy e két pontba irt szamok megegyeznek.

Tulajdonképpen minden differencidlhat6 fiiggvény harmonikus fliggvény lesz.
Tekintsiink egy differencialhato fiiggvényt a komplex szdmsikon!

f(z+h) - f(2)
h

f'(z) = LI_I’I’(I)
Z=X+Ily
f(z) =u(x,y) +i-v(x,y)
Ha h valos, illetve képzetes, akkor
f'(2) =U,(x,y) +1V, (X, Y)
f'(2)=i-U,(xy)+V,(xy)
Ahol alsé Uy, Vy vannak x szerint Uy, Vy pedig y szerint. Innen a fentiek alapjan:
U,=Vv, U, =V,
Es egy tovabbi derivélas utan:
U,+U, =0,illetve V, +V =0
Ez pedig egy masik megfogalmazésa lesz a harmonikussagnak. Tehat harom dolog is

ekvivalens: kozépérték-tuladjonsag korlapra, illetve korlemezre, valamint ez a
megfogalmazas.

Mik a legegyszeriibb differencidlhat6 fiiggvények? A polinomok.

P(z)=a,z"+a,,z2"" +..+a,

Pl(z)=na,z"" +..+a,

Minden polinom és minden polinom reciproka is harmonikus.
Az algebra alaptétele, hogy P,-nek van zérushelye, ha nem nulladfokt, méghozza n

. : 1
darab. Bizonyitas: ha Py-nek nincs zérushelye, akkor B az egész komplex szamsikon

n

értelmes harmonikus fliggvény, raadéasul korlatos. Bebizonyitottuk, hogy korlatos

harmonikus fliggvény csak konstans fliggvény lehet. Emiatt Pi -nek konstans

fliggvénynek kellene lennie. Ekkor viszont P is konstans lenne, de feltettiik, hogy nem
nulladfokt. Az ellentmondas kdvetkezménye, hogy Py-nek van megoldasa, van
zérushelye.
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Ez persze akar tobb dimenzidban is elmondhat6. Harmonikus fiiggvények tobb
tudomanyteriileten is megjelennek. Példaul: hdvezetés kapcsan megkérdezhetjiik,
hogy mi lesz egy test egyensulyi allapota, ha kiilsejénck minden pontjat valamilyen
hémérékleten tartjuk Az egyensulyi allapot hdmérsékleteit a rendszer harmonikus
fliggvényébdl olvashatjuk ki.
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