Varga Jozsef: Nevezetes kozépértékek megjelendsedos feladatokban

Nevezetes kozépértékek megjelenése kulonkdeladatokban
Varga Jozsef, Kecskemét

Harminc éves tanari palydmon sokszor tapasztalkmmgy a tehetséges tanulék
kozll azok dolgoznak eredményesebben, akik a felgdaroblémat, ha szikséges
at tudjak fogalmazni. A feladatmegoldas soran menjekifejezések atalakitdsahoz,
0sszehasonlitdsahoz sziikséges matematikai eszledzékidelkeznek. Sok feladat
megoldasahoz van szikséglink a kézépértékekre éztizkkéwy dsszefliggésekre.
Az alabbi feladatokban ezekre talalunk példakatoaépiskoldban hasznéalatos négy
kozépérték fogalma: am, a, ..., & pozitiv valés szamok

n
23
1.) szamtani kozepén a(a, a, ..., a,) :‘ZlT;

n

2.) mértani kozepén &(a, a,, ..., )=, ” a;

3.) harmonikus kbzepénH(a,, a,, ..., 8, = ;

n qz
= kifejezést értjuk.
n

4.) négyzetes kozepénh(a, a,, ..., 8)=

A kozépértékek kozott aH <G< A< N egyenbtlenséglanc &ll fenn. Az
egyenbség pontosan akkor teljesil, ba=a, =...= g, .

A tanulas folyamatat segiti, ha az absztrakt fogloz tarsitani tudunk szemléletes,
vizualisan megjelenithéfelentést is.

Feladatok:

A. Két valtoz6 esetén egy trapézban keressik mkgzépértékeknek megfetel
alapokkal parhuzamos szakaszokat!
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Magas szint matematikai tehetséggondozas

B. Tekintsiik a kdvetkézabrat!

Legyena >b > 0és

KV =a, KS = b. >\

Fejezzik ki az

alabbi szakaszokat \

ésb segitségével: \Y ND H“ S K
AK = /

GK =

HK =

NK =

Harmonikus kézépérték
1. feladat

Bizonyitsuk be, hogy ha egy derékstdppéz éririnégyszog is, akkor az alapokra
memleges szar harmonikus kézepe az alapoknak!

2. feladat

Bizonyitsuk be, hogy a szabalyos hétszdg oldal®m@gya hétszog két kilénbbz
atloja hossza harmonikus kdzepének a felével!

3. feladat

Adott két egymast kividit érinté kdr. Hatarozzuk meg azon kor sugarat, mely érinti
a két kort és azok kdzos édjt.

4. feladat

Bizonyitsuk be!

a) Barmely haromszogben a beirt kor sugara a magals$iarmonikus kdzepének
a harmada.

b) Barmely tetraéderben a beirt gdmb sugara a reagak harmonikus kdzepének
a negyede.

5. feladat

Bizonyitsuk be, hogy barmely haromszég szdgeijesil, hogy
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3 V3

1,1 .1 2

sinag sing siny

Mértani kbzépérték
6. feladat

Bizonyitsuk be, hogy ha egy szimmetrikus trapéz asagga mértani kozepe az
alapoknak akkor a trapéz énégyszdog!

7. feladat

Egy korbe beirunk és koré irunk egy-egy nyolcszéBetonyitsuk be, hogy a koér

sugara mértani kozepe a koré irt nyolcszdog korédre sugaranak és a beirt
nyolcszog beirt kére sugaranak!

8. feladat

Egy haromszdg belsejében felvett téteges ponton &t a haromszdg oldalaival
parhuzamos egyeneseket hazunk. Ezek az egyene$ekomszog teruletét hat

részre osztjak. Mekkora az adott haromszdg terllbte adva van a harom

haromszdog terileta;, t,, t.

9. feladat

Bizonyitsuk be, hogy egy haromszdg akkor és csdorakzabalyos, ha szdgeire
fennéll a

§/cosa CcogB Ocog = %

egyenbség!
10. feladat

Bizonyitsuk be, hogy barmely haromszégben

g/sinﬂ msin? msin? < 14
2 2 2T
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Magas szint matematikai tehetséggondozas

11. feladat

Tekintsiink egy egységnyi oldali szabalyos haromeiz68z oldalait osszuk 3
egyend részre, majd a ,kozéps szakaszok folé rajzoljunk egyenloldald
haromszdgeket. Hagyjuk el a kdzépszakaszokat. Igy olyan sokszdget kaptunk,

. 1 s . .
amelynek minden oldalaé. Ezt az eljardsn-szer elvégezve hatarozzuk meg a

kapott sokszdg oldalainak hosszat, szamat, ketidstteriletét!
12. feladat

Tekintsunk egya e€lii szabalyos tetraédert. Minden lapon kossuk osstepakat
hatarolo élek felezési pontjait. Igy minden lapégn — egybevago — egyéndldali
haromszogre bontottunk. A kdzépharomszogek folé — minden egyes lapon —

allitsunk szabdlyos tetraédereket. Az igy kapost teldallapjaig hosszusagu

szabalyos haromszoglapok. Aglab leirt eljarast ismételjik meg tébbszdr egymas
utan. Azn-edik ,raépités” utan mekkora lesz a kapott telszfae és térfogata?

13. feladat

Adott egy egyenes és ugyanazon oldalan két poetk&gsziink olyan kort, amely
illeszkedik a két pontra és érinti az adott egy&nes

14. feladat
Egy korhtéz egy kil pontbdl huzott ériik érintési pontjaiA ésB. A kér egy

tetsdleges Q pontjabdl az érikre, valamint AB-re bocsatott métegesek
talppontjai rendrd&, F, T. Bizonyitsuk be, hogy ekkor

QT? = QELQF!
15. feladat
Az ABCD huarnégysz6gAB nem parhuzamo€D) atléinak metszéspontjd Az M
ponton at &DC oldallal parhuzamosan hizott egyeneBaldal egyenesé®P-ben
metszi. Igazoljuk, hogy

PM? = PACPB!
16. feladat

Pont korre vonatkoz6 hatvanya
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Szamtani kbzépérték

17. feladat

Bizonyitsuk be, hogy barmely haromszégherp, + o, 2?@( ,ahol p,,p,,p. @

haromszo@, billetve c oldalahoz irt kérék sugardi,a haromszog kerilete!

18. feladat

Igazoljuk, hogy h& egy haromszog kertlef@ a haromszég koré irhat6é kor sugara,
akkor k < R(3V/3!

19. feladat

Bizonyitsuk be, hogy barmely haromszogblez 63/30p, ahol p a haromszdg
beirt kérének sugarli,a haromszoég kerilete!

20. feladat

Bizonyitsuk be, hogy barmely haromszégben

cosa + coB + co;z<_;l
3 T2

Négyzetes kdzépérték
21. feladat

Az R sugari korbenAC és BD hurok meblegesek egymasra. A harokat
metszéspontjuk négy szeletre bontja. Bizonyitsythbgy

a) a négy szelet négyzetes kdzepe egyenkl!
b) azABCDnégyszdg két-két szemkozti oldalanak négyzetosseggend!

189



Magas szint matematikai tehetséggondozas

22. feladat

Bizonyitsuk be, hogy barmely haromszégben

t 2’B+t
\/92 9°
3

Egy csonka kap alap-, illetve fékbrének sugard, illetve r. Az alaplap sikjaval
parhuzamos sikkal két olyan csonka kipra osztjtyek

IV

m|$|

23. feladat

a) palastjainak terilete egyénl
b) térfogataik egyetik.

Mekkorak a sikmetszetek sugarai?

Kdzépértékek kozotti kapcsolatok alkalmazasa

24. feladat

Az x>+ vy®=r? sugarl kor els siknegyedbeli éritt kozil melyik metszi le a
koordinatatengelyekib a legkisebb teriilétharomszoget?

25. feladat

Egy piaci kofa tudja, hogy kétkarGmérlege nem méntpsan, (a karok nem
egyforma hosszuak). A pontatlansagot ugy prébatjerigalni, hogy a kért aru,
egyik felét az egyik serpetigen, a masik felét a masik serpébgn méri ki.
Igazsagos-e az igy korrigalt mérés?

26. feladat

Bizonyitsuk be, hogy minden olyan poziivesb szamra, melyrea+b=1 igaz a
kdvetked egyendtlenség:

(2o o[or3) 22
a+t=| +|b+=| =2—
a b 2
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27. feladat

Bizonyitsuk be, hogy a haromszéghb, cést terllete kozétt fenn all a kovetkez
Osszefliggés:

a2 +b? + > 4/301!
28. feladat

Adott gdmb koré irt egyenes korkupok kozil melykre legkisebb a térfogat?
Mekkora ekkor a gdmb és a kup felszinének az afanya

29. feladat
Bizonyitsuk be, hogy a haromszég magassagaira lfenaa kdvetkesd

egyenbtlenség:
m+np+nis S
sa haromszdg félkeriiletét jeldli!

30. feladat

Adott az f:R" - R f(®=2% +x_62 fliggvény. Hatarozzuk meg a fliggvény

minimum helyét és minimumértékét!
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