Magas szint matematikai tehetséggondozas

Segitenek az egyszébb esetek
Roka Sandor, Nyiregyhaza

1. feladat
Igaz-e, hogy 111111222222 két szomszédos egészszxamata?
Megoldas:

A feladat j6 példa arra a problémahelyzetre, amilairezen latjuk &t a megoldando
feladatot, s helyette egysibb esetet vizsgalunk.

Mi az egyszeibb eset? 12, 1122, 111222, ...

12=3M4, 1122= 33134 111222= 3381334 innen mar sejthét a valasz, a
megoldas:

111111222222 333333 3333.

Ezt kdnnyi ellerdrizni irdsbeli szorzassal. Azonban hiaba a komrités, nem
mindegy, hogy 833333133333, vagy a333334133333 szorzatot szamitjuk.

333334 133333

1000002
1000002
1000002
1000002
1000002
1000002
11111222222

Az irdsbeli szorzas mutatja, hogy valoban helyssoazas, tehat 111111222222 két
szomszédos egész szam szorzata.

2. feladat

Van-e olyan négyzetszam, amely szamnak 8lszamjegye 123456789, utols6 9
szamjegye pedig 9876543217
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Megoldas:

Nézzik az egyszébb eseteket! Van-e olyan négyzetszdm, melynek &t
szamjegye 12, utolso két szamjegye 21? Tudjuk, hagyilyen a121=1%.

Vajon melyik a kdvetkef eset, az a négyzetszam, amelynek BErom jegye 123,
utols6 harom jegye 3217 Ez a szam varhatdan a 1232mloban12321= 111.

Nem kell nagy fantazia megsejteni a valaszt a falakrdésére: Van olyan
négyzetszam, amely szadmnakéeB® szamjegye 123456789, utolsé 9 szamjegye
pedig 987654321, és ez a szat284567898765424 1111117F.

Sejtésiinket igazan koninyellerdrizni irdsbeli szorzassal, hiszen a részszorzatok
mindegyikel[1=1.

111111111011111111
111111111
111111111
111111111
111111111
111111111
111111111
111111111
111111111

111111111

1234567898765432:

3. feladat
Igaz-e, hogy egy négyzet feldarabolhaté 2010 daéglyzetre?
Megoldas:

Nézziink meg egyszérb eseteket! Egy négyzetet fel tudunk osztani 4bbs
négyzetre. Ha a 4 négyzet valamelyikét ugyancsdss#om 4 még kisebb
négyzetre, akkor 4 Gjat kapok, és lieik, mert feldaraboltam. Teha-1= 3-mal
nétt a négyzetek szama. igy folytatva 3-asaval tudjiikelni a négyzetek szamat.
lly médon minden harmadik szamra elvégeétsetarabolas:

azl,4,7,10, 13, 16, ... szdmokra.
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1 4 7 10

Daraboljunk fel egy négyzetet harom egymas utaaimsa. Az abrak mutatjak,

hogyan lehet feldarabolni egy négyzetet 6, 7, 8tkisnégyzetre.

T ! | L
' SSESl , E
67 ; __4'8_;__ 6
.14 BNOE | |5
1]2]3 " |e]7 1{2]3]4
6 7 8

Ahogyan lattuk, ha egy feldarabolasban részivealamelyik négyzetet 4 kisebbre

daraboljuk, akkor a négyzetek szadma 3-néal n

igy egy négyzetet a 6 darabrdl indulva feldarabiihia 6, 9, 12, 15, ... négyzetre.
A 8 darabrdl indulva feldarabolhatjuk a négyzetetB 14, 17, ... négyzetre.

Osszegezziink! A 6, 7, 8 darabos felosztasokrol agharmasaval |épkedve a

kovetked szamokra tudjuk elvégezni a négyzet négyzetekiahdasat.

6 9 12 15 18 21 24 27 30

7 10 13 16 19 22 25 28 31
8 11 14 17 20 23 26 29 32

Ezeken a listdkon minden 5-nél nagyobb szam szeregheét a 2010 is. Belattuk,

hogy egy négyzet feldarabolhatd 2010 kisebb négyzet

4. feladat

Egy pizzat 6 egyenes vagassal legfeljebb hanyeészathatjuk?
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Megoldas:

Egy vagas 2 részre osztja a pizzat, ha minden (yadiglas kettévagna a korabbi
darabok mindegyikét, akkor az egymast kéuet vagas utan rendre 2, 4, 8, 16, 32,
64 darab pizza-szeletiink lenne.

A szeletek konvexek, ezért méar a harmadik vagé&ssal tudjuk az eddigi darabok
mindegyikét kettévagni.

Azonban minden Uj egyenes (azaz vagas) ha atmgyskardbbi egyenest, akkor
annak a tulsé partjan lévartomanyt két részre vagja. Tehat minden G vidgés
olyannak kell lennie, hogy atvagja az osszes karégpenest. Ekkor az 0 vagas
1-gyel tébb Uj szeletet eredményez, mint amenngéasa/olt addig.

Vagasok szama 1 2 3 4 5 6

A keletke®d szeletek maximalis
szama

6 vagassal legfeljebb 22 részre darabolhatjuk zapiz

5. feladat
Lehet-e 2010 kilonb&ztermészetes szam reciprokanak dsszege 1?
Megoldas:

Két kilonbosd természetes szan
reciprokanak 6sszege nem lehet 1.
Harom kilonboa természetes szan
reciprokanak 0Osszege mar lehet
gondoljunk a sajtos dobozra!

Vajon lehet-e négy kulénb6z
természetes szam reciprokanak 0ssze

1?
1 1 1 11 1 1 1
—+—+==1 —[f—+—4+—=|=—,
2 3 6 212 3 6 2
azaz
1 (1 1 1
4 =+
2 (4 6 12
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Lehet-e 6t kilonbdz természetes szam reciprokanak dsszege 1? @b éklet
segit.

1 1 1 1/1 1 1 1 1 1 1 1
4ozl St — |=—h—h——
2 2 2[€ 2 4 6 1; 4 8 12 24

azaz

Lathatd, hogy ezt igy folytatva megkaphaté 20100kREBZ természetes szam,
melyek reciprokanak 6sszege 1.
6. feladat

Hanyféleképp lehet kiolvasni a KANIZSA sz6t a t&althan, ha mindig szomszédos
betikre Iépkedink?

K N I
A N I z
N I z S
I z A
Megoldas:
Ne egylhl a végeredményre keressiik a vélaszt, hanem nézmik a korabbi

allapotokat. Ha tudjuk, hogy hany Ut vezet az eggga masilS betiig, akkor azok
Osszege megadja, hanyféle Gton juthatung beti utdn kdvetked A betiig.

A tablazat barmelyik mégére az dtte lev, illetve a folotte led mezrél juthatunk
(ha van félotte, illetve étte mes). Beirom a tablazat méibe, hogy oda hany Gt
vezet, ha a bal fedssarokbdl indulunk. A kitdltést is Ggy tudom elvege hogy a
bal fel$) sarokbdl indulva irom be a migkbe a szamokat.
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1 1 1 1
1 2 3 4
1 3 6 10
1 4 10 20

A KANIZSA szé 20-féleképpen olvashaté ki.

7. feladat

Hanyféleképp lehet felmenni a 10. léfickra, ha egy lépésben 1 vagy 2
Iépcfokat [épuink?

Megoldas:

Nézzik meg a korabbi lépifekokat, hanyféleképp lehet felmenni arra, ha egy
Iépésben 1 vagy 2 lépifskot Iéplink?

Lépcsfokok | 4 | 5 | 31 4| 5| 6| 7| 8| 9| 10
szama

A lépcsifokra

vezeb utak 1 2 3 5

szama

Az els) lépcsfokra 1-et lépve 1-féleképp juthatunk fel.

A mésodik lépcsfokra vagy két 1-es lépéssel, vagy egy ,hosszikgiégithatunk,
azaz 2-féleképp.

A 3. Iépcsfokra vivo utak: 1+1+1= 1+ 2= 2 = { tehat 3-féleképp juthatunk
oda.

A 4. lépcdre 4=1+1+1+1=H H 22 % 2> £ 2 + £ 2 felbontdsok
szerint 5-féleképp juthatunk.

Az esetek dsszeszamlalasat ne igy folytassuk, ameggyre szamol6sabb. Az eddig
szamolt utak szdma 1, 2, 3, 5. Vajon melyik szakbeetkes az 1, 2, 3, 5, ...
sorozatban?

Felfedezhetjik a szabalyt. Ha nehéz, akkor mégikistjuk, hogy az 5. 1ép6ee 8-
féleképp juthatunk, és akkor mar kdnnyebb az 13,2, 8, ... sorozatot folytatni.
Mindig az utolsé két szadm Osszege adja a kovétlezamot. (Fibonacci-sorozat)
Ezutan konng kitblteni a tablazatot.
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Lépcsfokok | 4 | 5 | 31 4| 5| 6| 7| 8| 9| 10
szama

A lépcssfokra

vezeb utak 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89
szama

Val6ban helyes ez a sorozatképzési szabaly azataklalasanal? Miért?

Az 5. lépcsre vagy a 4. lépdésdl egy Iépcsfokot Iépve jutunk fel (ez 5-féle ut,
mert a negyedik lépése 5-féle Ut vezet), vagy egy hosszllépéssel fajee az
utat, amikor a 3. Iépésdl Iéplnk fel 2 l1éposfokot (ez 3-féle ut). Masképp nem
juthatunk az 5. Iépése, és a szamitasba vett 5-féle és 3-féle Gt egpias
kllénb6d, emiatt az 5. |épése 3+ 5= 8-féle Ut vezet.

Barmely lépcére vagy az @lzor6l 1-et lépve, vagy az adgtirél 2-t lépve
juthatunk. Ezért az odawvutak szdma az &6 két lépcéfokra vezeb utak
szamanak 6sszege.

Fontos tanulsag:Ezt a feladatot, és a kovetkekét feladatot is érdemes megoldani
olyan Gton, amikor nem szamoljuk ki a korabbi deste valaszt. Az a megoldas is
érdekes, és tanulsdgos Osszehasonlitani azt it neégoldasokkal, és akkor

lathatjuk, hogy a rekurzié felismerése sokkal ggbtsmn vezet eredményre.

8. feladat

Hanyféleképp lehet lefedni eg®x 10-es téglalapolx 2-es domindkkal?

Megoldas:

Hanyféleképp lehet lefedni 2x1-es, 2% 2-es, 2% 3-as, ..., 2x10-es téglalapot
1x 2-es dominokkal?

2xves 14| 5 | 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9| 10
téglalap,n =

Alfafedesek 1 5 3 5

SZama

Kdnnyli megszamolni, hanyféleképp tudjuk lefedni21-es, 2x 2-es, 2x 3-as,

2x 4-es téglalapoilx 2-es domindkkal. Sejthéthogy a kovetkezn-re a lefedések
szama az ék6 két esetben kapott értékek 6sszege. Ez val6bavaigymert példaul
a 2x5-0s téglalap fedései kétfélék: vagy egy allé donkideti a 2x 4-es téglalap
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fedését, vagy két egymason defekvé domind kdvetkezik &2x 3-as téglalap utan.
Tehat a2x5-0s téglalap fedéseinek szama annyi, min2»xa3-as és a2x4-es
téglalap fedéseinek egyiittes szama.

2xnes
téglalap, 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9| 10
n=
Alefedések| 2 3| 5| 8| 13| 21| 34 55 s8¢
Szama

A 2x10-es téglalapot 89-féleképpen lehet lefetiri2 -es domindkkal.

9. feladat

Hanyféleképp rakhatunk sorba 10 golyét, ha pirokédsgolyokbdl valogatunk, és
piros golyék nem keriilhetnek egymas mellé?

Megoldas:

Szamoljuk ki, hanyféleképp rakhatunk sorba 1, 2,3,., 10 golyét, ha piros és kék
golyokbol valogatunk, és piros golyék nem kerllleétegymas mellé.

Golyok szama 1 2 3 4 5 6 7 8 P 10
Sorrendek szama 2 3 5

1 goly6 esetén két lehieteg van P (piros) vagy K (kék).
2 goly6 esetén a lehtetégek: PK, KP, KK.
3 golyé esetén a sorrendek: KKK, PKK, KPK, KKP, PKP

Keressilk a valaszt mas aton 4 golyé esetén. Vagpolgd utan teszink KP
golyokat, vagy 3 golyd utan egy K golyot. Ha az,all2tve 3 golyd teljesitette a
feltételt, akkor azokat igy 4 golyora kiegésziteeek is teljesitik a feltételt. Ha 4
golyonak egy alkalmas sorrendjét nézem, az vagyekélagy pirosra vé@gdik. Ha
kékre végadik, akkor azt a golyot elvéve marad 3 golyd, hagria végidik, akkor
elétte kék van, vegylk el a KP golyokat, és marad Bd@d_athatjuk, hogy annyi
megfeleb sorrendje van 4 golyénak, amennyi 2 golyénak gelgonak egyittesen.
A hasonl6 szabaly 4 helyett tébb golydra is érvényEzt hasznalva gyorsan
kitdlthets a tablazat.
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Golyok szdma 1 2 3 4 g g 7 B O 10
Sorrendek szama 2 3 5 8 43 P1 B4 |55 [89 [144

144-féleképpen rakhatunk sorba 10 golyét, ha pimkék golyokbol valogatunk, és
piros golyék nem keriilhetnek egymas mellé.

10. feladat

(Pletykas holgyekl0 idss hélgy mindegyike tud egy - egy pletykat, azonkaruk
miatt neheziikre esik a személyes talalkozas, csddfonon tudnak beszélni
egymassal. A pletykakat szeretnék egymas kozodrjedzteni, lehéteg kevés
telefonhivassal. Egy beszélgetés soran kicseréfileykdkat egymas kozott. (Egy
beszélgetés soran ketten beszélgetnek egyméassa, kainferencia izemmad.)
Szervezd meg a telefonhivasok sorrendjét Ugy, hougyél kevesebb hivasra
keriljon sor!

Megoldas:

Ha mindenki mindenkivel beszél, akkor mindenki isnidogja az 6sszes pletykat.
Ez 45 telefonhivast jelent. Ez egy pazarl6 eljaras.

Ha az egyik hoélgy sorra felhivja a tébbieket, akéanegtudja az 6sszes pletykat, ez
9 telefonhivas. Ezutan Ujra visszahivja a tdbbiekabt az ebz6 kérben utoljara
felhivott partnert nem kell masodjara felhivni s,akkor mindenki ismerni fogja az
Osszes pletykat. E®+8=17 telefonhivast jelent. A 45 hivast lecstkkentettiik
17-re. Vajon lehet-e ezen még javitani?

Nézziink meg egysartb esetet! 4 hdlgy esetén az utébbi eljards2=5
telefonhivéast jelent. Megoldhaté-e 4 hivassal? llgéknd hoélgy A, B, C, D A
hivasok:AB (A ésB beszélget)CD, majdAC ésBD.

Tehat 1-gyel még csokkentbietvolt a hivasok szama. Tudunk javitani 10 hdélgy
esetén is, 17 telefonhivas helyett megoldhato6 téskal is. (Kevesebbel nem lehet.
Ezt nem bizonyitjuk.) Nem kdnkiyezt megtalalni. Prébalkozhatunk azzal, hogyan
lehet 5 holgy esetén 6 hivassal megoldani a prailéiiis 6 holgy esetén 8; 7 holgy
esetén 10; 8 holgy esetén 12; 9 holgy esetén 1Ay esetén pedig 16 hivassal.)
Az eljaréas a kovetkéz A holgyek kozil kijeldlink egy 466 ,vezebséget”. Vegyik
azt az esetet, hogy 10-en vannak. A ves&glsl valaki felhivja az 6sszes tébbi
holgyet, ez 6 hivas, és ekkaismerni fogja annak a 6 hélgynek a pletykait. Braut

a vezebség a 4 dre adott algoritmus szerint 4 hivassal kicserélineéis kozott a
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pletykdkat. Ekkor a 4 hélgy mindegyike ismerni fagpind a 10 pletykat. Most a
vezetség egyik tagja sorra felhivja a tébbi 6 holgygy &zok is ismerni fogjak
mind a 10 pletykat. Ez 6sszes6ér 4+ 6= 16 telefonhivas.

11. feladat

(Oroszlansziget.Egy lakatlan szigetre kitettek 21 oroszlant. Agstén semmilyen
élelem sincs. Ezek az oroszlanok nagyon intelligknés ezt mindannyian tudjak is
egymasrol. Egy napon ledobnak nekik egy adag lfsit, nem oszthatnak el, csak
egy oroszlan eheti meg az egészet. Igen am, ds altaiét tartalmaz, aki megeszi,
elalszik, és a tobbiek prédajava valhat, mert efio aoroszlan ugyanolyan
szamukra, mint egy adag altatos élelmiszer.

Az oroszlanok inkdbb éhen halnak, minthogy mas mpggéket, amikor alszanak.
Mit fognak csindlni az oroszlanok: megeszi valankelyhast vagy sem?

Megoldas:

Hogyan gondolkodik egy intelligens oroszlan? ,Ealcskkor ehetem meg a hust,
ha biztosan tudom, hogy utana engem nem fognak megea egyedil lennék,
egyértelnti, hogy megehetem. Ha ketten lennénk, akkor nemegheteg, mert a
masik azonnal felfal. Tehat, ha ketten vagyunk,ocalkdz olyan helyzet, hogy nem
esszilk meg a hust. Eiltaz kdvetkezik, hogy ha harman lennénk, akkor atpki
megeheti a hast, mert tudja, hogy utana ketten dnalg és nem eszik még Es
igy tovabb: ha négyen vagyunk, akkor megint nentjigkeneg a hast, mert harman
maradnak és megeszik az alvét.”

Tehat az oroszlanok szamanak parossagatol fligg,megeszi-e valaki a hist,
vagy nem.

12. feladat

(Kegyetlen kal6zok)0 kal6z 100 aranyat zsdkmanyolt, amit a kovetkemdon
kivannak elosztani: a legkegyetlenebb kalditegjeszti, ki mennyi aranyat kapjon.
Ezutdn szavaznak (azo#rjeszd is), és ha a javaslat legalabb 50%-0s tAmogatast
kap, akkor annak megfeten osztjdk el az aranyakat. Titkos a szavazas,enkid
irasban adja le a voksat. Ha a javaslatot leszakazakkor blntetésképpen a
szerencsétlen javaslatért, vizbe dobjak a®tegkeszét, és a kovetker
legkegyetlenebb kal6z alleh maga javaslataval.

Tudjuk, hogy a kalézok végtelendl intelligensekrsz®mjuknal csak kapzsisaguk
nagyobb, tovabba nincs két egyforman kegyetlenzaidaldzok ebtt ismert, hogy
kegyetlenségiik alapjan milyen a sorrend kdzottik.

Hany aranyat tarthat meg a legkegyetlenebb kal6z?
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Megoldas:

Ha 2 kaléz van, akkor a legkegyetlenebb kaléz jatas (100, 0). Ez a javaslat
nyilvdn megkapja a legalabb 50%-0s tamogatast.

Ha 3 kal6z van, akkor a legkegyetlenebb kal6z jaas(99, 0, 1). Ezzel megnyeri
a harmadik kal6z jéindulatat. Ugyanis, ha a hariadem fogadja el ezt a
javaslatot, akkor az ditvizbe dobjak, majd a masodik kal6z, minikdd lattuk (2
kaléz esetén), elviszi a teljes zsakmanyt, a haikmadr nem kaphat aranyat.

Ha 4 kal6z van, akkor a legkegyetlenebb kal6z javas (99, 0, 1, 0). Ekkor a
harmadik kal6z megszavazza ezt a javaslatot, igydjot 1 aranyhoz, kilénben
(lasd az @ibbi valtozatot!) nem kap semmit.

5 kal6z esetén a legkegyetlenebb kal6z javaslag:@, 1, 0, 1). A harmadik és az
otodik kaloz ezt j6vahagyja, hiszen kiulénben a kike® korben nekik mar semmi
sem jut.

6 kaloz esetén a legkegyetlenebb kaléz javasi@g&:q, 1, 0, 1, 0).
7 kal6z esetén a legkegyetlenebb kaldz javasi@ta:Q, 1, 0, 1, 0, 1).
8 kal6z esetén a legkegyetlenebb kaléz javaslaa(, 1, 0, 1, 0, 1, 0).
9 kal6z esetén a legkegyetlenebb kaléz javasig®:(, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1).

Végul 10 kal6z esetén a legkegyetlenebb kaléz jatag96, 0, 1,0, 1, 0, 1, 0, 1, 0).
Erdemes atgondolni, mi a valasz, ha a kal6zok sZ0favagy annal tébb; vagy mi
a vélasz, ha a javaslat elfogaddsdhoz 50%-nal bogyémogatottsag (vagy
mondjuk legalabb 2/3-os tobbség) kell.

Gyakorlo feladatok

1. feladat

Van-e olyan 100-oldali soksz6g, amelynek mindegypkialat metszi egy
alkalmasan felvett egyenes?

2. feladat
Melyek azok a négyjedly szamok, amelyeket megszorozva a tikorképével (a

szamjegyek forditott sorrendben val6 felirdsavalgzorzat 3 darab 0 szamjegyre
végadik?
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3. feladat

Hanyféleképp lehet felmenni a 10. léfickra, ha egy lépésben 1 vagy 3
Iépcfokat [épuink?

4. feladat

Hanyféleképp lehet felmenni a 10. léfickra, ha egy lépésben 2 vagy 3
Iépcsfokot Iéplink?

5. feladat

Hanyféleképp lehet egy 6tszemélyes padra fidkd@amgkat Ultetni agy, hogy lany
lany mellé ne illhessen? (Most csak arra figyellmdgy hol Glnek a fiuk, és hol
Ulnek a lanyok.)

Kérdés: Hogyan médosul az ultetések szama, ha az 6t gggrekerek asztal korul
ul?

6. feladat

Hanyféleképp lehet egy otszintes hazat lefestemia Iszinteket kékre vagy sargara
festhetjik, és nem lehet két egymas feletti sAmya sziti?

7. feladat
Hanyféleképp lehet lefedni egdx 10-es tablatlx 3-as domindkkal?

8. feladat

A tanar felir egy-egy 1-est a tabla két végéreehss didk a két 1-es kdzé egy 2-est
ir; ezutdn minden kovetkézdidk az éppen tablan wszamok kozé beirja azok
Osszegeét. (Pl. a masodik didk utan az 1, 3, 2, amok szerepelnek a tablan, a
harmadik utan 1, 4, 3, 5, 2, 5, 3, 4, 1 sth.) Metesz a tablan le¥szamok dsszege,
ha dsszesen hat didk ment ki a tAblahoz?

9. feladat
Egy szobaban 10 szék van sorban egymas melletizékek kezdetben iresek.
Idénként valaki bejon a szobaba, lell egy Ures szé&se,ugyanekkor egyik

szomszédja (ha van) folall és kimegy. Legfeljebbyhézék lehet foglalt ebben a
szobéban megfelkgido eltelte utan?
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