Karolyi Karoly: Geometriai versenyfeladatok 7-8ztédyosoknak

Geometriai versenyfeladatok 7-8. osztalyosoknak
Kérolyi Karoly, Bataszék

1. feladat

Az ABCD négyzetAC atlgjan 1é¥ P pontra igaz, hogyAP = AB. A BC oldalon
lév6 Q pontra igaz, hogyPQ mewleges AC-re. lgazoljuk, hogy &C, PQ, BQ
szakaszok egyetk!

Megoldas: C
AP = AB és PAB] = 45°,
ezért PR
ABP = BPA] :]BODT_AS:GZS.
Q
QPBO = QPAl- BPA =90°- 67,5 = 22,5
A B

valamint
PBQJ = ABQ]- ABRI =90°-67,5= 22,5,
igy PBQharomszég egyetilszard, azaBQ = PQ.
QCPO =45 ésCPQ1 =90,
ezért
PQCO =45,

igy aPQChéaromszdég egyetilszard, aza2PC = PQ.

PC= PQ ésBQ= PQ, igy PC= PQ= BQ.
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2. feladat

Adott az ABCD rombusz. Hany fokos szoget zarnak b&84AC és BDC szdgek
szogfeledi?

Megoldas:
A
Legyen BADO =a és a kérdéses szogfadkzmetszés
pontjaM! Ekkor ADCO =180° -« .
Tudjuk, hogy a rombusz atl6i felezik a szogekey, ig
_3 _3 _
MADC _Za és ADMO —2(180’ a) B 5
Ezeki®l kovetkezik, hogy
AMDI =18C° - MADO - ADMO =
C

—180-Sa -2 (180-a &= 48
4" 4

Tehat aBBAC ésBDC szdgek szbgfelét 45°-0s szoget zarnak be.

3. feladat

Egy 60-os kozépponti sztigkorcikk teriilete 10@n? . Mekkora annak a korcikkbe
irhatd koérnek a tertlete, amely érinti a korcikk Ratarolé sugarat és a korivét is?

Megoldas:

A beirt kor a koriveP-ben érinti. A szimmetria
miatt CP felezi a kdzépponti széget €3 rajta
vanCP-n

Mivel a sugar meileges az érifire, ezértCEO
haromszég szogei 30°, 60° és 90° azaz
haromszég egy szabalyos haromszég ,fele”.
igy co=2r.

Ebbol kdvetkezik, hogyR= CO+ OP=3r.

A korcikk terllete:

Tehét a beirt kor terileté:=r?Gr= g 100cm? = Z—g)CHf )
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4. feladat

Az ABC haromszogbenBM sulyvonal fele azAB oldalnak, valamint az
ABM[ = 40° . Hatarozzuk meg axBC szdget!

Megoldas:

Tlkrozzik a haromszoget &k pontra!

Jeldlje aB cslcs tikorképédd!

A tukrozés miatt,DB=2[BM , a feltétel miatt
AB=2[BM. Iigy AB=DB, azaz ABD
haromszdg egyetilszaru.

Ebbol kdvetkezik, hogy

DABO =(180°-40):2= 70.
A tiikr6zésnél keletkezeffBCD négyszog paralelogramma, igy
ABCO =180°- 70 = 110.

5. feladat

Az ABC derékszog haromszégbem = 30°, az AB atfogé feledmerlegese aAC
befogétk-ban metszi. Milyen aranyban oszi§eaz AC befog6t?

Megoldas:
Az AB felezypontjat jeldljeF!

FKAO =180 - KAFO - AFKO = 60
és
ABCO =180 - BCAlI- CABlI = 60 .

Az AFK derékszo@ haromszdég azALK
szabalyos harom-szdg Jfele”, ezé
AK =2FK . ABC derékszdf§ haromszog az
ABD szabdlyos haromszog fele”, ig

CB:%AB: FB Emiatt FBC haromszog

szabalyos, azaBCF = CFB1 =60.
Ebhol

KFCO = KFBO - CFB1 =90° - 60 = 30
és

FCK = BCKO - BCHI =90° - 60 = 30
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Kdvetkezésképpen &KF haromszdg egyedl szarl, azazKC = FK. Tehat
AK =2FK = 2KC, azaz &« pont 2:1 aranyban oszifeC-t.

6. feladat

Az ABC haromszogben azABC=30°, a CABJ1=45" és M a BC oldal
felezvpontja. Hatarozd meg #MC szdg nagysagat!

Megoldas:

A C-bél az AB-re allitott meéleges
talppontjak.
Az AKC haromszég egyik szoge
45°, a masik 90°, akkor a harmadi
sz6gel8(0* - 45 - 90= 45, igy a
haromszdg egyetl szari, azaz
AK = KC.
A KBC haromszdg egyik szdge
30°-0s, a masik 90°-0s, a harmadiB(®® - 30 - 90 = 60-0s, igy ez egy ,fel
szabalyos haromszdg. Ebtkovetkezik, hogyBC = 2[KC. Mivel M felez-pontja
BC-nek, ezértKC = MC. igy aKMC haromszdg egyefilszari és a szarszége 60°,
tehat egyerd oldald.
Ebbol kdvetkezik, hogyKC = KM , valamint CKM [ = KMCO = 60°.
Mivel AK = KC és KC = KM, ezért AK = KM , azazAKM haromszdg egyedl
szaru és a szarszoge

AKM[O = AKCO + CKMO =90° + 60 = 150.
igy KMAO = (180° - 150 ): 2= 18.
Tehat AMCO = KMCO - KMAD =60°-15 = 45.

7. feladat

Az ABC haromszdogre igaz, hogiC = BC. Az A cslicsahoz tartoz6 magassagvonal
T-ben, a bels szogfeled pedigH-ban metszi 8C oldalegyenesét. Hatdrozzuk meg
azABCharomszog szogeit, ha tudjuk, hogy fele olyan hosszu, midtH!
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Megoldas:

A magassagvonal méeges az
oldalegyenes-re, igy AHT
deréksz6g haromszog. A feltétel
szerint AT befogd fele olyan
hosszu, mint AH atfogo, ighHT
egy ,fél” szabalyos haromszég.

Emiatt TAHO =60° és AHTO =30°.
Legyen CABO=2a! Mivel AC=BC, ezért ABCO=CABl=2a. Az AH
szdgfeled, ezértHABO =a . Az AHTO kilss sz6ge aABH haromszognek, igy

AHTO = HABJ+ ABHO=a+2a =30

Mivel AHTO =30°, ezérta =10°.
TehatCABO = ABHO =2ag = 20° és BCAO =180° — 2[120 = 140.

Megjegyzés:

Ha T a BC oldal bel$ pontja lenne, akkor a& csucsnal & bel$ szdg fele
nagyobb lenne 60°-osnal, azAmal ésB-nél is tompaszdgek lennének, ami nem
lehetséges.

8. feladat

Az ABCD paralelogrammaC oldala kétszerese @D oldalnak.M az AD oldal
felezspontja. AC pontbdl meslegest allitunk aAB oldal egyenesére. A nmideges
az oldalegyenesP pontban metszi. lgazoljuk, hoggyMP sz6g haromszorosa az
APM szdgnek!

Megoldas:

Legyen DABO =a, APMO=¢ ésBC oldal
felezspontjaK! A felezopontokat 6sszek6tMK
szakasz a paralelogramma k&zépvonala, Mgy
parhuzamos AB-vel, illetve AP-vel. Eblbl
kovetkezik, hogy

DMKO =DABO =a (egyallasu szogek) és
KMPLO = APMO = ¢ (valtdszogek).

A kozépvonal hossza egyénla parhuzamos
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oldal hosszaval, igMK = AB = a. A feltétel szerint, pedid<B = a is fennall.
Mivel BPC haromszog derékszigezért Thalész tételének megforditasa mi&Ca
atfogoK felezpontja a haromszoég koré irhatd kérének kdzéppontja.
Ebbol kdvetkezik, hogyKB = KP= KC = a.
Mivel MK =KP = a, ezértMPK egyend szart haromszdg.
igy MPKO = KMP = ¢. KBPO = DABJ = a , mert egyallasu szogek.
A BPK haromszog szintén egyéntzard, mertKB = KP = a. Ebll kdvetkezik,
hogy
KBPO = BPKO = APMI+ MPKJ,
azaz
a=2¢.
Ezt felhasznalva
DMPO =DMKO+KMPO =g+£=2c+£=3¢.

TehatDMP szdg haromszorosa APM szbgnek.

9. feladat

Az ABC haromszdgbenBAC = 20°, a

B-nél és C-nél 1éw szogek bels

szogfeledi a D pontban, kul§

szogfeledi pedig azE pontban metszik
egymast. Szamitsuk ki BECD négyszog
bels szbgeinek nagysagat!

Megoldas:
CDBL =18C° - DBCI - BCOI = 180—%—% =
=180°—180)—_a= 90+£: 90+§: 100
2 2 2

DBH]:DBG]+CBE]:§+1§%EE:QW
és

ECDO = BCDO + ECHI =L2’+—180°2"V =90°,
ezeki®l

BECO =360°-100 - Z2190= 80.

Tehat BBECD négyszdg betsszdogeinek nagyséaga: 100°, 90°, 90°, 80°.
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10. feladat

A haromszoég egyik szége 120°-kal nagyobb a masikigdzoljuk, hogy a
haromszdg harmadik cslicsabol hizott magassaga felmadik csucsbol hizott
szogfele#d harom-szdghe északaszanak!

Megoldas: C

LegyenCABO =qa'!
A feltétel szerintABCO = a +120°.

igy A D B T

BCAD =180 -a - (@+120 )= 60— 2.

Mivel CD felezi a szdget, ezért
DCAO=(60°-20):2=30-a.

A CDBO kiilss szége aADC haromszodgnek, ezért
CDBO =g +(30°-a)=30.

Mivel a CT magassadg méleges azAB egyenesére, ezéTC derékszog
haromsz6g, amelynek egyik szége 30°-0s. igy ezszgpalyos haromszog ,fele”,
amibsl kdvetkezik, hogyDC kétszer olyan hosszu, mi@fT.

Tehat a haromszog harmadik csucsabdl hazott magméske a harmadik cstcsbaél
hazott szégfelazharomszoghe ésszakaszanak.

11. feladat

Az ABC haromszégberAB= AC és aBAC =40°. A haromsz6dAB illetve BC
oldalan felvessziik a3 illetve T pontokat gy, hogyBATO = BCS1 =10°. Az AT
és azSCegyenesek metszésporfjaBizonyitsuk be, hogy\BT = 2[PT!

Megoldas:

ABCharomszog egyetiszari ésBACO = 40°, ezért
ABCO = BCAI=(180°—-40):2= 70.

Mivel BCY] = BATI =10°,
ezért PCAJ = BCAl- BCS8 =60°

39



Magas szint matematikai tehetséggondozas

és A
CAPO = BAQI- BAT1=30°.
lgy
APC =180°- PCAl- CARI = 90,

azazAPC haromszog és ezzel egyliPSharomszog is
derékszog.
ABTA ~ BCQ\, mert ABCO kdz0s

és BATO = BC31. S

. BT AB
Ebksl kdvetkezik, hogy — =——_. Innen és abbdl,
%8s~ BC BT C

hogy B-nél 1éw szogik kdzds az kovetkezik, hog
TSEA ~ AB@ . igy TSBharomszog is egyehbzari, azaZS= TB,
illetve

TSB1= SBT =70°.
CSB]=180°- SBCI- BCS =100,
ebkl
PSTO = CSBI- TSB=100-70= 30.

Tehat TPS derékszdf haromszég egyik szdge 30°, azaz ez egy ,fél” dyaba
haromszog, amelynekS atfogoja ePT befogd kétszerese, igyT = TS=20PT.
12. feladat

Adott az ABC haromszdg, amelybeiAB= AC és CAB =110°. A haromszog
belsejében lev M pontra fennall, hogyMCBL =30° és MBCO =25°. Hatarozd
meg az AMBL -et!

Megoldas:

C

Megrajzoljuk a haromsz&gD szimmetriatengelyét. Ez felezi a szarszoget, ezért
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DABO = DAC] =55° ABQ1 = ACBI = (180 - 110 ): 2= 35.

CM egyenesN pontban metszAD-t. N rajta van aBC felezimerlegesén, ezért
NB= NC.

lgy
NBCO = NCBJ] = MCHEI =30°.
Innen
ABNO = ABdJ- NBC =35"-30=5.
Az
NBMO = NBO1- MBQI1=30°-25=5,
19y

ABNO = NBMO .
Mivel BMNO kiilst sz6ge aMBC haromszognek, ezért
BMNO = MBCO + MCRBJ =55°.

ABNA [0 NBMA,
mert
ABNO = NBMI =5°, NABJ = BMN =55°

és BN oldaluk kdzos. Ebll kovetkezik, hogy AB= MB, azazABM haromszog
egyenb szara.
Tehat

AMBO = (180°- ABMO ): 2= (180- 10 ): 2 8%5.

13. feladat

Az ABC egyend szaru derékszdigharomszogAB atfogdjan ugy helyezkednek el az
M és N pontok, hogy MCNO =45° (M az A-hoz, N a B-hez van kézelebb).

Igazoljuk, hogyMN? = AM? + NB?! A
Megoldas: P

Tiukrozzik azA csucsot aMC egyenesre! AA
képétQ-val jeldlve
QC= AC ésQCMO = ACMO.
Tlkrozzik aB cslcsot aNC egyenesre! AB N
képétR-rel jelolve RC= BC és
RCNO = BCNJ.
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Ha ACMO =0, akkor QCMO =0, és ha BCNO =¢, akkor RCNO =¢ is

fennall.
Ha Q ésR nem esik egybe, akkdlCNO =J + &+ QCRI (Q azA-hoz,R aB-hez

van kdzelebb) vagMCNO = Jd+ &£ - QCRI (Q aB-hez,R azA-hoz van kdzelebb).
A feltétel szerint MCNO =45, igy ACBI=90"-QCR] vagy
ACBI =90°+ QCRJ .
Tehat mivel ACBO =90°, ezértQ ésR ugyanaz a pont. Jeldljik ezt a porfetel!
A tiikrozés miatt
MPCO = MAO] =45° és NPCO = NBQ1 =45°.
Igy
MPNO = MPCJ + NPCQJ] = MACI+ NBC =90°,
azazNMP haromszog deréksziigPitagorasz tétele szeriMN?® = PM? + PN?.
A tiikr6zés miattPM = AM és PN = NB, tehatMN? = AM? + NB°.

14. feladat

Az ABC derékszoty haromsz6gAB atfogojan felvettilk azt & pontot, amelyre
KC =BC. Az A cslcsbdl induld betsszogfeled a BC oldalt L pontban metszi.
Tudjuk, hogyKC szakasz felezi aalL szakaszt. Hatarozd meg ABC haromszog
hegyesszdgeit!

Megoldas: B

Jelolijok a KC és az AL szakaszok
metszéspontjdO-val és azA-nal lew széget

2a -val! O rajta van a szogfelén, L K
ezértOACO =a . 0

Mivel O felezpont és LCA héaromszdg

derékszot, ezért CO= AO= LO (Thalész C A

tételének megforditasa miatt).
gy CAO haromszég egyetilszara,
azazOCAd = OAd] =a .
A CKBO kilss sz6geCAK haromszognek, ezért

CKBO = KCAD+ CAKd =g +2a =3 .
Mivel KC = BC, azazZKBC haromszdg egyetilszard, ezérKBCLl = CKBI =3qa .
A derékszog haromszodg hegyesszogeinek 6sszege

CABO+ ABQ1=2a+30 =5 =90,

amibl a =18°. Tehéat a két hegyesszdg nagysaga 36° és 54°.
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15. feladat

A hartrapéz atléja felezi a trapéz tompaszogétrapéz kisebbik alapja 3 cm, a
kertlete 42 cm. Hatarozd meg a trapéz teriletét!

Megoldas: D _C

ACfelezi a BCDO -et, ezértBCAO = ACO.
A CABI = ACDOJ, mert valtoszogek.

igy BCAQ = CABJ, azaz aABCharomszog
egyenb szaru. A hirtrapéz szimmetrijat is
figyelembe véveBC = AD= AB.

igy a kerulet
K sacp = 30AB+ DC = 30AB+ 3 ce 42 cn
Ebbsl AB= (42 cm-3cn):3= 13 cn. I\

A T B

Az egyend szarl trapéZT magassagat behlzva
BT =(AB- DQ:2=(13cm-3 cm:2= 5 cr.

BCT derékszog haromszdgre alkalmazva Pitagorasz tételét:
CT=vBC - TE =/(13 cn)*~ (5 cnf = 12 cr.

Tehat a trapéz teriilete

Ty = 2B DC op (18 CM 3 Oy e 06 crfh
2 2

16. feladat

Az ABCD trapéz szaraiAD =8 egység,BC =10 egység, éDC révidebb alap 2
egység hosszUsagu. AZBCO szogfeledje felezi azAD oldalt. Hatdrozd meg a
trapéz teruletét!

K D C
Megoldas: Q
Jeldlje AD felezspontjatM, azMB ésCD \
egyenesek kdzos pontjét M
CKBO = ABK, mert valtdoszogek és
KBCO = ABKO, mert KB szogfeles. =
Ezekil CKBO=KBCJ, azaz KBC A P B
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haromszég egyetilszara, igyKC = BC=10.
Mivel DC =2, ezértKD = KC-DC=10- 2= 8.
Az M felezi AD oldalt, igy
DM =MA. DKM O = ABMO és KMDO = BMA,

mert csticsszogek. Ezek mi@@KMA 0 ABMA . igy KD = AB=8.
Hlzzunk parhuzamost BA oldallal aC ponton keresztiil! Ez a&B alapot aP
pontban metszi. A keletké2?BC haromszdg oldalai:

PB= AB- AP= AB- DC-8-2=6, BC=10, PC= AD=38.

Az oldalakra teljesiil, hogys® + 8 = 107, azaz PB*+ PC’ = BC. igy Pitagorasz
tételének megforditasa miatP&8C haromszog derékszogEblsl kdvetkezik, hogy
aCP szakasz a trapéz magassaga.

Tehat a trapéz terilete:

_AB+DC

8+2
Tageo = 2 [CP=

2

B =40.

17. feladat

Rajzolj egy derékszdigharomszdg atfogéjara kifelé, az atfogéval megegpadall
négyzetet! Késd Ossze a derékdzdgaromszég derékszigcsucsat a négyzet
kdzéppontjaval! Bizonyitsd be, hogy ez az 6sszekdakasz felezi a derékszdget!

Megoldas: C

A négyzet kozéppontjatO-val, az AB atfogo
felezdpontjat F-fel, a haromszoA-nal 16w szogét A /L% B
o-val jeldljik ésC-t 6sszekotjukE-fel.

ABC haromszég deréksztigezért Thalész tételénel
megforditdsa miatF az ABC haromszdg koré irt
korének kozéppontja. IgyAF =CF, azaz AFC 0
haromszdg egyetilszara, amibl kdvetkezik, hogy
FCAsz06g isu. Ebl AFCO =180 - 2 .

igy

OFCO = OFAd+ AFQ1=90°+180- 2r = 270—- 2
Mivel

FO=%=AF és AF = CF,

ezért FO = CF, azazOFC haromszdg egyetilszara,
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igy
180 -OFCO _ 180- (270- & ) _,
2 2

FCOO = COH1 = 5°.

Tehat
OCAJ = FCAl- FCQl =a - (a -45°)= 4%,

azazCO szakasz val6ban felezBCA derékszoget.

18. feladat

Az ABC derékszof haromszogAB atfogdjahoz tartoz6 magassag talppoiitjad
CAB szdg és 8BCT szdg szogfeld az M pontban, aCBA szdg és aACT szdg
szdgfeledi azN pontban metszik egymast. Igazoljuk, hdgy parhuzamosB-vel!

Megoldas:

Az ACTO szogfeledje P
pontban, aBCTO szog-feledje
Q pontban metszi a&B atfogot.

CAB = BCTJ, mert meéleges
szarl hegyesszogek.

igy
CAMO = MAQ] = BCQ@= QCT =a.
TCAO=90°- 21,
ezért
MCAd=a+90°- 20 = 90 -a .
igy

AMCO =180 - CAMO - MCAI1=180-a - (90-a F 90,

azaz azAQC haromsz06gAM szdgfeledje egyben magassaga is, ami azt jelenti,
hogyM aCQ oldal feledpontja.

Teljesen hasonléan bizonyithatd, hdgy CP oldal felezpontja. igyNM szakasz a
PQCharomszog kdzépvonala, teNi¥l parhuzamo®Q-val, azazAB-vel is.
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19. feladat

Az ABCD téglalap kozéppontj® és a DAC =60°. A DAC szdg szOgfeldje a
DC egyenest a% pontban metszi. ADSésAD egyenesek metszésporitjaaBL és
AC egyenesek metszéspontja pediy lgazoljuk, hogySM és CL egyenesek
parhuzamosak egymassal!

Megoldas: L

Az ACD derékszofi haromszogben
DACO =60° és AS szogfeled, ezért
SACQ] = ACS] =30°. igy ACSharomszég
egyenb szard. Mivel O az AC oldal S Q
felezvpontja, ezértOS egyenes azACS C
haromsz6g magassagvonala, ami egyben
AC szakasz szakaszfelez melegese.
Ennek egyik pontja, amely igyA-tdl és 0O
C-t6l egyenb tavolsagra van. Elgb
kovetkezik, hogy az ACL haromszdg
egyenb szaru, és miveLACO =60°, ezért A B
azACL haromszég szabalyos.

Mivel CDOLA, ezért CD az ACL

haromszdg egy masik magassaga. A szabalyos hargeksziiagassagai egyben
sulyvonalai is, ezé®L ésCD szakaszols metszéspontja a haromszdg sulypontja.
A sulypont a sllyvonalakat 2 : 1 arAnyban oszgrteazS pont azOL szakas2O-

hoz kézelebbi harmadolépontja.

Mivel ACL haromszdg szabalyos ABCD téglalap, ezérl.D = DA = CB, valamint

LD ésCB parhuzamosak. iggCLD négyszog paralelogramma. A paralelogramma
atléi felezik egymast, ezé@ aDC oldal feledpontja. Ebll kdvetkezik, hogyBQ a
BCD haromszog egyik sulyvonala. Mivel felezi AC-t, ezértCO aBCD haromszdog
egy masik sulyvonala. Ezeébkodvetkezik, hogyM a BCD haromszég sulypontja.
igy azM aCO szakas®D-hoz kdzelebbi harmadolépontja.

=——== és SOMO= LOdI, ezért SOMA~ LO@\, amil

kovetkezik, hogy OMS = OCI . Mivel a szdgek nagysaga egyerés egyik
szaruk egy egyenesbe esik, ezért a masik szardiuzamos. TehdSM és CL
egyenesek parhuzamosak egymassal.
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20. feladat

Az ABCegyend szaru derékszdigharomszoeAB atfogojanak feledpontjak. A BC
illetve AC befogdkon a megfelglL illetve M pontokra igaz, hogyBL=CM .
Igazoljuk, hogy az. MK haromszdg szintén egyérdzaru derékszdig

Megoldas: C

ABC egyend szarl haromszog, ezér

ABCO = CABI =45, valamint a L
CK az atfogbhoz tartoz6 magassa(

és a derékszdigcsics szogét is felezi
Ebb3l kovetkezik, hogy

CKBO = AKO1 =90° A
és

KCBO = KCAJ =45°.

Mivel KCBO = KBC1 =45, ezért KBC haromsz6g is egyehl szarld, igy
KB = KC.
Mivel KBLO =KCMO =45, KB=KC és a feltétel szerinBL=CM, ezért
KBLA O KCMA.
Ebbol kdvetkezik, hogyKL = KM . TehatkKLM haromsz6g egyeiszaru.
Mivel
KBLA OKCMA, ezértLKBO = MKCO .

Emiatt

MKLO = MKCO + CKL = LKBO + CKLO = CKB1=90°,

azazl MK haromszoég derékszig

Tehat ad MK haromszég szintén egyérszaru derékszdig

21. feladat

Az ABC egyend oldald haromsz6dA\C oldalanak fele@pontja K, a BC oldal M
pontjara pedig igaz, hoggM : MB = 1 : 3. Az AB oldalon vegyik fel & pontot
ugy, hogy aPKM haromszog kerlilete a lelidegkisebb legyen. Milyen ardnyban
osztja aP pont azAB oldalt?

Megoldas:

A KM rogzitett szakasz, ezért a haromszog keriileterdidsz a legkisebb, ha a
KPM torétt vonal a legrovidebb.
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Az M pontot azAB egyenesre tikrozve a kapo
M’ pontot &sszekotjuk-val. Az AB-vel valo
metszéspont leszRapont.

Ekkor
KP+ PM = KP+ PM'= KM".

Ha Q egyP-vel nem egyedl masik pontja a2AB
szakasznak, akkor

KQ+QM = KQ+ QM'> KM',

mert QKM’ haromszog két oldalanak dsszege ;
haromszdg-egyedilenség szerint nagyobb f
harmadik oldalndl. TehatkKPM haromszdg ;
keriilete a legkisebb.
A tikrozés miattMPBO = M' PB M’
masrésztAPKO = M' PBEJ,

mert csucsszdgek, ighPKO = MPHE] .

Mivel
APKO = MPBJ és KAPO = PBMO =60°, ezért APKA ~ BPMA.

Hasonlé haromszogek megfdélaldalainak aranya megegyezik, igy
AP: PB= AK: BM:% a% a&2:3.

Tehat aP pont 2 : 3 aranyban osztja AB oldalt.

22. feladat

Az ABCD hurnégyszég atléi mélegesek egymasra, a korulirt kér kozéppofija
Igazoljuk, hogy aAOC t6rott vonal két egyefilrészre osztja a négyszog teruletét!

Megoldas:

Ha AOC egy egyenesre illeszkedik, akk@&OC olyan egyenes szakasz, amely a
harnégyszdget két egybevagd deréksizdgiromszogre bontja, igy a teriletét

nyilvan felezi.
Ha O ésB azAC egyenes altal meghatarozott két kilortbfidsikba esik, akkoAC

ésBD szakaszok metszésponti@ival, azO-bél azAC-re, illetve aBD-re bocsatott
memlegesek talppontjai-mel ésN-nel jeldljik. Mivel OA= OC= r, ezértAOC

haromszdg egyetilszar, igyOM felezi a hirnégyszoéC atlé-jat. Hasonloam

felezi aBD atlot.
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Mivel a hlrnégyszog atléi mélegesek egymasra, ez&80OMK négyszdog téglalap,
igy MO=KN.

TABCO = TABC+ TACO=

_ ACIBK __ACOMO_ AQ{ BKr MO _ AC| BK KN_

2 2 2 2
_ ACIBN _ AC%EBD_ Tasco
2 2 2

Ha O ésB azAC egyenes azonos félsikjaba esik, akkor ugyanidyekatni.
Tehat azZAOCt6rott vonal két egyetilrészre osztja a négyszog terliletét.

23. feladat
Az ABCD négyszdgben
DABO =13(°, CDAl =70°, BCDO =80° és AB= BC.
Szamitsuk ki 8DA sz6g nagysagat!
Megoldas:
LegyenE aCD oldal azon pontja, amelyreBCO = 20°!
Ekkor
CEBI =18C0°- EBQ] - BCEl =80,
igy aBCE haromszog egyetiszari, ezérBE = BC.
Az
ABCO =360 - BCO1- CDAl- DABI =80.
Ebhsl
ABEO = ABC1- EBCI =80°-2C = 60.

Mivel BE= BC és AB= BC, ezért AB= BE, valamint ABE] =60°, igy ABE
haromszdg szabalyos. Eiitkdvetkezik, hogy

EABO =60° és EA= AB.
DAED = DABJ - EAB]=130°-60= 70
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és a feltétel szerintEDAO =70°, igy EDA haromszég egyebl szarl, azaz
ED = EA= AB= BE. Ebkl kovetkezik, hogyBED haromszdg egyetlszaru, azaz
EDBO = DBHJ.

Mivel

BEDO =180 - CEB1=180- 80= 100,
ezért

EDBO = DBEJ] =(180°-100 ): 2= 40.
Tehat

BDAO = EDAJ - EDBI =70°- 40 = 30.
24, feladat

Az ABC haromsz0dAB oldalanak fele@pontjaM, a BC oldalanak egyik pontj#.
Az AP és CM szakaszok a® pontban metszik egymast Ugy, ho@O = CP.
Hatarozzuk meg a@M : PB aranyt!

Megoldas:
C
A B ponton at parhuzamost hdzun K
CM-mel. Ez azAP egyenestK pontban
metszi.
A feltétel szerint a COP haromszog (X
egyenb szard,
ezértCOPd = OPC.
Mivel CO|| KB,
ezért COPO = BKHI (valtoszogek). A M B

Az OPCO = KPBJ, mert csucsszogek.
Ezekldl kovetkezik, hogy
KPBO = OPCJ = CORI = BKP,

azazPBK haromszég egyetilszard, amil PB = KB.
Mivel M az AB oldal feledpontja és MO||BK, ezértMO az ABK haromszog

kézépvonala. igyKB = 2[OM .
TehatPB= KB és KB=2[DM , amibl PB=2[OM, azazOM : PB=1:2.

25. feladat

Az ABC haromszog sz6geif =15°, y=30°. LegyenM aBC oldal felespontja!
Igazoljuk, hogy aABC ésMAB haromszdgek hasonlok!
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Megoldas: T
Allitsunk meslegest B-bol 60° \36\0 .

z ,U S
azAC egyenesére, d >

metszéspontjuk legyen T!
Mivel y=30°, ezértBCT
deréksz6g harom-szdg egy
.f€l” szabalyos haromszég.

Ebbol kdvetkezik, hogy

BC=2[TB ésTBCO =60°.

Az M feleziBC+, ezértBC = 2[BM, igy TB= BM.
Ebhsl és aTBCL = 60° -bol kdvetkezik, hogyfBM haromszdg egyetioldald.
igy TM =TB és MTBO =60°.
A BATO kiilss szége aABC haromszdgnek,
ezért
BATO =8+y=15"+30C = 458,

valamint ATBO =90°, ezért ATB egyenb szaru derékszdig haromszog, igy
TA=TB
Mivel TM =TB ésTA=TB ezértTM =TA, azazZTMA egyend szarl haromszog,
amibsl kbvetkezik, hogyTMAD = MATO .
Masrészt

ATMO = ATB]- MTB1 =90°- 60 = 30.

Ezekkdl kovetkezik, hogy
MATO = (180° - ATMO ): 2= (180- 30 ):2 75.
igy
MABL = MATO - BATD =75°-45 = 30 .

TehatMAB haromszog két szdgének nagysaga 15° és 30°, aggegyeznek az
ABChéaromszdg szdgeinek nagysagaval, igy a két hadgrtszsonlo.

26. feladat
Az ABC derékszot haromszog atfogdjAB. A C pontbdl aza szdg szdgfeldggére
hdzott mebleges ap szdg szogfelggét E pontban, aC pontbdl ap szog

szdgfeledjére hlazott meileges azn sz6g szogfelggét F pontban metsziD a C
pontbol hizott magasséag talppontja. Bizonyitsukibgy FD [ DE!
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Megoldas: B
BCDO = CABl =a, D
mert mebleges szaru hegyes-szdgek. E
ECDO = FADO =2, .
. 2 ’ - X F
mert szintén méiteges szarl
hegyesszogek. Ezettkovetkezik, hogy C A
a_a

BCE = BCOJ - ECDJ =a’—E—E,

azazBCDO szogfeledje a CE egyenes. MivelE a BCDO és a DBCO
szdgfeledjének metszéspontja, iglPDE egyenes aBCD haromszdég harmadik
szdgének szogfelépe.

Tehat CDEO=CDB1:2=90C :2= 45.

Teljesen hasonléddF egyenes aADCL szdgfeledje, igy FDCO =45° .
Tehat FDEO = FDCO + CDH] =45°+ 45 = 90, azazFD O DE.
27. feladat

Egy egységnyi oldalli négyzet k6zéppontjan athatpdeeegyenes. Szamitsuk ki a
négyzet csucsainaktél mért tvolsadgai négyzetének dsszegét!

Megoldés: D C
Legyen AQ= x és BR= y! Mivel az abra X
O-ra kozép-pontosan szimmetrikus, ezé Y R N e
CS= xésDP=vy. @) - S

A négyzet atléi egyedl hossztak, felezik Q ; -

egymast és egy-mésra rblegesek, ezért v y
AO=BO és AOQ = OBR] (memleges X

szaru hegyesszdgek). A B
Mivel

AO= BQ, AOQT = OBR] ésOQAT = BRI =90,
ezért AOQA [] OBR\ . Eblsl QO = RB= y.

NG

A négyzet oldalanak hossza 1, i@p:7 .
Felirva az AOQ derékszoty haromszogre Pitagorasz tételét azt kapjuk, hogy

X2+ y? =% . Tehat a kérdéses 0ssz2xf + 2y* = 1.
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