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Algebrai sikgorbék

Algebrai sikgorbéknek az olyan gorbéket nevezziik, amelyek
pontjai egy kétvaltozos polinommal jellemezhetdk. Ilyenek az
egyenesek (ezek az elséfoku sikgorbék).

Masodfokt sikgorbék: pl. x?+y*=1 egy kor.

Ennek pontjai az R, sikon vannak, amit azért hivunk igy,
mert egy-egy valos (x,y) szamparral hatdrozzuk meg a pontjait.
Az 4bran lathato egyenes egyenlete y=mx+m

Ennek a metszéspontja a korrel azok a pontok, amelyekre

x*+y*’=1 és y=mx+m teljesiil. Helyettesitsik be az elsd
egyenletbe a masodikat: 1. dbra

X (mx+mi=1e(m*+1)x*+2m’ x+(m*—1)=0 .

ez egy masodfoku egyenlet az egyenes és a kor metszéspontjainak x koordinataira.

—om’+\ dm'— (m+ 1) (m’=1) _ —m’+1

2(m’+ 1) m'+ 1

—m*+1 2m?*

Ennek gyokei: —1 és 3 . Ebbdl kovetkezik, hogy ylehet 0 és —;
m+1 m+1

1—m> 2m’

Aidx,y)= ,
(x.5) 1+m® m*+1

Ez egy fiiggvény, mely egy m meredekséghez hozzarendeli annak a pontnak a koordinatdit ami egy
m meredekségli ((-1;0)-bdl induld) huron van.

Mindkét koordinata az m-nek ugynevezett racionalis fiiggvénye, azaz m két polinomjanak a
hanyadosa. Az ilyen fliggvény racionalis m-hez racionalis koordinatékat rendel.

Sikertilt tehat egy paraméterrel (raciondlisan) leirnunk az egységkort, azaz ha ebbe a fliggvénybe
beirjuk az 0sszes valds szamot ,,egyesével” megkapjuk az egységkor pontjait.

A racionalis sikot Q(Zx, ;) -nak hivjuk, mert ezen minden pont megfeleltethetd egy racionalis x, y
szamparnak. Nézziik most csak ezen a sikon az elébb leirt kort €s egyenest.

M
Legyen W=m€Q és M,NeN

X Y
Legyen x =7/\ y== ahol X,Y,Z€IN (mert x,y mindig racionalis) és feltehetjiik, hogy X, ¥

¢és Z Osszeséglikben relativ primek (mert x, y mindig racionalis).

x>+ y*=1 -be behelyettesitve X’+Y*>=Z" tehatX, Y, Z pitagoraszi szamharmas, azaz a
raciondlis egységkor minden pontja (kivéve a (-1;0) pontot) egy-egyértelmiien megfeleltethetd egy
leegyszertsitett (X, ¥, Z Inko.-ja egy) pitagoraszi szamharmasnak. Barmilyen eredmény, amit
kihozunk a racionalis kor pontjainak koordinataira, igaz lesz a pitagoraszi szamharmasokra is.

Az el6bbi eredmény alapjana A :(x,y) fiiggvény az m meredekséghez az
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illetve az
M2
2 2_2
y=z= 2m® _ __2MN
Z 1+m’ { M? N*+M?*
Y

koordinatakat rendeli hozza, tehat csak azok a jo
X, Y, Z szamharmasok amikre taldlunk olyan M, N
(egész) szampart, hogy a fenti két egyenlet igaz
legyen.

o

Az egyenletekbdl kovetkezik (mert (X, Y, Z)=1),
hogy:

X=N-M’
Y=2MN
Z=M’+N?

Tehat csakkor adhaté meg M, N egész szampar, ha
X, Y, Z leegyszertsitett pitagoraszi szamharmas.
Ez egy jo példa arra, hogy milyen meglepd kapcsolata lehet a sikgdrbéknek a matematika mas
teriileteivel.

2. abra

Harmadfok sikgdrbék.

Weierstrass tétele szerint minden harmadfoku sikgorbe felirhato
y'=x+ax+b
alakban (alkalmas koordinatarendszerben').
Nézziink néhany példat harmadfoku sikgdrbékre: (2. dbra)
Ez harom lehetéség, ezen kiviil vannak még mas tipusok, pl. harom egyenes unidja is egy

harmadfoku gorbe.

Ezek abbol latszanak szemléletesen, hogy harmadfoku gorbét igy kaphatunk, hogy egy harmadfoku

1 Alkalmas koordinatarendszerben — vagyis meg kell engedni, hogy projektiv transzformaciot végezziink a
gorbével. Csak igy irhat6 fel példaul az y=x3+ px+ g egyenlet kivant alakban, ti. az

x 1 e, \ . L
(x , y) - (— , —) transzformacio segitségével, mert elvégezve rajta ezt a transzformaciot az

3
l:(i +p Ly q azaz y2= X+ pxy2+ g alakot kapjuk, amibél mar viszonylag konnyen kapunk
Yy o\y y

Weierstrass alakot. A tétel a Weierstrass formarol igazabdl projektiv harmadfokt gérbékrdl szol.
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polinombdl ,,gy6koét vonunk™, azaz minden x-re az addig felvett y érték helyett az y érték gyokét
veszi fel. Tehat olyan x-ekre amelyekre y negativ volt, nem vesz fel semmit, a tobbi helyen pedig y
négyzetgyokét és y négyzetgyokének -1-szeresét is felveszi, mert mindkettének a négyzete y.

( y2=x3—3x®y=i\/x3—3x ) (3. 4bra)
Az x-tengely 3-szor, 2-szer vagy l-szer metszi a harmadfoku 7

polinomot, ennek megfeleléen kapjuk a harom kiilonbozd tipusu
harmadfoku gorbét.

Az el6z6 részben sikeriilt a kort mint egyetlen valtozo racionalis

figgvényét leirni:
( A:x,y)= L= 2m’
o 14+m” m'+1

ezt mar nem tudjuk megcsinalni a kdvetkezd tétel miatt:

). Harmadfoku gorbéknél azonban,

TETEL. Nincsenek olyan x(m) és y(m) racionalis

tortfiiggvények, amelyekre igaz, hogy az (x| y) pont pontosan
akkor van a harmadfoku sikgdrbén, ha van olyan m, amelyre x =
x(m) és y = y(m), masképp megfogalmazva: nincsenek olyan x(m),
y(m) racionalis tortfiiggvények, hogy y(m)=x(m)*+ ax(m)+ b
altalanos (a,b)-re.

Emiatt valami hasonléval probalkozunk, megprobalunk valami
masféle struktirat taldlni ahol racionalis filiggvények szerepet
jatszanak

Nézziik a kdvetkez6 miiveletet:

A gorbe P, Q pontjaihoz hozzarendeljiik a PQ egyenes és a gorbe
harmadik metszéspontjat (a 4. abran lathato modon. (4 metszéspont
nem lehet mert akkor lenne olyan harmadfoku polinom aminek 4 gydke volna.)

Ha nincs harmadik metszéspont, akkor két eset van. Ha O a P pont tiikkdrképe az x-tengelyre. Ebben
az esetben rendeljiik hozzajuk a 0 nullelemet (ez késébb kelleni fog).

Ha P nem tiikorképe O-nak, akkor az egyenes egy pontban metszi, egyben érinti a gorbénket (a
harmadfoku gorbe egyenlete és az egyenes egyenlete altal alkotott egyenletrendszert atrendezve x-re
harmadfoku egyenletet kapunk, aminek ha van 2 valos gyoke, akkor harom is, az egyik kettds gyok)
Ekkor az érintési pontot rendeljiik hozza a (P, Q) parhoz.

Legyen P=(x|y,) , 0=(x,ly,) , R=(x;|y;) , P, Qismert, R ismeretlen.
A PQ-n atmend egyenesre igaz, hogy

X3=Xy V3™V

Xo=X1  Va—™ Vi

b

a harmadfok gorbére pedig yi=x3+ axy+ b .
Elészor kifejezziik az elsé egyenletbdl y-t:

(yz_yl) <y2_y1)x2 _
X3~ T = s
xZ_xl X2_xl
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ezt behelyettesitve:
(yz_yl) (J’2_J’1)x2 ’ 3
X3— +y,| =x3+tax;+ b,
Xy X XX

ez egy harmadfoku egyenlet Xx; -ra, szerencsére azonban nem kell kiszdmolnunk mast, csak a
konstans tagjat, mert ismerjiik két gyokét €s a gyokok €s egyiitthatok kozti sszefliggés
segitségével:

(y,=y)x,.
x1x2x3=b—(ﬁ+ y,| ,azaz
2
b—(<y2_yl)x2+y2)
Xy ™ X ;
X,=
X1 X,
2
b_((yz_Y1)x2+y2
(yz yl) XX (yz_Y1)x2
Y3 ty,
Xoy— Xy X1 X, XX

tehataz x, ¥, X, ¥, valtozok raciondlis fiiggvényeként megadhatdak a harmadik metszéspont
koordinatai.

A kornél lerogzitettiink egy pontot, €s igy egy valtozo valtoztatasaval leirtuk az egész kort. Ha itt
lerogzitiink egy pontot (xl,yl) , akkor egy valtozopar valtoztatasaval (xz, y,) azaz egy pontnak a
gorbén valo végigmozgatasaval leirjuk a gorbét.

Most definidljuk a X miiveletet, ami a gorbe két tetszdleges pontjdhoz hozzarendeli az altaluk
meghatarozott egyenes és a gorbe metszéspontjanak x tengelyre valo tiikkorképét. Ha a két pont
azonos, akkor az e pontbeli érintd masik metszéspontjanak (ilyen van) tiikorképe a miivelet
eredménye. Ha pedig a két pont egymas tiikorképe, akkor 0 a miivelet eredménye.

Eza (G3fadfokug6rbeUQ; X struktiira csoport lesz (altalanos a,b-re)*!!! mert:

Nem vezet ki az alaphalmazbol.

Van egységelem,az 0 ,ha PX0=P -nek definidljuk

Van inverz: minden P pont inverze a tlikorképe, P': PXP'=0 ha egymas P és P' egymas
titkdrképei az x tengelyre.

Réaadasul kommutativ is ( PXQ=0QXP ) bar ez nem sziikséges ahhoz, hogy csoport legyen.
Asszociativ is( (PX(QXR)=(P><Q)><R) ) de ezt nehezebb bizonyitani. Bizonyitasa szerepelt a
kovetkezo eldadasban, amelyet Hrasko tanar ur tartott. Lasd itt.

2 Azaza gorbe y2= X+ ax+ b egyenletében a, b altalanos. Ez azzal ekvivalens, hogy a gorbe ,,sima”, és
a kimondott tételek altalaban csak a ,,sima” harmadfoku gorbékre igaz. Akkor sima egy gorbe, ha minden
pontban derivalhatd, azaz sehol sem ,,szar”. Parcialis derivaltakkal kiszdmolhato, hogy ez pontosan akkor

igaz,ha 4a’+ 27b*#0


http://matek.fazekas.hu/portal/tanitasianyagok/Hrasko_Andras/megtest/vegtelen.ppt
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Most nézziik meg, mit tudhatunk a komplex harmadfoku gdrbékrél.

El6szor tisztazzuk, hogy a kétdimenzios ‘D(zx‘y) komplex szdmsik ekvivalens a négydimenzids

IR?a‘b|c|d) valos térrel, ha az x = a + bi, y = ¢ + di megfeleltetést tekintjiik. Vagyis

Cfm bile+ di)EIR(“a|b|c| 4 - Hogy mit jelent ez és hogy mit jelent egy ,.komplex algebrai sikgorbe”, azt
elészor par egyszeriibb példan vilagitjuk meg.
A legegyszeriibb eset, amikor x=0. Ez a gérbe most a C(ZXM (komplex) szamsikon van, azonban a
gorbe leirhat6 valds egyenletekkel is, mégpedig nagyon egyszeriiekkel. Az x=0 egyenlet ugyanis azt
jelenti, hogy a+bi=0, azaz a=b=0. Viszont c-re és d-re nincs kikotés, ¢ és d tehat tetszéleges értéket
felvehet. Vagyis az x=0 egyenletet az IRfa‘b‘c‘d) tér (0]|0/c|d) pontjai elégitik ki. Ez egy két (valos)
dimenziés sikot jelent, amir6l konnyen lathato, hogy topologiailag ekvivalens azzal a
gombfeliilettel, amelybdl elhagytunk egy pontot. Hagyjuk ki ugyanis a gémbb6l az ,,Eszaki Sarkot”
(E-t) és vetitsiik beldle a gt')mbfe!ijlet minden pontjat a ,,Déli Sarkot” érintd S sikra. (A gombfeliilet
tetszéleges P pontjanak képe az EP egyenes és az S sik metszéspontja. Az x = 0 egyenletii komplex
algebrai gorbe tehat topologiailag a ,,gombfeliilet — 1 pont™.

Nézziik most, hogy mit jelent egy egyszerti masodfoka gorbe, a ,,kor”.

Az egyenlet mostis: x’+ y°=1 . AKkiilonbség csak az, hogy most x, y komplex, azaz
x=a+bi,y=c+di ,ahola,b,césdvalos szamok.

Ez a gorbe mostisa Cf,,

egyenletparral is, mert

(komplex) szdmsikon van, azonban a gorbe leirhat6 egy valos

X4y =(a+bi+(c+dif=a’+c = b —d*+i(2ab+2cd)
azaz
a’+c?—b*=1 és ab+cd=0 .

Az IR?a|b|C|d) négydimenzids valos szamtérben ez egy két egyenlettel definidlt alakzat. Ismét
belathato, hogy a kapott alakzat topologiailag ekvivalens a ,,gdmbfeliilet — 1 pont”-tal.

Ugyanigy egy harmadfokt komplex egyenlet, tehat
y2= x2+Ax+B,'x,y, A, BeC
is felbonthato két valds egyenletre.

A kérdés ismét az, hogy milyen geometriai alakzatnak felel meg azon pontok halmaza, amelyre igaz
ez az egyenlet, vagyis mi a 3-adfokl (komplex) sikgorbe ,,geometridja”.

Mivel az el6bb emlitett modon 2 (valds) egyenletiink van 4 ismeretlennel, IR?a‘b‘c‘d) -ben van 2
szabad paraméteriink. Ebbdl sejthetd, hogy a harmadfoku gorbe egy feliilet lesz, hiszen 2 fiiggetlen
iranyba ,,mozoghatunk” rajta, azaz két fliggetlen ismeretlent valtoztatunk.

Pontosabban tehat az a kérdés, hogy milyen tipusu feliilet azon pontok halmaza, amelyre igaz az

y2=x2+ Ax+ B;x,y,A,BeC
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egyenlet, vagy a neki megfeleld két (valos) egyenletbdl allo rendszer.

Ezt a kovetkezOképp allapitjuk meg.

Megnézziik a sikmetszeteit: itt van egy korantsem
trivialis tétel, ami azt mondja, hogy ezek olyanok
mint amilyeneket az elején a valds harmadfoku
sikgorbéknél targyaltunk. Ezek mind topologiailag
azonosak a torusz sikmetszeteivel: ha hozzavessziik
a sikhoz a végtelen tavoli pontokat, akkor a gorbe
széttartd szélei talalkoznak, ezt mutatja az 5. abrank,
ott a ,,végtelen tavoli pontnak™ megfeleld pont van
jeldlve pontozassal.

Ebbdl sejteni lehet, hogy a gorbénk valamilyen
toruszféleség lesz. Valojaban egy kilyukasztott
torusz, azaz egy torusz aminek egy pontjat elhagytuk
(ez a végtelen tavoli pont a sikmetszetekben)

5. abra

Altalanosan: egy (sima) d-edfokti komplex sikgorbe
(d-edfokt polinomja (x|y),x,y€EC -nak, azaz minden tagban Osszesen legfeljebb d-edik
hatvanyon van, pl. x’y® 5-fokt®) topologikusan (néhany pont elhagyasaval) egy g lyuku

(d—1)(d-2)
2

d = 1,2-re gdbmbfeliilet (néhany pontot elhagyva), azaz 0 lyuku torusz.

d = 3-ra egylyuku torusz.

toruszfeliiletnek felel meg, ahol g= "

Ebbdl levezethetd tételek:
Az algebrai gorbek geometridjat alapvetden meghatarozza a g paraméter.
Belathato hogy:
— egy algebrai gorbe akkor és csak akkor paraméterezhetd raciondlis
fiiggvényekkel ha g = 0;

— egy algebrai gorbén csak akkor van csoportstruktura ha g=1.

— Ahérom fé eset g=0, g =1, g >1. Ez a harmas felosztas pontosan megfelel a harom fajta
sikgeometrianak: gombi, lapos (euklideszi),
hiperbolikus (Bolyai-féle). Azaz a g = 0 eset geometridja gombi, a g = 1 eseté
lapos, a tobbié hiperbolikus.

3 Pontosabban: Egy f (x Y )=0 polinomegyenlet fokszamanak a legmagasabb foku (nem-nulla
egylitthat6ji) monom fokszamat nevezziik; egy x* yb monom fokszdma a+ b . Egy n-edfokt gorbe

egy n-edfoku f polinom nullhelyeinek halmaza az (x,y)( IR(ZX’ ,) ) sikban.



